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Введение 
 Понятие вектор-матрицы над произвольным 
кольцом введено в [1], [2] как обобщение поня-
тия m-арной матрицы Э. Поста [3]. В [1], [2] для 
произвольных целых k ≥ 2, l ≥ 2 и любой подста-
новки σ из Sk на множестве всех k-компонентных 
вектор-матриц над ассоциативным кольцом была 
определена частичная l-арная операция [ ]l, σ, k, 
которая является l-арным аналогом бинарной 
операции умножения обычных матриц. Первона-
чально l-арная операция [ ]l, σ, k определялась [4], 
[5] на декартовой степени полугруппы, то есть 
для вектор-матриц первого порядка. Множество 
всех k-компонентных вектор-матриц над ассо-
циативным кольцом P, у которых каждая компо-
нента является квадратной матрицей порядка n, 
обозначается [1], [2] символом М(n, k, P). Для 
ассоциативного, коммутативного кольца P с еди-
ницей во множестве М(n, k, P) выделяется [1] 
подмножество GL(n, k, P) всех k-компонентных 
вектор-матриц,  у  которых все компоненты об-
ратимы в кольце  М(n, P)  всех  матриц  порядка 
n над P. 
 Имеет место 

Теорема [1], [2]. Если подстановка σ ∈ Sk 
удовлетворяет условию σl = σ, то < М(n, k, P), 
[ ]l, σ, k > – l-арная полугруппа, а < GL(n, k, P), 
[ ]l, σ, k > – l-арная группа. В частности, если 
σ = (12…k), то < M(n, k, P), [ ]k + 1, (12…k), k > – 
(k + 1)-арная полугруппа, а < GL(n, k, P), 
[ ]k + 1, (12…k), k > – (k + 1)-арная группа. 

В теории обычных матриц каждой квадрат-
ной матрице над ассоциативным, коммутатив-
ным кольцом с единицей ставится в соответствие 
ее определитель, являющийся элементом этого 
кольца. Возникает естественный вопрос: что 
считать аналогом обычного определителя для 
вектор-матрицы? 

В данной работе для каждой вектор-
матрицы A над ассоциативным, коммутативным 
кольцом с единицей определяются вектор-
определитель detA и определитель detA, которые 
для обычной матрицы совпадают с ее определи-
телем. Изучаются свойства detA и detA. Рас-
сматривается более общая ситуация, когда для 
всякой функции u из М(n, P) в P определяются 
функции u и u из ( , ) ( , )

k

n P n P×…×М М�����	����
  в Pk и P 

соответственно. В частности, для всякой вектор-
матрицы A над ассоциативным, коммутативным 
кольцом с единицей определяются вектор-
перманент perA и перманент perA, которые для 
обычной матрицы совпадают с ее перманентом. 

Сведения об n-арных группах, используе-
мые в данной работе, можно найти у С.А. Руса-
кова [6], а также в книгах [7], [8]. 

 1 Определения 
 Определение 1.1. Пусть P – ассоциативное, 
коммутативное кольцо с единицей. Векторным 
определителем или вектор-определителем век-
тор-матрицы A = (A1, …, Ak), у которой все ком-
поненты A1, …, Ak являются квадратными матри-
цами над P, называется упорядоченный набор 

detA = (detA1, …, detAk) ∈ Pk 

определителей detA1, …, detAk матриц-компо-
нент. Определителем той же вектор-матрицы 
A = (A1, …, Ak) называется произведение 

detA = detA1detA2 … detAk ∈ P. 
 Ясно, что при k = 1 понятия вектор-опре-
делителя и определителя совпадают:  

detA = detA. 
 Пример 1.1. Если k = 3, P = Z, 

A = 
1 0 0

3 2
( , 5, 0 3 0 ),

4 8
0 0 1

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

МАТЕМАТИКА

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
.С

КО
РИНЫ



Вектор-определители и определители вектор-матриц 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, №2 (7), 2011 59

то 
detA =(16, 5, –3), detA = –240. 

 Далее все вектор-матрицы рассматриваются 
над ассоциативным, коммутативным кольцом с 
единицей. 

 
2 Общие свойства вектор-определите-

лей и определителей 
Сформулированные ниже свойства вектор-

определителей получаются с помощью соответ-
ствующих свойств обычных определителей. 

Напомним [1], что вектор-матрица ′A  на-
зывается транспонированной для квадрaтной 
вектор-матрицы A, если все её компоненты яв-
ляются транспонированными для соответствую-
щих компонент вектор-матрицы A. 

Предложение 2.1. Если ′A  – транспониро-
ванная вектор-матрица для квадрaтной вектор-
матрицы A, то 

,′ =detA detA   det det .′ =A A  
Предложение 2.2. Если в каждой компо-

ненте квадратной вектор-матрицы A над P 
имеется строка или столбец, состоящий цели-
ком из нулей кольца P, то 

detA = ( 0, , 0)
k

…��	�
  = 0 ∈ Pk, detA = 0 ∈ P, 

где 0 – нуль кольца P. 
 Напомним [1], [2], что произведением λ ∈ P 
на вектор-матрицу A = (A1, …, Ak) называется 
вектор-матрица 

λA = (λA1, …, λAk). 
Предложение 2.3. Для любого λ ∈ P и лю-

бой квадратной вектор-матрицы A = (A1, …, Ak) 
над P верны равенства 

det(λA) = ( 1λn detA1, …, λ kn detAk), 
det(λA) = 1λ kn n+…+ detA. 

где n1, …, nk – порядки матриц-компонент 
A1, …, Ak соответственно. 

Доказательство. Действительно, 
det(λA) = det(λ(A1, …, Ak)) = 

= det(λA1, …, λAk) = 
= (det(λA1), …, det(λAk)) = 
= ( 1λn detA1, …, λ kn detAk), 

det(λA) = det(λ(A1, …, Ak)) =  
=det(λA1, …, λAk) = 

= det(λA1) … det(λAk)) = 
= 1λn detA1 … λ kn detAk = 

= 1λ kn n+…+ detA1 … detAk = 1λ kn n+…+ detA. 
Предложение доказано. 

Считая в предложении 2.3 A квадратной 
вектор матрицей порядка n, то есть вектор-
матрицей, у которой все компоненты – квадрат-
ные матрицы порядка n, получим 

Следствие 2.1. Для любого λ ∈ P и любой 
квадратной вектор-матрицы A порядка n над P 
верно 

det(λA) = λndetA,  det(λA) = λkndetA. 

Предложение 2.4. Если в каждой компо-
ненте квадратной вектор-матрицы A переста-
вить любые две строки или два столбца, то: 

1) вектор-определитель полученной вектор-
матрицы B равен вектор-определителю вектор-
матрицы A, взятому со знаком минус:  

detB = – detA; 
2) определитель полученной вектор-матри-

цы B равен определителю вектор-матрицы A, 
если число компонент четное, и равен определи-
телю вектор-матрицы A, взятому со знаком 
минус, если число компонент нечетное: 

detB = detA, k – четное, 
detB = – detA, k – нечетное. 

Доказательство. Если   
A = (A1, …, Ak), B = (B1, …, Bk), 

то 
detB = (detB1, …, detBk) = 
= (– detA1, …, – detAk) = 

= – (detA1, …, detAk) = – detA, 
то есть верно равенство из 1); 
 

detB = detB1 … detBk = – detA1 … (–detAk) = 
 

=(– 1)kdetA1 … detAk = (– 1)kdetA, 
 

то есть верны равенства из 2). Предложение до-
казано. 

Пример 2.1. Если  

A = (
1 2 3

1 2 3

1 2 3

,
a a a

a b
b b b

c d
c c c

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

), 

B = (
1 2 3

1 2 3

1 2 3

,
c c c

b a
b b b

d c
a a a

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

), 

то есть вектор-матрица B получена из вектор-
матрицы A перестановкой столбцов в первой 
компоненте и перестановкой первой и третьей 
строк во второй компоненте, то 

detB = – detA, detA = detB. 
Если же 

С = (
1 2 3

1 2 3

1 2 3

, ,
a a a

a b x y
b b b

c d z t
c c c

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

), 

D = (
2 1 3

2 1 3

2 1 3

, ,
a a a

c d y x
b b b

a b t z
c c c

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

), 

то есть вектор-матрица D получена из вектор-
матрицы C перестановкой строк в первой ком-
поненте, перестановкой первого и второго 
столбцов во второй компоненте и перестановкой 
столбцов  в третьей компоненте, то 

detC = – detD. 
Предложение 2.5. Справедливы следующие 

утверждения: 
1) если в каждой компоненте квадратной 

вектор-матрицы A имеются две одинаковые 
строки или два одинаковых столбца, то 
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detA = ( 0, , 0)
k

…��	�
  = 0 ∈ Pk; 

2) если в некоторой компоненте квадрат-
ной вектор-матрицы A имеются две одинаковые 
строки или два одинаковых столбца, то 

detA = 0 ∈ P. 
Предложение 2.6. Пусть A = (A1, …, Ak) –

квадратная k-компонентная вектор-матрица, 
0 ≤ r ≤ k,  0 ≤ s ≤ k,  0 ≤ t ≤ k,  r + s + t = k. 

Если у вектор-матрицы A r компонент 
1i

A ,…,
ri

A  оставить неизменными, в s компонен-

тах 
1j

A ,…,
sj

A  к некоторой строке прибавить 
соответственные элементы любой другой 
строки, умноженные на произвольный элемент 
из P, в оставшихся t компонентах 

1mA ,…,
tmA  к 

некоторому столбцу прибавить соответствен-
ные элементы любого другого столбца, умно-
женные на произвольный элемент из P, то: 
 1) вектор-определитель полученной вектор-
матрицы B будет равен вектор-определителю 
вектор-матрицы A: 

detA = detB; 
 2) определитель полученной вектор-мат-
рицы B будет равен определителю вектор-мат-
рицы A: 

detA = detB. 
Заметим, что в предыдущем предложении в 

каждой из компонент 
1j

A ,…,
sj

A  суммируемые 
строки должны быть разными. Кроме того, номе-
ра суммируемых строк в различных компонентах 
не обязаны совпадать. Сказанное относится и к 
столбцам в компонентах 

1mA ,…, .
tmA  

  

3 Аналог теоремы о произведении опреде-
лителей 
 Следующая  теорема обобщает бинарный 
результат о равенстве определителя произведе-
ния матриц произведению определителей этих 
матриц. 
 Теорема 3.1. Пусть Ai = (Ai1,…,Aik), i =1,…,l 
– k-компонентные вектор-матрицы, у которых 
для любого j ∈ {1, …, k} компоненты 

A1j, A2σ(j), …, 2 1( 1) ( ) ( )
,l ll j l j

A A
σ σ− −−

 

– квадратные матрицы одного и того же по-
рядка. Тогда 
 

det[A1 … Al]l, σ, k = [detA1 … detAl]l, σ, k,   (3.1) 
 det[A1 … Al]l, σ, k = detA1 … detAl.      (3.2) 

 Доказательство. Докажем (3.1). Из условия 
теоремы вытекает, что вектор-матрица 
[A1 … Al]l, σ, k существует. Отметим также, что в 
правой и левой частях равенства (3.1) одним и 
тем же символом обозначены различные l-арные 
операции: в левой части l-арная операция опре-
делена на вектор-матрицах, а в правой части на 
элементах из Pk, где P  – кольцо, над которым 
рассматриваются вектор-матрицы. 

Положим 
[A1 … Al]l, σ, k = (Y1, …, Yk), 

det[A1 … Al]l, σ, k = (y1, …, yk), 
[detA1 … detAl]l, σ, k = (z1, …, zk). 

 Используя определение l-арной операции 
[ ]l, σ, k (определение 1.2 из [1]) и бинарный ре-
зультат о равенстве определителя произведения 
матриц произведению их определителей, полу-
чим 

yj = detYj = det (A1jA2σ(j) … 2 1( 1) ( ) ( )l ll j l j
A A

σ σ− −−
) = 

= detA1jdetA2σ(j) … 2 1( 1) ( ) ( )
det det ,l ll j l j

A A
σ σ− −−

 

то есть 
yj = detA1jdetA2σ(j) … 2 1( 1) ( ) ( )

det det .l ll j l j
A A

σ σ− −−
  (3.3) 

Так как 
[detA1 … detAl]l, σ, k = 

= [(detA11, …, detA1k) … (detAl1, …, detAlk)]l, σ, k, 
то, согласно определению операции [ ]l, σ, k на 
множестве Pk [4], [5], 

zj = detA1jdetA2σ(j) … 2 1( 1) ( ) ( )
det det .l ll j l j

A A
σ σ− −−

  (3.4) 

Из (3.3) и (3.4) вытекает yj = zj для любого 
j ∈ {1, …, k}. Следовательно, верно (3.1). 

Докажем теперь (3.2). Так как, согласно оп-
ределению 1.1, 

detA1 = detA11 … detA1k, …,  
detAl = detAl1 … detAlk, 

то 
detA1 … detAl = 

= detA11 … detA1k … detAl1 … detA1k. (3.5) 
Согласно тому же определению 1.1 

det[A1 … Al]l, σ, k = y1 … yk, 
где y1, …, yk определяются с помощью (3.3), то 
есть 

det[A1 … Al]l, σ, k = detA11detA2σ(1) …  
… 2 1( 1)σ (1) σ (1)

det detl ll l
A A− −−

… 

… detA1kdetA2σ(k) … 2 1( 1)σ ( ) σ ( )
det det .l ll k l k

A A− −−
  (3.6) 

Правые части в (3.5) и (3.6) состоят из kl сомно-
жителей. Так как σ ∈ Sk, то для любого 
i = 1, …, l – 1 множество {σi(1), …, σi(k)} совпа-
дает с множеством {1, …, k}. Поэтому в правой 
части (3.6) для любого i = 1, …, l  присутствуют в 
качестве сомножителей компоненты Ai1, …, Aik. 
Это означает, что правые части в (3.5) и (3.6) 
состоят из одних и тех же сомножителей. А так 
как P – коммутативное кольцо, то правые части в 
(3.5) и (3.6) совпадают. Следовательно, равны и 
левые части в (3.5) и (3.6), то есть верно (3.2). 
Теорема доказана. 

Следствие 3.1. Пусть σ – цикл длины k из Sk, 
Ai = (Ai1, …, Aik), i = 1, …, k + 1 

– k-компонентные вектор-матрицы, у которых 
для любого j ∈ {1, …, k} компоненты 

A1j, A2σ(j), …, 1 ( 1)( )
,k k jk j

A A
σ − +  

– квадратные матрицы одного и того же по-
рядка. Тогда 

det[A1 … Ak+1]k+1, σ, k = [detA1 … detAk+1]k+1, σ, k, 
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det[A1 … Ak+1]k+1, σ, k = detA1 … detAk+1. 
Полагая в следствии 3.1 σ = (12…k), получим 
 Следствие 3.2. Пусть 

Ai = (Ai1, …, Aik), i = 1, …, k + 1 
– k-компонентные вектор-матрицы, у которых 
для любого j ∈ {1, …, k} компоненты 

A1j, A2(j+1), …, A(k+1–j)k, A(k+2–j)1, …, Ak(j–1), A(k+1)j 
– квадратные матрицы одного и того же по-
рядка. Тогда 

det[A1 … Ak+1]k+1, (12…k), k = 
= [detA1 … detAk+1]k+1, (12…k), k, 

det[A1 … Ak+1]k+1, (12…k), k = detA1 … detAk+1. 
 

4 Гомоморфизмы из < GL(n, k, P), [ ]l, σ, k >  
Лемма 4.1. Пусть A – абелева группа, под-

становка σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ. 
Тогда отображение 

δ: (a1, …, ak) → a1 … ak 
является гомоморфизмом l-арной группы 
< Ak, [ ]l, σ, k > на l-арную группу < A, [ ]l >, произ-
водную от группы A. 

Доказательство. Согласно теореме 3.6.2 
[5], универсальная алгебра < Ak, [ ]l, σ, k > действи-
тельно является l-арной группой. 

Так как для любого a ∈ A 

N N
1 1

δ : ( ,1, ,1) 1 1 ,
k k

a a a
− −

… → … =  

где 1 – единица группы A, то δ отображает Ak на 
A. Для произвольных 

a1 = (a11, …, a1k), …, al = (al1, …, alk) ∈ Ak, 
используя абелевость группы A и совпадение 
множеств 
{1, …, k}, {σ(1), …, σ(k)}, …, {σl–1(1), …, σl–1(k)}, 
будем иметь 

δ([a1 … al]l, σ, k) = 
= δ([(a11, …, a1k) … (al1, …, alk)]l, σ, k) = 

= δ((a11a2σ(1) … 1σ (1)ll
a − , …, a1ka2σ(k) … 1σ ( )ll k

a − )) = 

= (a11a2σ(1) … 1σ (1)ll
a − ) … (a1ka2σ(k) … 1σ ( )ll k

a − ) = 

= a11 … a1ka2σ(1) … a2σ(k) … 1σ (1)ll
a −  … 1σ ( )ll k

a −  = 

= (a11 … a1k)(a21 … a2k) … (al1 … alk) = 
= δ(a1)δ(a2) … δ(al) = [δ(a1)δ(a2) … δ(al)]l, 

то есть 
δ([a1 … al]l, σ, k) = [δ(a1)δ(a2) … δ(al)]l. 

Лемма доказана. 
В следующей теореме символом P∗ обозна-

чается  группа  всех  обратимых  элементов  
кольца P. 
 Теорема 4.1. Если  подстановка σ ∈ Sk 
удовлетворяет условию σl = σ, то: 
 1) отображение γ: A → detA является го-
моморфизмом l-арной группы < GL(n, k, P), 
[ ]l, σ, k > на l-арную группу < P∗k, [ ]l, σ, k >; 
 2) отображение β: A → detA является го-
моморфизмом l-арной группы < GL(n, k, P), 
[ ]l, σ, k > на l-арную группу < P∗, [ ]l, >, производ-
ную от группы P∗. 

 Доказательство. 1) Ясно, что γ отображает 
GL(n, k, P) = ( , ) ( , )

k

n P n P×…×GL GL�����	����
  

на всё P∗k. Пусть 
Ai = (Ai1, …, Aik) ∈ GL(n, k, P), i = 1, …, l, 

[A1 … Al]l, σ, k = (Y1, …, Yk). 
Тогда 

γ([A1 … Al]l, σ, k) = 
= γ([(A11, …, A1k) … (Al1, …, Alk)]l, σ, k) = 

=γ(Y1, …, Yj = A1jA2σ(j)… 2 1( 1) ( ) ( )l ll j l j
A A

σ σ− −−
, …, Yk)= 

= (detY1, …, detYj = detA1jdetA2σ(j) …  
… 1 ( )

det ll j
A

σ − , …, detYk) = 

= [(detA11, …, detA1k) … (detAl1, …, detAlk)]l, σ, k = 
= [detA1 … detAl]l, σ, k = [γ(A1) … γ(Al)]l, σ, k, 

то есть 
γ([A1 … Al]l, σ, k) = [γ(A1) … γ(Al)]l, σ, k. 

Следовательно, γ – искомый гомоморфизм. 
 2) Достаточно заметить, что β может быть 
представлено композицией гомоморфизмов 
γ: GL(n, k, P) → P∗k из 1) и δ: P∗k → P из леммы 
4.1. Теорема доказана. 
 Следствие  4.1. Если  σ – цикл длины k из 
Sk, то отображения γ и β из теоремы 4.1 явля-
ются гомоморфизмами (k+1)-арной группы 
< GL(n, k, P), [ ]k+1, σ, k > соответственно на (k+1)-
арные группы < P∗k, [ ]k+1, σ, k > и < P∗, [ ]k+1 >. 
 Следствие  4.2. Отображения γ и β из тео-
ремы 4.1 являются гомоморфизмами (k+1)-ар-
ной группы < GL(n, k, P), [ ]k+1, (12…k), k > соответ-
ственно на (k+1)-арные группы <P∗k,[ ]k+1, (12…k), k> 
и < P∗, [ ]k+1 >. 
 
 5 Вектор-определитель и определитель 
косой вектор-матрицы 

В теории n-арных групп для обозначения 
косого элемента для элемента a n-арной группы 
< A, [ ] > традиционно используют символ .a  В 
[1] для обозначения косой вектор-матрицы для 
вектор-матрицы A использовался символ ,A�  так 
как символом A  обозначается комплексно-
сопряженная вектор-матрица. Косую вектор-
матрицу можно обозначать и символом A[–1], чем 
мы и будем пользоваться в данной работе. Объ-
яснение будет дано ниже. 
 Теорема 5.1. Пусть подстановка σ ∈ Sk 
удовлетворяет условию σl = σ, A = (A1, …, Ak) –
произвольный элемент l-арной группы 
< GL(n, k, P), [ ]l, σ, k >. Тогда 

detA[–1] = (detA)[–1],   (5.1) 
где в левой части присутствует косой элемент 
для А в < GL(n, k, P), [ ]l, σ, k >, а правая часть 
является косым элементом для элемента detA  
l-арной группы < P∗k, [ ]l, σ, k >; 

detA[–1] = ((detA)–1)l–2,  (5.2) 
где снова в левой части присутствует косой 
элемент  для  А в < GL(n, k, P), [ ]l, σ, k >,  а  в  
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правой части присутствует обратный элемент 
для элемента группы P∗. 
 Доказательство. По лемме 4.1 [1] 

A[–1] = 2 2
1 1 1 1

(1) ( )(1) ( )
( , , )l l kk
A A A Aσ σσ σ− −
− − − −… … … . 

Тогда 
detA[–1]= 2 2

1 1 1 1
(1) ( )(1) ( )

(det( ), ,det( )),l l kk
A A A Aσ σσ σ− −
− − − −… … …  

откуда 
detA[–1] = 

= 2 2
1 1 1 1

(1) ( )(1) ( )
(det det , ,det det ).l l kk

A A A Aσ σσ σ− −
− − − −… … …  (5.3) 

Снова применяя лемму 4.1 [1] и соответствую-
щий бинарный результат, получим 

(detA)[–1] =(detA1, …, detAk)[–1] = 

 
2

2

1 1
(1)(1)

1 1
( )( )

((det ) (det ) ,...

, (det ) (det ) )

l

l kk

A A

A A

σσ

σσ

−

−

− −

− −

= …

… … =
 

2 2
1 1 1 1

(1) ( )(1) ( )
(det det , , det det ),l l kk

A A A Aσ σσ σ− −
− − − −= … … …  

то есть 
(detA)[–1] = 

2 2
1 1 1 1

(1) ( )(1) ( )
(det det , ,det det ).l l kk

A A A Aσ σσ σ− −
− − − −= … … …  (5.4) 

Сравнивая (5.3) и (5.4), видим, что верно (5.1). 
 Докажем теперь равенство (5.2). Применяя 
лемму 4.1 [1], и, используя определение 1.1, по-
лучим 
detA[–1] = 2 2

1 1 1 1
(1) ( )(1) ( )

det( ) det( ),l l kk
A A A Aσ σσ σ− −
− − − −… … …  

откуда, используя соответствующие бинарные 
результаты, коммутативность кольца P и уже 
упоминавшееся совпадение множеств 
{1, …, k}, {σ(1), …, σ(k)}, …, {σl–1(1), …, σl–1(k)}, 
Получим 
 

detA[–1] = 2 2
1 1 1 1

(1) ( )(1) ( )
det det det detl l kk

A A A Aσ σσ σ− −
− − − −… … … = 

2

2

1 1
(1)(1)

1 1
( )( )

(det ) (det )

(det ) (det )

l

l kk

A A

A A

σσ

σσ

−

−

− −

− −

= … …

… =…
 

=(detAσ(k) … 2 ( )
det l k

A
σ −  … detAσ(1) … 2 (1)

det lA
σ − )–1 = 

= (detAσ(1) …detAσ(k) … 2 (1)
det lA

σ − … 2 ( )
det l k

A
σ − )–1 = 

= ( 1 1

2

det det det detk k

l

A A A A
−

… … …�������	������
 )–1 = 

= ((detA)l–2)–1 = ((detA)–1)l–2. 
 

Следовательно, верно (5.2). Теорема доказана. 
 Следствие  5.1. Если σ – цикл длины k из Sk, 
А – произвольный элемент (k+1)-арной группы 
< GL(n, k, P), [ ]k+1, σ, k >, то верны формулы (5.1) 
и (5.2). 
 Следствие 5.2. Если  А – произвольный  
элемент (k+1)-арной группы < GL(n, k, P), 
[ ]k+1, (12…k), k >, то верны формулы (5.1) и (5.2). 

 
 6 Вектор-определитель и определитель 
степени вектор-матрицы 
 Для всякого элемента a l-арной полугруппы 
< A, [ ] > естественным образом определяются 
натуральные степени 

a[0] = a, a[1] = [N
l

a a… ], 

a[2] = [
2 1l

a a
−

…�	
 ], …, a[s] = [
( 1) 1s l

a a
− +

…��	�
 ], … 

В частности,   A[0] = A, A[s] = [
( 1) 1s l− +

A A…��	�
 ]l, σ, k 

для всякого натурального s и любой вектор-ма-
трицы А l-арной полугруппы <М(n, k, P), [ ]l, σ, k>. 
 Теорема 3.1 позволяет сформулировать 

Предложение 6.1. Пусть подстановка 
σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ, 
A = (A1, …, Ak) – произвольный элемент l-арной 
полугруппы < М(n, k, P), [ ]l, σ, k >. Тогда: 

 

detA[s] = (detA)[s],   (6.1) 
 

detA[s] = (detA)s(l–1)+1.  (6.2) 
 

Замечание 6.1. В правой части равенства 
(6.1) присутствует степень элемента l-арной по-
лугруппы < Pk, [ ]l, σ, k >, а в правой части равен-
ства (6.2) – обычная степень элемента  полу-
группы P. 
 Для всякого элемента a l-арной группы 
< A, [ ] > помимо положительных степеней, оп-
ределяются [3], [6] и отрицательные степени: для 
любого целого s < 0 степень a[s] есть решение 
уравнения  

[x
( 1)s l

a a
− −

…��	�
 ] = a. 

Отрицательную степень можно определить [7] с 
помощью косого элемента: 

a[s] = [N
2s

a a
−

…
( 3) 1s l

a a
− − +

…��	�
 ], s < 0. 

Так как при s = –1 
a[–1] = [ aa

2l

a a
−

…�	
 ] = ,a  

то a  = a[–1], что отмечалось выше. 
 Таким образом, A[–1] = ,A  

A[s] = [ [ 1] [ 1]

2s

− −

−

A A…��	�

( 3) 1s l− − +

A A…��	�
 ]l, σ, k, s < 0     (6.3) 

для всякого натурального s и любой вектор-
матрицы А l-арной группы < GL(n, k, P), [ ]l, σ, k >. 
 Теорема 6.1. Для любого целого s, любой 
подстановки σ ∈ Sk, удовлетворяющей условию 
σl = σ, и любой вектор-матрицы A = (A1, …, Ak) 
l-арной группы < GL(n, k, P), [ ]l, σ, k > верны ра-
венства (6.1) и (6.2). 
 Доказательство. Если s ≥ 0, то применяется 
предложение 6.1. Для s < 0, используя теоремы 
3.1 и 5.1, а также (6.3), получим 

detA[s] = det[ [ 1] [ 1]

2s

− −

−

A A…��	�

( 3) 1s l− − +

A A…��	�
 ]l, σ, k =  

= [ [ 1] [ 1]

2s

− −

−

detA detA…����	���

( 3) 1s l− − +

detA detA…���	��
 ]l, σ, k = 

=[ [ 1] [ 1]

2

( ) ( )
s

− −

−

detA detA…�����	����

( 3) 1s l− − +

detA detA…���	��
 ] l, σ, k = 

=(detA)[s], 
то есть верно (6.1). 
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Аналогично,  
detA[s] = det[ [ 1] [ 1]

2s

− −

−

A A…��	�

( 3) 1s l− − +

A A…��	�
 ]l, σ, k =  

= [ 1] [ 1]

2

det det
s

− −

−

A A…����	���

( 3) 1

det det
s l− − +

A A…���	��
  = 

 

= (((detA)–1)l–2)–2s(detA)–s(l–3)+1 =  
 

= (detA)2s(l–2)(detA)–s(l–3)+1 = (detA)s(l–1)+1, 
 

то есть верно (6.2). Теорема доказана. 
 

7 Аналогии и обобщения 
 Определитель detA матрицы A ∈ М(n, P) 
можно рассматривать как значение функции det, 
определенной на М(n, P), со значениями в P. 
Точно также вектор-определитель detA  вектор-
матрицы A ∈ М(n, k, P) можно считать значени-
ем функции det, определенной на декартовой 
степени ( , ) ( , )

k

n P n P×…×М М�����	����
 , со значениями в 

Pk, а определитель detA той же вектор-матрицы –
значением функции det, определенной на той же 
декартовой степени со значениями в P. 
 Беря за основу какую-либо функцию u: 
М(n, P) → P, отличную от функции det, можно 
определить функции  

u: ( , ) ( , )
k

n P n P×…×М М�����	����
  → Pk, 

u: ( , ) ( , )
k

n P n P×…×М М�����	����
  → P 

аналогично тому, как это было сделано для 
функции det: М(n, P) → P. 

В качестве примера рассмотрим функцию 
per: М(n, P) → P, где 

perA = 1 (1) 2 (2) ( )
n

n n
S

a a aσ σ σ
σ∈
∑ …  

для матрицы A = (aij) ∈ М(n, P). Значение perA 
называют перманентом матрицы A. Перманентам 
посвящена книга Х. Минка [9]. 

Определение 7.1. Пусть P – ассоциативное, 
коммутативное кольцо с единицей. Векторным 
перманентом или вектор-перманентом вектор-
матрицы A = (A1, …, Ak), у которой все компо-
ненты A1, …, Ak являются квадратными матри-
цами над P, называется упорядоченный набор 

perA = (perA1, …, perAk) ∈ Pk 

перманентов perA1, …, perAk матриц-компонент. 
Перманентом той же вектор-матрицы 
A = (A1, …, Ak) называется произведение 

perA = perA1perA2 … perAk ∈ P. 
 Ясно, что при k = 1 понятия вектор-
перманента и перманента совпадают: 

perA = perA. 
 Используя свойства перманентов обычных 
матриц, можно получить их аналоги для вектор-
перманентов и перманентов вектор-матриц. В 
частности, предложения 2.1 – 2.3 и следствие 2.1 
останутся верными, если в них вектор-
определители и определители вектор-матриц 

заменить соответственно вектор-перманентами и 
перманентами. Гораздо больше свойств вектор-
перманентов и перманентов вектор-матриц не 
имеют аналогов для вектор-определителей и оп-
ределителей. 

Так как перманент определяется [9] не 
только для квадратных матриц, но и для матриц 
размера m × n, где m < n, то можно определить и 
изучать вектор-перманент и перманент k-
компонентной вектор-матрицы размера 
(m1 × n1, …, mk × nk), где m1 < n1, …, mk < nk. 

Множество GL(m, n | N) всех квадратных 

матриц K =
A B
C D
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где блоки A и D – обрати-

мые матрицы порядков m и n соответственно, 
состоящие из четных элементов грассмановой 
алгебры GN с N образующими, а блоки B и C –
прямоугольные матрицы, состоящие из нечетных 
элементов GN, является группой [10]. Суперде-
терминантом называется [10] функция sdet из 
GL(m, n | N) со значениями в GN, определяемая 
равенством 

sdetK = det(A – BD–1C)detD–1. 
Положим 

GL(m, n | N, k) = ( , ) ( , )
k

m n | N m n | N×…×GL GL�������	������
 . 

 Так как GL(m, n | N) – группа, то, ввиду 
теоремы 3.6.2 из [5] , верна 

Теорема 7.1. Если  подстановка σ ∈ Sk 
удовлетворяет условию σl = σ, то 
< GL(m, n | N, k), [ ]l, σ, k > – l-арная группа. В ча-
стности, < GL(m, n | N, k), [ ]k + 1, (12…k), k > – 
(k + 1)-арная группа. 

Замечание 7.1. Из соответствующих ре-
зультатов книги [5] следует, что l-арная группа 
< GL(m, n | N, k), [ ]l, σ, k > не имеет единиц, а при 
n ≥ 2 является неполуабелевой, в частности не-
абелевой. 

Определение 7.2. Вектор-супердетерминан-
том элемента 

K = (K1, …, Kk) ∈ GL(m, n | N, k) 
называется упорядоченный набор 

sdetK = (sdetK1, …, sdetKk) ∈ N
kG  

супердетерминантов sdetK1, …, sdetKk компонент 
элемента K. Супердетерминантом этого же эле-
мента K называется произведение 

sdetK = sdetK1sdetK2 … sdetKk ∈ GN. 
Для супердетерминантов имеет место пол-

ный аналог теоремы 3.1. 
Теорема 7.2. Если подстановка σ ∈ Sk удов-

летворяет условию σl = σ, то для любых 
K1, …, Kl ∈ GL(m, n | N, k) верны равенства 

 

sdet[K1 … Kl]l, σ, k = [sdetK1 … sdetKl]l, σ, k,  (7.1) 
sdet[K1 … Kl]l, σ, k = sdetK1 … sdetKl. (7.2) 

 

Доказательство теоремы 7.2 почти дословно 
повторяет доказательство теоремы 3.1. Отличие 
состоит только в том, что при доказательстве 
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равенства (7.1) вместо мультипликативности 
функции det используется мультипликативность 
функции sdet [10]: 

sdet(K1K2) = sdetK1⋅sdetK2. 
Кроме того, при доказательстве равенства (7.2) 
коммутативность кольца заменяется коммутиро-
ванием четных элементов грассмановой алгебры. 
При этом используется также тот факт, что все 
значения функции sdet являются в этой алгебре 
четными элементами. 

Можно ввести и понятие квантового вектор-
детерминанта, являющегося обобщением поня-
тия квантового детерминанта, который опреде-
ляется [11] для квантовой матрицы A = (aij) по-
рядка n над полем P и элемента q ∈ P, удовле-
творяющего некоторым дополнительным усло-
виям, следующим образом: 

detqA = inv( )
1 (1) 2 (2) ( )( ) ,

n

n n
S

q a a aσ
σ σ σ

σ∈

−∑ …  

где inv(σ) – число инверсий подстановки σ. 
Если для каждой компоненты Ar вектор-

матрицы A = (A1, …, Ak) определен квантовый 
детерминант det

rq Ar, то квантовым вектор-
детерминантом вектор-матрицы A называется 
упорядоченный набор 

1, , kq qdet … A = (
1

detq A1, …, det
kq Ak), 

а квантовым детерминантом той же вектор-
матрицы A называется произведение 

1, ,det
kq q… A = 

1
detq A1 … det

kq Ak. 
Если q1 = … = qk = q, то рассматривают 

квантовый вектор-детерминант вида 
detqA = (detqA1, …, detqAk) 

и квантовый детерминант вида 
detqA = detqA1 … detqAk. 

В связи с существованием различных обоб-
щений понятия определителя на случай неком-
мутативных колец возникает задача определения 
и изучения их векторных аналогов. Подобные 
векторные аналоги могут быть определены для 
квазидетерминантов [12], [13], которые находят 
широкое применение в физике, для детерминанта 
Дьёдонне [14], [15], детерминанта Мура [16], 
строчных и столбцовых определителей [17], а 
также и для других обобщений классического 
детерминанта. 
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