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 Введение 
 Данная работа продолжает исследования, 
проведенные в работах [1] и [2], в которых с по-
мощью теории отражающей функции (ОФ) [3], 
[4, с. 62–69], [5, с. 11–16], [6] мы изучали урав-
нение Риккати. В частности, в [2] мы выполняли 
построения уравнений Риккати с такой же ОФ, 
как и у уравнения Риккати вида  

2
0 1 2( )( ),x A t x xξ ξ ξ= + +�  

где ( )A t  – некоторая непрерывная функция, 

, 0,2,i iξ =  – постоянные числа. Однако метод 
исследования, применяемый в настоящей работе, 
существенно отличается от метода, используемо-
го в работах [1], [2]. Это отличие объясняется 
главным образом тем, что, в отличие от уравне-
ния Риккати, вид ОФ уравнения Абеля нам неиз-
вестен. 
 В данной работе мы будем ссылаться на 
нашу последнюю статью [7], в которой также 
рассматривалось уравнение Абеля. Некоторые 
теоремы, доказанные в [7], будут применяться в 
нашем исследовании. В этой же работе содер-
жатся также краткие сведения из теории ОФ. 
Чтобы не повторяться, мы приведем здесь только 
самые необходимые для понимания данной ра-
боты сведения. 

Для дифференциальной системы 
1 2( , ), , ( , ,..., ) ,T n

nx X t x t R x x x x D R= ∈ = ∈ ⊂� (0.1) 

с общим решением в форме Коши 0 0( ; , )x t t xϕ=  
ОФ определяется формулой ( , ) ( ; , ).F t x t t xϕ= −  
Системы с одной и той же ОФ называются экви-
валентными. Эквивалентные дифференциаль-
ные системы имеют одинаковые операторы 
сдвига [8, c.11] вдоль решений на симметричном 
промежутке времени [ ; ],ω ω− , и, значит, началь-
ные данные ( )x ω−  решений краевых задач вида 

( ( ), ( )) 0,x xω ωΦ − =  где Φ  – любая функция, для 
этих систем совпадают. Дифференцируемая век-
тор-функция ( , )F t x  будет ОФ дифференциаль-
ной системы (0.1) тогда и только тогда, когда она 
удовлетворяет основному соотношению 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ( , )) 0F t x F t x X t x X t F t x
t x

∂ ∂
+ + − ≡

∂ ∂
 (0.2) 

и начальному условию (0, ) .F x x≡  
Знание ОФ дифференциальной системы по-

зволяет находить в явном виде отображение за 
период для этой системы. 

Лемма А. [4, с. 65]. Пусть правая часть 
системы (0.1) 2ω -периодична по ,t  а ее реше-
ния однозначно определяются своими начальны-
ми данными. Пусть ( , )F t x  – ОФ этой системы. 
Тогда отображение за период [ ; ]ω ω−  для сис-
темы (0.1) можно найти по формуле 

( ; , ) ( , ),x F xϕ ω ω ω− = −  

МАТЕМАТИКА

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
.С

КО
РИНЫ



В.А. Бельский, В.И. Мироненко 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (11), 2012 56 

и поэтому решение ( ; , )t xϕ ω−  рассматривае-
мой системы будет 2ω -периодическим тогда и 
только тогда, когда x  есть решение недиффе-
ренциальной системы 

( , ) .F x xω− =  
В  основной части данной работы будем 

широко использовать также следующие утвер-
ждения. 

Теорема А [9] (см. также [4, с. 171]). Пусть 
непрерывно дифференцируемые вектор-функции 

1 2( , ) [ ( , ), ( , ), , ( , )] , 1, ,T
i i i nit x t x t x t x i kΔ = Δ Δ Δ =…  

являются  решениями дифференциальной сис-
темы 

( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) 0.t x t x X t xX t x t x
t x x

∂Δ ∂Δ ∂
+ − Δ =

∂ ∂ ∂
 (0.3) 

Тогда все возмущенные системы вида 

1

( , ) ( ) ( , ),
k

i i
i

x X t x t t xα
=

= + Δ∑�  

где ( ), 0, ,i t i kα =  – произвольные непрерывные 
скалярные нечетные функции, эквивалентны 
системе (0.1) ( k  – любое число или ∞ ). 

Теорема В [4, с. 79]. Пусть система (0.1) 
эквивалентна некоторой стационарной систе-
ме. Тогда она эквивалентна системе (0, ).x X x=�  
Эта система – единственная стационарная 
система в классе эквивалентности, содержа-
щем систему (0.1). 

 
1 Метод исследования и предварительные 

результаты 
Итак, пусть нам задано уравнение Абеля 

 2 3
0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )x a t a t x a t x a t x= + + +�      (1.1) 

с общим решением в форме Коши 0 0( ; , ).x t t xϕ=  
Целью нашего исследования будет получение 
условий, при которых для уравнения (1.1) суще-
ствует уравнение Абеля вида 

 2 3
0 1 2 3( )( ),x A t x x xξ ξ ξ ξ= + + +�        (1.2) 

где , 0,3,i iξ =  являются константами, с такой же 
ОФ, как и у уравнения (1.1). Кроме того, в тех 
случаях, когда такое уравнение существует, мы 
хотим указать способ его построения. 

Как известно, любая функция ( )tψ  может 
быть представлена в виде суммы четной и нечет-
ной функций: 

ч
( ) ( )( ) : ,

2 2
t tt ψ ψ ψ ψψ + − +

= =  

н
( ) ( )( ) : .

2 2
t tt ψ ψ ψ ψψ − − −

= =  

Лемма 1.1. ОФ уравнения (1.2) и уравнения 
2 3

ч 0 1 2 3( )( )x A t x x xξ ξ ξ ξ= + + +�  совпадают. 
Аналогичное утверждение для уравнения 

Риккати ч 0 1( )(x A t xξ ξ= + +� 2
2 )xξ  доказано в [2]. 

Для  доказательства  леммы  1.1 достаточно в 

приводимых рассуждениях заменить многочлен 
2

0 1 2x xξ ξ ξ+ +  на 2 3
0 1 2 3 .x x xξ ξ ξ ξ+ + +  

Лемма 1.1 позволяет нам в дальнейшем 
( )A t  в уравнении (1.2) считать четной функцией. 

Введем обозначения 
00 0 10 1 20 2 30 3: (0), : (0), : (0), : (0).a a a a a a a a= = = =  
Лемма 1.2. Пусть уравнение (1.1) эквива-

лентно какому-либо уравнению вида (1.2). Тогда 
уравнение (1.2) можно записать в виде 

2 3
00 10 20 30( )( ).x A t a a x a x a x= + + +�       (1.3) 

Доказательство проводится аналогично 
доказательству теоремы 1 из [2], доказанной для 
уравнения 2

00 10 20( )( ).x A t a a x a x= + +�  
Учитывая леммы 1.1, 1.2, переформулируем 

поставленную выше задачу следующим образом. 
Для уравнения (1.1), в котором хотя бы одно из 
чисел 00 ,a  10 20 30, ,a a a  отлично от нуля, требует-
ся отыскать такую четную функцию ( )A t , чтобы 
уравнения (1.1) и (1.3) были эквивалентны, либо 
показать, что такой функции не существует. Тем 
самым будет построено уравнение (1.3), либо 
доказано, что такого уравнения не существует. 

Теорема А дает возможность построить 
класс уравнений Абеля, эквивалентных уравне-
нию (1.1), 

2 3
0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( , ),i i
i

x a t a t x a t x a t x

t t xα

= + + + +

+ Δ∑
�

 (1.4) 

где ( )i tα  пробегают класс непрерывных скаляр-
ных нечетных функций, а ( , )i t xΔ  являются ре-
шениями дифференциального уравнения (0.3), 
т. е. уравнения 

2 3
0 1 2 3

2 3
0 1 2 3

( )

( ) 0.

a a x a x a x
t x

a a x a x a x
x

∂Δ ∂Δ
+ + + + −

∂ ∂

∂ + + +
− Δ =

∂

      (1.5) 

Решив уравнение (1.5) и построив множество 
уравнений (1.4), мы можем попытаться найти 
среди этого множества уравнение вида (1.3). Мы, 
однако, поступим по-другому. Вместо (1.4) мы 
будем строить множество возмущенных уравне-
ний 

2 3
00 10 20 30( )( )

( ) ( , ),i i
i

x A t a a x a x a x
t t xα

= + + + +

+ Δ∑
�

   (1.6) 

где ( , )i t xΔ  – решения дифференциального урав-
нения 

2 3
00 10 20 30

2 3
00 10 20 30

( )

( ( )) 0.

A a a x a x a x
t x

A a a x a x a x
x

∂Δ ∂Δ
+ + + + −

∂ ∂

∂ + + +
− Δ =

∂

   (1.7) 

Этот выбор объясняется тем, что решать уравне-
ние (1.7) нам предпочтительнее, чем уравнение 
(1.5). В уравнениях (1.6) и (1.7) функция A(t) нам, 

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
.С

КО
РИНЫ



О построении уравнений Абеля, эквивалентных уравнению вида 2 3
0 1 2 3( )( )x A t x x xξ ξ ξ ξ= + + +�  

 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 2 (11), 2012 57

разумеется, пока неизвестна. Однако в силу лем-
мы 1.1 мы будем считать ее четной. 

Если исходное уравнение (1.1) может быть 
записано в виде (1.6), то задача решена и уравне-
ние (1.3) – искомое уравнение. Если нет, то 
уравнения Абеля вида (1.3) для уравнения (1.1) 
не существует. 

Как уже отмечалось, для построения воз-
мущенных уравнений мы будем находить реше-
ния уравнения (1.7). Уравнение (1.7) имеет бес-
конечное множество решений. Как и в [2], будем 
искать ( , )t xΔ  в виде многочлена 

2 3
0 1 2 3( , ) ( ) ( ) ( ) ( )t x r t r t x r t x r t xΔ = + + +  (1.8) 

в котором коэффициенты ( ), 0,3,ir t i =  мы счита-
ем дифференцируемыми необходимое число раз. 

Лемма 1.3. Функция ( , )t xΔ  вида (1.8) явля-
ется решением уравнения (1.7) тогда и только 
тогда, когда функции 0 1 2 3( ), ( ), ( ), ( )r t r t r t r t  явля-
ются решением системы 

30 2 20 3

3 30 1 10 3

2 30 0 00 3

10 2 20 1

1 00 2 20 0

0 00 1 10 0

( )[ ( ) ( )] 0,
( ) ( )[ 2 ( ) 2 ( )] 0,
( ) ( )[ 3 ( ) 3 ( )

( ) ( )] 0,
( ) ( )[2 ( ) 2 ( )] 0,
( ) ( )[ ( ) ( )] 0.

A t a r t a r t
r t A t a r t a r t
r t A t a r t a r t

a r t a r t
r t A t a r t a r t
r t A t a r t a r t

− + =
+ − + =
+ − + +

+ − =
+ − =
+ − =

�
�

�
�

   (1.9) 

Данная лемма является частным случаем 
леммы 2, доказанной в [7]. 

Таким образом, функции ( ), 0,3,ir t i =  долж-
ны удовлетворять переопределенной линейной 
дифференциально-алгебраической системе, 
дифференциальная часть которой – линейная 
система четвертого порядка. 

Остановимся немного на системе (1.9). Так 
как ( )A t  мы предполагаем отличной от тождест-
венного нуля, то 30 2 20 3( ) ( ) 0.a r t a r t− =  Пусть в 
этом соотношении 30 0.a =  Тогда либо 20 0,a =  
либо 3 ( ) 0.r t ≡  Если 20 0,a =  то уравнение (1.3) – 
линейное, и этот наиболее простой случай мы 
обсудим в конце статьи. Если же 3 ( ) 0,r t ≡  но 

20 0,a ≠  то уравнение (1.3) есть уравнение Рикка-
ти, а для уравнения Риккати не существует по-
линомиального ( , )t xΔ  третьей степени, а только 

( , )t xΔ  второй степени. Действительно, заменим 
в уравнении (0.3) ( , )X t x  правой частью уравне-
ния Риккати 2

0 1 2( ) ( ) ( ) ,x a t a t x a t x= + +�  а ( , )t xΔ  в 
соответствии с (1.8). Выполняя дифференциро-
вание и приводя подобные слагаемые при раз-
личных степенях x, приходим к системе, состоя-
щей из четырех дифференциальных уравнений и 
недифференциального соотношения 2 3( ) ( ) 0.a t r t =  
Отсюда вытекает, что 3 ( ) 0.r t ≡  Таким образом, 

для уравнения Риккати не существует полиноми-
ального ( , )t xΔ  третьей степени (и любой степе-
ни выше третьей, что можно показать аналогич-
ными рассуждениями). 

Поэтому, возмущая уравнение Риккати при 
помощи ( , )t xΔ  второй степени, мы не можем 
получить исходное уравнение Абеля, так как мы 
предполагаем изначально в уравнении (1.1) 3( )a t  
отличным от тождественного нуля. Поэтому этот 
случай не может иметь места. 

Итак, случай 30 0a =  может иметь место, 
только если уравнение (1.3) есть либо линейное, 
либо уравнение вида 00 ( ).x a A t=�  Поэтому в 
дальнейшем мы будем полагать в уравнении 
(1.3) 30 0.a ≠  

Введем обозначение 
2 3

0 00 30 20 10 20 30: 27 2 9 .a a a a a aϕ = + −  
Лемма 1.4. Пусть в уравнении (1.3) 30 0.a ≠  

В точках, где ( ) 0,A t ≠  система (1.9) эквива-
лентна системе 

2 30 20 3

10 3 3
1

30

00 30 3 20 3
0 2

30

2
30 3 20 10 30

3
30

0 3

,
2 ,

2
6 ,

6

3 2( 3 ) ,
3

0.

r a a r
a Ar rr

a A
a a Ar a rr

a A

a Ar a a a Ar
a A

rϕ

=
+

=

+
=

+ −
=

=

�

�

�
��

�

   (1.10) 

Данное утверждение непосредственно сле-
дует из леммы 3, доказанной в [7]. Для доказа-
тельства леммы 1.4 в приведенных рассуждениях 
достаточно заменить ( )ia t  на 0 ( ), 0,3.ia A t i =  

Замечание 1.1. Лемма 1.4 будет справедли-
ва и в том случае, когда ( )A t  обращается в нуль 
лишь в изолированных точках. Доказательство 
этого достигается доопределением найденной 
функции ( , )t xΔ  по непрерывности. 

Лемма 1.5. Пусть коэффициенты уравне-
ния (1.1) удовлетворяют условиям  

30 00, 0.a ϕ≠ ≠  
Тогда если для уравнения (1.1) существует экви-
валентное ему уравнение вида (1.3), то уравне-
ние (1.1) с необходимостью является уравнением 
с разделяющимися переменными. 

Доказательство. Воспользуемся результа-
тами леммы 1.4. Из последнего соотношения 
системы (1.10) находим, что 3 ( ) .r t const≡  Если 
положить 3 30( ) ,r t a≡  то  из  остальных  соотно-
шений системы (1.10) находим 2 20 ,r a≡  1 10 ,r a≡  

0 00.r a≡  Таким образом,  в  рассматриваемом 
случае  уравнение  (1.7)  имеет  только  одно      
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(с точностью до постоянного множителя) поли-
номиальное ( , ),t xΔ  которое имеет вид  

 2 3
00 10 20 30( , ) .t x a a x a x a xΔ = + + +   (1.11) 

Если же уравнение (1.1) эквивалентно какому-
либо уравнению (1.3), то оно может быть полу-
чено возмущением уравнения (1.3) при помощи 
указанного ( , )t xΔ , т. е. 

2 3
00 10 20 30

2 3
00 10 20 30

( )( )

( )( ),

x A t a a x a x a x

t a a x a x a xα

= + + + +

+ + + +

�
 

где ( )tα  – некоторая нечетная функция. Мы по-
лучили уравнение с разделяющимися перемен-
ными. Лемма доказана. 

Разумеется, мы предполагаем, что исходное 
уравнение Абеля (1.1) не является уравнением с 
разделяющимися переменными, т. е. этот случай 
не представляет для нас интереса. Из доказанной 
леммы следует, что содержательный результат 
мы можем получить только при 0 0.ϕ =  Таким 
образом, лемма 1.5 дает нам важный критерий, а 
именно: только при выполнении условия 0 0ϕ =  
мы будем продолжать исследование уравнения 
(1.1). 

Введем обозначения  
2
20 10 30

0
30

2( 3 )( ) : ( ) , : .
3

a a aI t A t dt m
a
−

= =∫  

Лемма 1.6. Пусть коэффициенты уравне-
ния (1.1) удовлетворяют условиям 30 00, 0.a ϕ≠ =  
Тогда уравнение (1.7) имеет два линейно незави-
симых решения 1( , )t xΔ  и 2 ( , ),t xΔ  причем 

1( , )t xΔ  имеет вид (1.11), а 2 ( , )t xΔ  может быть 
записано в виде 

0

2 10 20 00 30

2 2 2 3
20 20 30 30

( , ) ( 3

2 6 6 ) m I

t x a a a a

a x a a x a x e

Δ = − +

+ + +
    (1.12) 

при 2
20 10 303 0,a a a− ≠  

2 00 30 20

10 30 30

2 2 3
20 30 30

( , ) 6
3(2 )

6 6

t x a a I a
a a I a x

a a I x a I x

Δ = + +

+ + +

+ +

          (1.13) 

при 2
20 10 303 0.a a a− =  
Доказательство. Так как выполнены усло-

вия леммы 1.4, то функции ( ), 0,3,ir t i =  найдем 
из системы (1.10), в которой, в силу 0 0,ϕ =  по-
следнее соотношение обращается в тождество. 
Предпоследнее соотношение представляет собой 
линейное дифференциальное уравнение второго 
порядка, которое имеет два линейно независи-
мых решения 31 32( ), ( ).r t r t  Из первых трех соот-
ношений этой системы найдем, соответственно, 

21 22( ), ( ),r t r t  11 12( ), ( )r t r t  и 01( ),r t  02 ( ).r t  Тем са-
мым найдены две линейно независимые функции 

2 3
1 0 1 2 3( , )t x r r x r x r xΔ = + + +  

и 2 3
2 0 1 2 3( , ) .t x r r x r x r xΔ = + + +  

Чтобы убедиться в том, что 1( , )t xΔ  и 

2 ( , )t xΔ  имеют именно  такой  вид,  как сказано в 
условии  теоремы,  достаточно  подставить  со-
ответствующие коэффициенты выражений 
(1.11)–(1.13) в систему (1.9) и установить непо-
средственными вычислениями, что каждое соот-
ношение системы обращается в тождество. Лем-
ма доказана. 

Перейдем теперь к основной части настоя-
щей работы, в которой мы дадим достаточные 
условия существования для заданного уравнения 
Абеля (1.1) эквивалентного ему уравнения вида 
(1.3). Когда такое уравнение существует, мы 
укажем способ его построения, т. е. построения 
функции ( ).A t  
 

2 Основные результаты 
Теорема 2.1. Пусть коэффициенты уравне-

ния (1.1) удовлетворяют условиям: 
30 00, 0,a ϕ≠ =  0 0m ≠  

и, кроме того, 
30 2 20 3 ,a a a a=                         (2.1) 

2
30 20 10 30 0

2 2
00 20 00 10 20 20 10 3

2 ( 3 )

( 3 )

a a a a a

a a a a a a a a

− =

= + − +
 

 30 10 20 00 30 1( 9 ) ,a a a a a a+ −              (2.2) 
2 2 2 2
20 3 30 1 20 3 30 1

2
30 10 3 30 1 30 1 10 3

30 1 10 3 10 3 30 1

3 3

3 ,
2

a a a a a a a a

a a a a a a a a ad
a a a a dt a a a a

− + − =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.3) 

где ( ).i ia a t≡ −  
Тогда для уравнения (1.1) существует экви-

валентное ему уравнение (1.3), которое может 
быть записано в виде 

 

2 2
20 3 3 30 1 1

2
30 0

2 3
00 10 20 30

( ) 3 ( )
3

( ).

a a a a a ax
a m

a a x a x a x

+ − +
= ×

× + + +

�
 (2.4) 

Доказательство. Для доказательства доста-
точно показать, что правая часть исходного 
уравнения (1.1) может быть представлена в виде 
(аргумент t для краткости опускаем) 

2 3
0 1 2 3

2 3
00 10 20 30

1 1 2 2

( )
( , ) ( , ),

a a x a x a x

A a a x a x a x
t x t xα α

+ + + =

= + + + +
+ Δ + Δ

 

где 1 2, ,A α α  – некоторые непрерывные функции, 
причем A  – четная, 1 2,α α  – нечетные, а 1( , )t xΔ  
и 2 ( , ),t xΔ  согласно лемме 1.6, определяются 
выражениями (1.11), (1.12). Последнее соотно-
шение эквивалентно системе 

 

0

0

0

0

0 00 1 10 20 00 30 2
2

1 10 1 20 2

2 20 1 20 30 2
2

3 30 1 30 2

( ) ( 3 ) ,
( ) 2 ,
( ) 6 ,
( ) 6 .

m I

m I

m I

m I

a a A a a a a e
a a A a e
a a A a a e
a a A a e

α α
α α
α α
α α

= + + −
= + +
= + +
= + +

 (2.5) 
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Положим 
2 2
20 3 3 30 1 1

1 2
30 0

( ) 3 ( )( ) ,
3

a a a a a at
a m

α − − −
=  

0 0

30 1 1 10 3 3
2 2

30 0

( ) ( )( ) ,
3 ( )m I m I

a a a a a at
a m e e

α −

− − −
=

+
 (2.6) 

2 2
20 3 3 30 1 1

2
30 0

( ) 3 ( )( ) .
3

a a a a a aA t
a m

+ − +
=  (2.7) 

Отметим, что определенные таким образом 
функции 1 2( ), ( )t tα α  являются нечетными, а 

( )A t  – четной. Покажем, что при таком выборе 
функций 1 2, ,A α α  все соотношения системы (2.5) 
обращаются в тождества. 

Для начала получим выражение для 0
2

m Ieα , 
которое нам потребуется при доказательстве. 
Используя выражение для ( )A t  (2.7) и соотно-
шение (2.3), можем записать ( )A t  в виде  

10 3 30 1 30 1 10 3

0 30 1 10 3 10 3 30 1

1( ) .
2

a a a a a a a adA t
m a a a a dt a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Отсюда находим, что 

30 1 10 3

0 10 3 30 1

1( ) ( ) ln .
2

a a a aI t A t dt
m a a a a

−
= =

−∫  

Теперь, используя (2.6), получаем 
0 0

0 0

0

0

30 1 1 10 3 3
2 2

30 0

230 1 1 10 3 3
22

30 0

( ) ( )
3 ( )

( ) ( )
3 (1 )

m I m I
m I m I

m I
m I

a a a a a ae e
a m e e

a a a a a a e
a m e

α −

− − −
= =

+
− − −

= =
+

 

 30 1 10 3
2
30 0

.
3

a a a a
a m
−

=                      (2.8) 

Используя (2.8), нетрудно показать, что все 
соотношения системы (2.5) обращаются в тожде-
ство. Рассмотрим, например, последнее из соот-
ношений (2.5). Заменяя в правой части этого со-
отношения 1 2, , Aα α  в соответствии с (2.6), (2.7) 

и 0
2

m Ieα  в соответствии с приведенным выше 
выражением, получаем 

2 2
30 20 10 30 3 30 1

3 2
30 0

2 2
30 30 1 10 3 30 0 3

32 2
30 0 30 0

(2 3 ) 6
3

6 ( ) 3 .
3 3

a a a a a a aa
a m

a a a a a a m a a
a m a m

+ −
= +

−
+ = ≡

 

Аналогично доказываем, что и остальные 
соотношения (2.5) в силу условий (2.1) и (2.2) 
обращаются в тождества. Таким образом, мы 
показали, что уравнение (1.1) может быть запи-
сано как возмущение уравнения (2.4) при помо-
щи 1( , )t xΔ  и 2 ( , ),t xΔ  определяемых соотноше-
ниями (1.11), (1.12), в которых, в свою очередь, 
функции 1 2( ), ( ), ( )A t t tα α  определяются соотно-
шениями (2.6), (2.7). Тогда использование теоре-
мы А завершает доказательство. 

Замечание 2.1. Покажем, что выражение 
30 1 10 3 ,a a a a−  а значит, и выражение 30 1 10 3 ,a a a a−  

которые присутствуют в соотношениях (2.3) и 
(2.8), не могут тождественно равняться нулю. 
Действительно, этот случай, как следует из (2.6), 
может иметь место только когда 2 ( ) 0.tα ≡  А то-
гда, как нетрудно видеть из системы (2.5), соот-
ветствующее возмущенное уравнение, а значит, 
исходное уравнение Абеля (1.1), является урав-
нением с разделяющимися переменными. Но мы 
изначально отвергаем такую возможность. Тем 
не менее, не обращаясь тождественно в нуль, 
выражение 30 1 10 3a a a a−  может обращаться в нуль 
в некоторых изолированных точках. В таких 
точках мы доопределим соответствующие выра-
жения по непрерывности, так, чтобы все указан-
ные действия имели смысл. 

Пример 2.1. Рассмотрим уравнение Абеля 
2sin 2sin6sin 2 2(cos sin 9sin 2 )t tx te t t te x= + + + +�  

2sin 2

2sin 3

3(cos sin 6sin 2 )
(cos sin sin 2 ) .

t

t

t t te x
t t te x

+ + + +

+ + +
 

Для этого уравнения имеем:  
2sin

00 10 20 30 00, 2, 3, 1, 6 ,ta a a a a te= = = = =  
2sin

1
2sin

2

2(cos sin 9sin 2 ),

3(cos sin 6sin 2 ),

t

t

a t t te

a t t te

= + +

= + +
 

2sin
3 (cos sin 6sin 2 ).ta t t te= + +  

Непосредственными вычислениями убеждаемся, 
что все условия теоремы 2.1 выполняются. По 
формуле (2.7) находим 

2sin 2sin1( ) [9(2cos 6sin 2 6sin 2 )
6

t tA t t te te−= + − −  

2sin 2sin3(4cos 18sin 2 18sin 2 )] cos .t tt te te t−− + − =  
Таким образом, по теореме 2.1, исходное диффе-
ренциальное уравнение эквивалентно дифферен-
циальному уравнению 2 3(2 3 )cos .x x x x t= + +�  
Согласно теории ОФ, все продолжимые на отре-
зок [ ; ]π π−  решения исходного уравнения Абеля 
будут 2π -периодическими. По формулам (2.6) 
нетрудно вычислить, что для возмущения полу-
ченного дифференциального уравнения были 
использованы функции  

1( ) sin ,t tα ≡  2 ( ) sin 2 .t tα ≡  
Теорема 2.2. Пусть коэффициенты уравне-

ния (1.1) удовлетворяют условиям: 
30 00, 0,a ϕ≠ =  0 0m =  

и, кроме того, 
30 2 20 3 ,a a a a=                          (2.9) 

2
30 0 0 00 30 10 20 3 3

20 30 1 1

3 ( ) (3 )( )
( ),

a a a a a a a a a
a a a a

− = − − +
+ −

 (2.10) 

30 1 1 10 3 3( ) ( ),a a a a a a+ = +             (2.11) 

30 0 0 00 3 3( ) ( ).a a a a a a+ = +            (2.12) 
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Тогда для уравнения (1.1) существует экви-
валентное ему уравнение (1.3), причем функция 

( )A t  определяется соотношением 
 30 3 32 ( ) 2 ( ) ( ),a A t a a t I tψ= + −       (2.13) 

где 
30 1 10 3 30 1 10 3( ) : ( ),

( ) : ( ) .

t a a a a a a a a

I t A t dt

ψ = − − −

= ∫
 

Доказательство. Так как 0 0,m =  то, со-
гласно лемме 1.6, функции 1( , )t xΔ  и 2 ( , )t xΔ  
определяются соотношениями (1.11), (1.13). То-
гда, проводя рассуждения аналогичные тем, ко-
торые были проведены в начале доказательства 
теоремы 2.1, приходим к системе 

0 00 1 00 30 20 2

1 10 1 10 30 30 2

2 20 1 20 30 2
2

3 30 1 30

( ) (6 ) ,
( ) (6 3 ) ,
( ) 6 ,
( ) 6 .

a a A a a I a
a a A a a I a
a a A a a I
a a A a I

α α
α α
α α
α

= + + +
= + + +
= + +
= + +

   (2.14) 

Выберем функции 1( )tα  и 2 ( )tα  следую-
щим образом: 

 3 3
1 2 2

30 30

( ) , ( ) .
2 6

a at t
a a

ψα α−
= =          (2.15) 

(При таком выборе 1( )tα  и 2 ( )tα  являются не-
четными). Покажем, что при таком выборе 
функций 1 2( ), ( )t tα α  и ( )A t  все соотношения 
системы (2.14) обращаются в тождества. Рас-
смотрим, например, предпоследнее из соотноше-
ний (2.14). Заменяя в его правой части 1( )tα  и 

2 ( )tα  в соответствии с (2.15), получим 

3 3
2 20 20 20 30 2

30 30

6 .
2 6

a aa a A a a a I
a a

ψ−
= + +  

Умножая обе части последнего равенства на 
302a  и учитывая соотношение (2.13), приходим к 

равенству 30 2 20 3 ,a a a a=  которое является тожде-
ством в силу условия (2.9). Рассуждая аналогич-
ным образом, непосредственными вычислениями 
убеждаемся, что и остальные соотношения (2.14) 
в силу условий (2.9)–(2.12) обращаются в тожде-
ства. Теорема доказана. 

Замечание 2.3. Для определения функции 
( )A t  продифференцируем соотношение (2.13) и, 

используя само соотношение (2.13), получим 
линейное уравнение 

3 3

30 30

,ч чa aA A
a a

ψ ψψ ψ
ψ ψ
⎛ ⎞ −

= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

�� ��  (2.16) 

из которого определим функцию ( )A t  (здесь 

3 3
3 2ч

a aa +
≡ ). При этом ( )tψ  не может обра-

щаться тождественно в нуль, так как если 
( ) 0,tψ ≡  то 3( ) ,чA t a=  а из (2.15) находим, что 

2 ( ) 0.tα ≡  Тогда уравнение (1.1) с необходимо-
стью является уравнением с разделяющимися 

переменными (см. замечание 2.2). Если же ( )tψ  
обращается в нуль в счетном числе изолирован-
ных точек, то в этих точках мы доопределим 
правую  часть  уравнения  (2.16)  по  непрерыв-
ности. 

Пример 2.2. Для уравнения Абеля 
2

2

2 2 2 3

ch 6sh 3sh
3(ch 6sh sh )

3(ch 6sh ) (ch 6sh )

x t t t
t t t x

t t x t t x

= + + +

+ + + +

+ + + +

�
 

имеем 00 10 20 301, 3, 3, 1.a a a a= = = =  Непосредст-
венной проверкой убеждаемся, что для этого 
уравнения выполняются все условия теоремы 
2.2, а, значит, для него существует эквивалент-
ное ему уравнение вида (1.3). Для определения 

( )A t  выпишем уравнение (2.16) 
2ch 6sh ch 16sh ,

sh sh
t t tA t A
t t

⎛ ⎞ −
= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

интегрируя которое находим ch .A t=  Таким об-
разом, уравнение  

2 3(1 3 3 )chx x x x t= + + +�  
эквивалентно исходному уравнению Абеля. 

Замечание 2.4. Условие 30 2 20 3( ) ( )a a t a a t=  
входит в формулировку и теоремы 2.1 и теоремы 
2.2 и, таким образом, является необходимым ус-
ловием существования для исходного уравнения 
Абеля (1.1) эквивалентного ему уравнения вида 
(1.3). Другими словами, если такое уравнение 
существует, то оно с необходимостью имеет вид 

2 3
0 1 0 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ,x a t a t x c a t x a t x= + + +�  

где 0c  может быть и нулем (мы по-прежнему 
полагаем 30 0a ≠ ). 

Нам осталось рассмотреть случай, когда 
30 200, 0.a a= =  (Ранее мы показали, что случай 

30 200, 0a a= ≠  не может иметь места). Таким 
образом, уравнение (1.3) принимает вид  

 00 10( )( ).x A t a a x= +�                (2.17) 
Для проверки эквивалентности уравнения 

(1.1) и уравнения (2.17) мы не будем применять 
описанную выше методику, так как  для линей-
ного уравнения мы можем определить ОФ 

( , ).F t x  После этого мы составим основное соот-
ношение для ОФ (0.2), а именно 

2 3
0 1 2 3

2 3
0 1 2 3

( )

0.

F F a a x a x a x
t x

a a F a F a F

∂ ∂
+ + + + +

∂ ∂

+ + + + ≡
 (2.18) 

В этом соотношении F(t,x) будет выражена через 
неизвестную функцию ( ).A t  После приведения в 
(2.18) подобных слагаемых при одинаковых сте-
пенях x мы придем к системе из четырех соотно-
шений. Если из этой системы определится четная 
функция A(t), то исходное уравнение Абеля (1.1) 
и линейное уравнение (2.17) эквивалентны. Если 
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же функции ( ),A t  обращающей все четыре упо-
мянутых соотношения в тождества, не существу-
ет, то и уравнения (2.17), эквивалентного урав-
нению (1.1), не существует. 

Мы не будем проделывать эти выкладки в 
общем виде, а выпишем только ОФ уравнения 
(2.17): 

1) если 10 0a ≠ , то 

 
10

0

2 ( )
00 00

10 10

( , ) ,

t

a A d a aF t x e x
a a

τ τ− ∫ ⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (2.19) 

2) если 10 0,a =  то 00
0

( , ) 2 ( ) .
t

F t x x a A dτ τ= − ∫  

В справедливости этих выражений нетрудно 
убедиться проверкой основного соотношения 
для ОФ. 

Пример 2.3. Для уравнения Абеля 
 3 2sin 2(2sin ch cos2 ) (1 )sintx t t t x x e t= − + +�  
имеем 00 10 20 300, 1, 0, 0.a a a a= = − = =  Уравнение 
(2.17) имеет вид ( ) .x A t x= −�  Находим ОФ этого 
уравнения по формуле (2.19)  

0
2 ( )

( , ) .
t
A d

F t x xe
τ τ∫

=  
Запишем основное соотношение для ОФ (2.18). 
После выполнения дифференцирования и приве-
дения подобных слагаемых при x  и 3x  прихо-
дим к системе 

0
2 ( )

( cos2 ) 0,
t
A d

A t e
τ τ∫

− =  

0 0 0
4 ( ) 4 ( ) 2 ( )

2sin 2 2sin 2(1 ) sin 0.
t t t
A d A d A d

t te e e e e t
τ τ τ τ τ τ∫ ∫ ∫−+ − − =  

Из первого уравнения этой системы находим 
( ) cos 2 .A t t=  При этом второе уравнение систе-

мы обращается в тождество. Итак, мы нашли 
уравнение cos2 ,x x t= −�  эквивалентное исходно-
му уравнению. 

 
Заключение 
Мы получили достаточные условия сущест-

вования для заданного уравнения Абеля 
2 3

0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )x a t a t x a t x a t x= + + +�  другого урав-
нения Абеля вида 2 3

0 1 2 3( )( )x A t x x xξ ξ ξ ξ= + + +�  с 
такой же ОФ, как и у исходного уравнения. Пер-
вым шагом установления такой эквивалентности 
служит проверка условия 0 0.ϕ =  Если это усло-
вие выполняется, то мы проверяем условия, со-
держащиеся в формулировках теорем 2.1 или 2.2. 
В этих теоремах содержатся также формулы для 
определения функции ( ).A t  Если же 0 0,ϕ ≠  то 
исследование заканчивается, так как уравнения 

вида 2 3
0 1 2 3( )( ),x A t x x xξ ξ ξ ξ= + + +�  эквивалент-

ного  исходному  уравнению Абеля, не сущест-
вует. 

Для случая 30 200, 0,a a= =  который не рас-
сматривается в теоремах 2.1 и 2.2, мы указали 
последовательность шагов, которые необходимо 
осуществить,  чтобы  решить поставленную за-
дачу. 
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