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Уравнение Кортевега-де Фриза рассмотрено в двух системах координат: неподвижной и движущейся относительно 
первой с некоторой скоростью. Приведены одно- и двухсолитонные решения обоих уравнений и проанализированы их 
свойства. 
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The Korteweg-de Vries equation is considered in the two systems of coordinates: in a rest system and in a system moving with 
some velocity. One- and two-soliton solutions for the both equations are presented and analyzed. 
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Введение 
Уравнение Кортевега-де Фриза (КдФ) отно-

сится к числу наиболее изученных нелинейных 
уравнений в частных производных. Оно впервые 
было получено в теории мелкой воды для невяз-
кой несжимаемой жидкости в однородном поле 
тяготения и позволяет учесть дисперсионные 
эффекты. В отличие от известного уравнения 
Буссинеска при выводе уравнения КдФ рассмат-
риваются волны, распространяющиеся только 
вправо (в положительном направлении оси x). 
Уравнение КдФ относится к полностью интегри-
руемым нелинейным уравнениям, т. е. допускает 
построение решений, описывающих связанные 
состояния произвольного числа одиночных со-
литонов, и для него можно получить бесконеч-
ное число законов сохранения. Это уравнение 
применяется для описания широкого круга фи-
зических явлений при движении жидкостей, в 
том числе и многослойных, распространении 
ионных акустических волн в плазме, описании 
электрических цепей, распространении световых 
импульсов в оптоволоконных материалах и т. д. 
В настоящее время известны несколько типов 
решения этого уравнения: уединенные волны 
типа солитонов, связанные многосолитонные 
состояния, кноидальные волны и суперпозиции 
кноидальных волн. Существует обширная лите-
ратура, посвященная уравнению КдФ (см. моно-
графии [1]–[10]). 

В настоящей работе рассмотрена задача в 
(1 + 1)-мерном случае. Первоначально уравнение 
КдФ было получено в виде [1]: 

     
3

0,
2 6t x x xxxu u uu u
 

                (0.1) 

где 0 ;a h   2 2
0 ;h l   0h  – некоторая посто-

янная глубина водоема (канала); l  – характерная 
длина волны в направлении её распространения; 
a  – характерная амплитуда волны в теории мел-
кой воды. Индекс у функции u  обозначает част-
ную производную по соответствующей незави-
симой переменной: tu u t    и т. п. Уравнение 

(0.1) записано в безразмерных переменных. Оно 
получено при условии 0 0h << 1, где 0 0 ,h    

откуда следует, что  << 1. Это означает, что ам-
плитуда волны мала по сравнению с глубиной 
канала. Поскольку в теории мелкой воды глуби-
на канала, вообще говоря, невелика, то, можно 
сказать, что уравнение КдФ описывает невысо-
кие волны в неглубоком водоеме. В тоже время 
учет дисперсионных эффектов и нелинейных 
слагаемых при выводе этого уравнения привел к 
тому, что задача стала существенно нелинейной, 
т. е. для её решения неприменима теория возму-
щений. 

Уравнение КдФ можно записать и в другом 
виде. Перейдем от исходной неподвижной сис-
темы координат  ,x t  к новой системе коорди-

нат  ˆˆ, ,x t  движущейся с некоторой характерной 

для теории мелкой воды скоростью. Новые коор-
динаты будут связаны с исходными соотноше-
ниями [11]: 
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 3
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x x t   
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t t                          (0.2) 

Видно, что в безразмерных координатах харак-
терная скорость равна единице. Теперь уравне-
ние (0.1) примет вид (при )    

                  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ6 0.x xxxtu uu u                      (0.3) 

Именно в таком виде уравнение КдФ рассматри-
вается практически во всех работах. Несмотря на 
то, что уравнение КдФ, особенно в виде (0.3), 
исследовано весьма подробно, его существенно 
нелинейный характер позволяет найти новые 
особенности решения. В частности, в данной 
работе показано, что переход от одной системы 
координат к другой приводит к дополнительным 
условиям на параметры решения. 
 

1 Односолитонное решение 
Построим односолитонное решение уравне-

ния (0.1) при помощи прямого метода Хироты 
[12]. Если ввести новую зависимую переменную 

 
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d
u F

dx
                      (1.1) 

где  ,F F x t  – неизвестная функция,   – по-

стоянная, которая будет определена ниже, то 
уравнение (0.1) можно  записать в виде 
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Метод Хироты наиболее эффективно работает в 
случае так называемых билинейных уравнений. 
Чтобы уравнение (1.2) стало билинейным, по-
требуем выполнения двух следующих условий: 
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Это сделать можно, поскольку мы ищем частное 
решение уравнения (0.1). Теперь можно опреде-
лить параметр :  

4
.

3


 


                           (1.3) 

В результате уравнение (1.2) примет вид 
2

2
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xt x t xx x

xx xxxx xxx x
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F F F F F
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Представим функцию F  в виде формально-
го ряда теории возмущений 

2 3
1 2 31 ,F f f f                   (1.5) 

где  , , 1, 2,3,...i if f x t i   – новые неизвестные 

функции, а ,  вообще говоря, не малый пара-
метр. Если подставить соотношение (1.5) в урав-
нение (1.4) и приравнять нулю коэффициенты 
при одинаковых степенях ,  то в результате по-
лучим бесконечную систему линейных уравне-
ний в частных производных. Последовательно 
решая данную систему, можно, в принципе, оп-
ределить все функции .if  Для наших целей по-

надобятся первые три уравнения этой системы: 
     1, 1, 1,6 6 0,xt xx xxxxf f f                 (1.6) 
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      (1.8)  

Для односолитонного решения потребуются 
уравнения (1.6) и (1.7). Представим функцию 1f  

в виде 

      0
1 1 1 1exp ,f k x                 (1.9) 

где 1,k  1,   0
1  – параметры решения. Параметр 

 0
1  характеризует начальное положение соли-

тона и без потери общности его можно положить 
равным нулю. Подставив соотношение (1.9) в 
уравнение (1.6), получим так называемое дис-
персионное соотношение  

   
3

1 1
1

6
.

6

k k
                   (1.10) 

Согласно методу Хироты для односолитонного 
решения правая часть уравнения (1.7) должна 
обращаться в нуль. Если подставить соотноше-
ние (1.9) в правую часть уравнения (1.7) и при-
равнять её нулю, то снова получим соотношение 
(1.10). Таким образом, один из параметров одно-
солитонного решения оказывается произволь-
ным. Обычно в качестве этого параметра выби-
рают 1.k  Теперь односолитонное решение урав-

нения (0.1) можно записать в виде  
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        (1.11)  

Непосредственной подстановкой можно убе-
диться, что соотношение (1.11) является решени-
ем уравнения (0.1) при условии, что выполняют-
ся соотношения (1.3) и (1.10). 

Построение односолитонного решения ура-
внения (0.3) при помощи прямого метода Хиро-
ты подробно описано в работе [14]. Это решение 
имеет вид 
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Можно сделать вывод, что для каждого из урав-
нений (0.1) и (0.3) существует однопараметриче-
ское семейство решений в виде одиночных 
солитонов. Хотя оба решения описываются оди-
наковыми функциями, однако коэффициенты   
и параметры решений различны. В частности, 
для уравнения (0.3) дисперсионное соотношение 
имеет вид 3

1 1 .k    Если в решении (1.12) пе-

рейти от координат  ˆˆ,x t  к координатам  , ,x t  

то его можно записать в виде 
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3
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1 .
4 6

k
u k x
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k t t

   
 

         
  

      (1.13) 

Из сравнения соотношений (1.11) и (1.13) следу-
ет, что эти решения сдвинуты друг относительно 
друга по фазе и этот сдвиг зависит от времени. 
Это следствие как нелинейного характера урав-
нений, так и  того, что системы координат дви-
жутся друг относительно друга. 
 

2 Двухсолитонное решение 
Чтобы построить двухсолитонное решение 

уравнения (0.1), представим функции 1f  и 2f  в 

виде: 

   1 1 2exp exp ,f      
 0 ,i i i ik x t                      (2.1) 

 2 1 2 12exp ,f A      

 
2

1 2
12

1 2

exp .
k k

A
k k

 
   

                (2.2) 

Подставив (2.1) в уравнение (1.6), получим 
дисперсионные соотношения вида 

36
, 1, 2.

6
i i

i

k k
i


                   (2.3) 

Приравнивание нулю правой части уравнения 
(1.7) дает такие же соотношения. Чтобы прове-
рить свойство обрывания ряда (1.5) для двухсо-
литонного решения, подставим соотношения 
(2.1) и (2.2) в правую часть уравнения (1.8) и 
приравняем её нулю. В результате с учетом со-
отношений (2.3) получим следующее условие 

1 2 1.k k                           (2.4) 

Уравнения (1.6) и (1.7) не накладывают ограни-
чений на возможные значения параметров 1k  и 

2 .k  Соотношение (2.4) такие ограничения вво-

дит. Количество возможных комбинаций этих 
параметров по-прежнему остается бесконечным, 
но соотношения между ними уже не являются 
произвольными. Двухсолитонное решение урав-
нения (0.1) теперь можно представить в виде 

 
2

1 22
1 ,

d
u f f

dx
                      (2.5) 

где используются соотношения (1.3), (2.1), (2.2) 
и (2.3).  

Двухсолитонное решение уравнения (0.3), 
полученное при помощи метода Хироты, приве-
дено в работе [4]. Оно также определяется соот-
ношением (2.5), в котором функции 1f  и 2f  

имеют вид (2.1) и (2.2), соответственно. Однако 
теперь 2,   а дисперсионные соотношения 

записываются в виде 3 , 1,2.i ik i     Для урав-

нения (0.3) не возникает условия  вида (2.4). Ес-
ли подставить выражения для 1f  и 2f  в правую 

часть уравнения (1.8) и потребовать равенства её 
нулю (что эквивалентно обрыванию ряда (1.5)), 
то тождество будет выполняться при любых 1k  и 

2.k  Бесконечная совокупность параметров 1k  и 

2k  определяется только требованиями, следую-

щими из соотношения (2.2).  
 

Заключение 
В работе рассмотрено уравнение КдФ в 

двух системах координат: лабораторной системе 
координат  ,x t  (уравнение (0.1)) и системе ко-

ординат  ˆˆ, ,x t  движущейся относительно лабо-

раторной системы с некоторой скоростью, ха-
рактерной для теории мелкой воды (уравнение 
(0.3)). Приведены односолитонное и двухсоли-
тонное решения обоих уравнений, полученные 
при помощи прямого метода Хироты. Показано, 
что оба типа решения имеют одинаковые функ-
циональные зависимости, хотя дисперсионные 
соотношения и коэффициенты при независимых 
переменных различны. Характерной особенно-
стью решений при переходе от одной системы 
координат к другой является появление завися-
щего от времени сдвига по фазе в движущейся 
системе координат. 
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