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Пусть   − некоторое множество простых чисел, F G F  − локальная формация конечных групп. Исследуются усло-

вия факторизуемости субнормальной подгруппы H  группы G  нормальными в H  подгруппами 1H  и 2H  такими, 

что 1 2 O ( ),H H H   1 ,H F  2H  принадлежит определённой обобщённой подгруппе Фраттини группы ,G  причём 

2( O ( )) ( ) Ø.H H   F  Получены утверждения, эквивалентные утверждениям о соответствующих факторизациях, 

функторно обобщённые, с вытекающими следствиями для Ø.   Исследуется строение формационных радикалов 
факторгрупп субнормальных подгрупп конечных групп в связи с обобщёнными подгруппами Фраттини.  
 
Ключевые слова: локальные и радикальные локальные формации конечных групп, обобщённые подгруппы Фраттини, 
подгрупповой m-функтор,

 
F -радикалы. 

 
Let   be a set of primes, F G F  − a local formation of finite groups. The conditions of factorability of a subnormal sub-

group H  of a finite group G  by normal subgroups 1H  и 2H  such that 1 2 O ( ),H H H   1 ,H F  2H  belongs to some 

generalized Frattini subgroup of a group G  and 2( O ( )) ( ) ØH H   F  are investigated. Statements, equivalent to the 

statements on the respective factorizations, functorially generalized, with the consequences for Ø   are achieved. The struc-
ture of formation radicals of factorgroups of subnormal subgroups of finite groups in connection with generalized Frattini sub-
groups is investigated.  
 
Keywords: local and radical local formations of finite groups, generalized Frattini subgroups, subgroup m-functor, F -radicals. 

 
 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы и 

формации конечных групп. Используются опреде-
ления и обозначения, принятые в монографии [1].  

Пусть F  − локальная формация. Классиче-
ская теорема Л.А. Шеметкова [1, теорема 4.2] о 
том, что нормальная подгруппа H, удовлетво-
ряющая условию Ф( ) ,H H G F  представима 

в виде прямого произведения 1 2 ,H H H   где 

1 ,H F  2( ) ( ) Ø,H   F  2 Ф( ),H G  широко 

используется при изучении формационных 
свойств групп, связанных с пересечениями мак-
симальных подгрупп. С другой стороны, теоре-
мой 3.1 из [2] было установлено, что субнор-
мальная подгруппа H группы G принадлежит 
локальной формации ,F  если она содержит 

( )O (Ф( ))G F  и ( )O (Ф( )) ;H G F F  при дополни-

тельном для F  условии Sn -замкнутости доказа-

на принадлежность H  локальной формации ,F  

если ( )O ( ( )) .H H G  F
F F  Теорема 4.2[1] и 

результаты работы [2] получили развитие в пуб-
ликациях разных авторов в отношении конкрет-
ных случаев для обобщённо нормальных под-
групп H в зависимости от свойств формации F  и 
в связи с обобщёнными подгруппами Фраттини 
группы G. Так, в работах [3], [4] исследовался 
вопрос о наличии схожих закономерностей в 
отношении обобщённых подгрупп Фраттини при 
использовании понятия абнормально полного 
регулярного m -функтора. 

Пусть H  − субнормальная подгруппа груп-
пы ,G  F G F  − локальная Sn -замкнутая фор-

мация, подгруппа Ф ( )G  группы G  обладает 

свойством C .  В разделе 2 настоящей работы 

показано (лемма 2.2), что ( )H H G F F  то-

гда и только тогда, когда факторгруппа 
O ( )H H  представима в виде 

МАТЕМАТИКА



Л.М. Белоконь 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (30), 2017 26 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где 1 ,H F 2( O ( )) ( ) Ø,H H   F  2 Ф ( ).H G  

В частности, установлена ' -сверхразрешимость 
субнормальной подгруппы H группы G с под-
группой Ф ( ),G  обладающей свойством C ,  в 

случае, если ' -сверхразрешима факторгруппа 

( ) ,H H G



'A  'A  − формация всех ' -сверх-

разрешимых групп (следствие 2.2.2 леммы 2.2). 
Кроме того, для субнормальной подгруппы H 
группы G лемма 2.2 включает (в случае Ø)   

высказывание о равносильности утверждения 
( )H H G F F  утверждению о разложимости 

группы H  в прямое произведение 1 2 ,H H H   

где 1 ,H F  2( ) ( ) Ø,H   F 2 Ф( ),H G  F  − 

локальная Sn -замкнутая формация (лемма 2.1). 

Получены функторные обобщения приведенных 
результатов с использованием F -абнормально 

' -полного и F -абнормально полного подгруп-
повых sm -функторов.  

В разделе 3 предлагаемой работы исследу-
ется влияние F -радикала субнормальной в груп-
пе G подгруппы L, содержащей нормальную под-
группу ,K  θФ ( )K G


  θ( Ф ( )),K G  на строе-

ние F -радикала факторгруппы ,L K  θ  − F -аб-

нормально ' -полный подгрупповой sm -функ-

тор, F G F  − радикальная локальная форма-

ция (θ  − F -абнормально полный подгрупповой 

sm -функтор, F  − радикальная локальная фор-

мация, соответственно). Среди приложений по-
лученных результатов для конкретных формаций 
отметим, в частности, следующее. Если θ  − 

'p pG N -абнормально  полный  подгрупповой  

sm -функтор, p − простое число, то справедливо 

равенство F ( ) F ( )p pL K L K  для субнормаль-

ной в группе G подгруппы L, если нормальная в L 
подгруппа K удовлетворяет условию θФ ( )K G  

(а значит, и в случаях iФ ( ),K G   1,2,3 ,i  где 

1Ф ( ) Ф( ),G G  2Ф ( ) ( ),G G   '

3Ф ( ) ( )).p pG G G N  

Отмеченное приложение нашло применение в 
исследованиях раздела 4 настоящей работы.  

Основной теоремой раздела 4 является тео-
рема 4.1, устанавливающая для локальной фор-
мации ,F G F  абнормально ' -полного под-

группового sm -функтора θ  и субнормальной 

подгруппы H группы G с подгруппой Ф ( ),G  

обладающей свойством C ,  равносильность ут-

верждения θФ ( )H H G


 F  следующему ут-

верждению: факторгруппа O ( )H H    предста-

вима в виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где 1 ;H F  2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  2 θФ ( ).H G


  

Следствия 4.1.5 и 4.1.6 теоремы 4.1, рассматри-
ваемые для абнормально полного подгруппового 

sm -функтора θ,  не предполагают в условии его 

регулярность. Кроме того, теорема 5.2, как одно 
из приложений теоремы 4.1, содержит следствие 
5.2.4, включающее теорему M.J. Tomkinson [2, 
теорема 3.1] как частный случай. В разделе 5 
рассматриваются другие приложения теорем 2.1 
и 4.1, включая утверждения, усиливающие или 
обобщающие ранее доказанные и опубликован-
ные результаты. 
 

1 Предварительные сведения  
Под подгрупповым m-функтором будем по-

нимать всякое отображение θ,  которое ставит в 

соответствие каждой группе G множество θ( ),G  

состоящее из группы G и некоторых её макси-
мальных подгрупп. Подгруппы множества θ( )G  

называют θ -подгруппами группы G, через θФ ( )G  

обозначают пересечение всех θ -подгрупп груп-
пы G. Определение подгруппового m-функтора 

θ,  включающее условие  θ( ) | θ( )G H H G    

для любого изоморфизма   группы ,G  вводи-

лось в [5]; будем называть такой функтор под-
групповым im -функтором. 

Определение подгруппового m-функтора θ,  

включающее условие  θ( ) | θ( )G H H G    

для любого автоморфизма   группы G, исполь-
зовалось в [3], [4]. Подгрупповой m-функтор, 
отвечающий данному условию, будем называть 
подгрупповым m -функтором. 

Подгрупповой im -функтор θ  называют ре-

гулярным [5], если для любой нормальной под-
группы N группы G выполняются следующие 
условия: 

1) из θ( )H G  всегда следует 

θ( );HN N G N  

2) из θ( )H N G N  всегда следует θ( ).H G  

Подгрупповой m -функтор θ,  для которого вы-

полнены указанные условия 1) и 2), будем назы-
вать регулярным подгрупповым m -функтором. 

Подгрупповой m-функтор θ  назовём под-
групповым sm -функтором при выполнении ус-

ловия: если θ( ),H G  то θ( )xH G  для всех 

.x G   
Обозначаем через   некоторое множество 

простых чисел, ' P \ ,    где P  – множество 
всех простых чисел, считаем также, что P.   
Пусть F  − непустая формация, θ  − подгруппо-
вой m-функтор. Через M(G) будем обозначать 
множество всех максимальных подгрупп группы G; 
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θM ( )G  − множество всех максимальных θ -под-

групп группы ;G  M ( )G  − множество всех мак-

симальных подгрупп группы G, имеющих вза-
имно простые с числами из   индексы; M ( )GF  

− множество всех F -абнормальных максималь-
ных подгрупп группы ;G  

M ( ) M ( ) M ( );G G G  F F  

θ θM ( ) M ( ) M ( ).G G G
    

Если в группе G функтор θ  выделяет саму груп-
пу G и все максимальные (все максимальные F -аб-
нормальные) подгруппы в G, то 

θФ ( ) Ф ( ) ,G G H
     M ( )H G  

θ(Ф ( ) ( ) ,G G H
    F  M ( ),H G F  соответст-

венно). Для формации всех нильпотентных групп 
N  используется обозначение: ( ) ( ).G G   N  В 

случае отсутствия в группе G максимальных 
подгрупп, отвечающих требуемым условиям, 
соответствующие пересечения полагаем совпа-
дающими с G.  

Определение 1.1 [6]. Пусть F  − непустая 
формация. Подгрупповой m-функтор θ  называ-
ется F -абнормально ' -полным подгрупповым 

m-функтором, если θ( ) M ( )G G F  для любой 

группы G. В случае F N  функтор θ  называет-
ся абнормально ' -полным подгрупповым m-функ-
тором. 

Определение 1.1 включает понятие F -аб-
нормально полного подгруппового m-функтора 
[7] (случай Ø).   Заметим, что в случае, когда 

формация F  содержит формацию всех нильпо-

тентных групп ,N  ,F N  условие: θ  − F -аб-

нормально ' -полный (F -абнормально полный) 

подгрупповой m-функтор является более слабым, 
чем условие: θ  − абнормально ' -полный (аб-
нормально полный, соответственно) подгруппо-
вой m-функтор. Заметим также, что 

  M ( ) θ ( ) M ( )G G G G     F  

для всякой группы G и F -абнормально ' -пол-
ного подгруппового m-функтора θ,  а значит, 

θФ ( ) Ф ( ) ( ).G G G
   F  

Сформулируем в виде леммы некоторые 
опубликованные результаты, которые будут ис-
пользованы в настоящей работе. 

Лемма 1.1. Имеют место следующие ут-
верждения. 

(1) [8, лемма 1]. Пусть подгруппа Ф ( )G  

группы G  обладает свойством C .  Тогда 

Ф ( ) O ( ) Ф( O ( ) ).G G G G    

(2) [8, лемма 2]. Пусть N − нормальная под-
группа группы G. Если Ф ( )N G  ( ( )),N G F  

то Ф ( ) Ф ( )G N G N   ( ( ) ( ),G N G N   F F  

соответственно). 
(3) [8, теорема 1]. Пусть F  − локальная 

формация. Если подгруппа Ф ( )G  группы G об-

ладает свойством C ,  то 

( ) O ( ) ( O ( )).G G G G    F F  

(4) [9, лемма 4]. Пусть F G F
 
− локаль-

ная Sn -замкнутая формация, содержащая класс 

всех нильпотентных ' -групп ' .N  Если под-

группа Ф ( )G  группы G  обладает свойством 

C ,  то ( )G . F F  

(5) [7, лемма 1.1]. Пусть 1F  и 2F  − непус-

тые формации, 1 2( ) ( ) Ø,  F F  0 1 2 .F FF  

Для всякой формации 3 ,F  удовлетворяющей ус-

ловию 2 3 0 , F F F  и максимальной, 2( ) F -

индекса подгруппы H в группе G равносильны 
условия: подгруппа H  iF -абнормальна в ,G  

 0, 2,3 .i  

В частности, учитывая утверждение (4), 

'( ) ,G   G N  если подгруппа Ф ( )G  группы G 

обладает свойством C .   

(6) [2, следствие 3.3 теоремы 3.1]. Пусть F  
− локальная, замкнутая относительно взятия 
субнормальных подгрупп, формация, H − суб-
нормальная подгруппа группы G. И пусть 

( )O ( ( )) .H H G  F
F F  Тогда .H F  

Следствие 3.1.3 теоремы 3.1 настоящей ра-
боты включает утверждение, использующее обо-
значение 

'
,



MJ  которое вводится следующим об-

разом: 
' '( ) ,

  
 M

M
J J  где '( ) J  − формация 

всех  -дисперсивных ' -групп,   пробегает 

некоторое множество M  линейных упорядоче-
ний множества всех простых ' -чисел. Тогда 

'
MG J  − радикальная локальная формация, со-

держащая ' G N
 
[9]. В случае Ø   формацию 

'

MJ  обозначаем .
 M

M
J J  Обозначение MJ  

присутствует в формулировке следствия 3.2.4 
теоремы 3.2. 

Заметим, что ввиду леммы 4.2 [1] локальная 
формация F  тогда и только тогда содержит 
формацию всех нильпотентных групп (равно-
сильно − всех нильпотентных ' -групп для ло-
кальной формации F G F ), когда ( ) P F  − 

множество всех простых чисел. Заметим также, 
что условие нормальной наследственности ( Sn -

замкнутости) непустой формации F  равносиль-
но условию субнормальной наследственности, 
т.е. замкнутости F  относительно взятия субнор-
мальных подгрупп. 
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2 Факторизуемость субнормальной под-
группы H группы G нормальными в H под-
группами 1H  и 2H  такими, что 1 2H H   

O ( ),H  1 ,H F  2( O ( )) ( ) Ø,H H   F  

2 Ф ( ),H G  F G F  − локальная Sn -замкну-

тая формация 
Лемма 2.1. Пусть F  − локальная Sn -зам-

кнутая формация, H − субнормальная подгруппа 
группы G. Тогда следующие утверждения I и II 
равносильны. 

I. ( ) .H H G F F  

II. Группа H представима в виде прямого 
произведения 1 2 ,H H H   где: 

(1) 1 ;H F  

(2) 2( ) ( ) Ø;H   F  

(3) 2 Ф( ).H G  

Доказательство. Пусть выполняется ут-
верждение I, т. е. ( ) .H H G F F  Обозначим 

( ) ,  F  ' .  G G X  Так как ( ) ( ),G G  F X  

ибо  ,F X  то ( ) .H H G X X  А так как 

( ) P, X  X  − Sn -замкнутая локальная формация, 

то по утверждению (6) леммы 1.1 1 2 ,H H H   

1 ,H G  2 ' .H G  По теореме 8.7 [1] ( )G F  

,A B   где ,AF  ( ) ( ) Ø,B   F  Ф( ).B G  

Следовательно, 2( ) ,H G K H  F  1 ,K H A   

2 .H B  Из условия 1 ( )H K H H G  F F  

получаем 1 1 1 1 O ( ( )) .H H A H H G    F F  

По утверждению (6) леммы 1.1 1 .H F  Значит, 

утверждение II выполняется. 
Пусть выполняется утверждение II. Из ус-

ловия 1 2 ,H H H   где 1 ,H F  2 Ф( ),H G  сле-

дует 2 1 ,H H H F  а значит, ( ) ,H H G F F  

так как Ф( ) ( ).G G F                                             

Следствие 2.1.1 [2]. Пусть F  − локальная 

Sn -замкнутая формация, H − субнормальная под-

группа группы .G  И пусть ( )H H G F .F  

Если ( ) P, F  то .H F  

Следствие 2.1.1 леммы 2.1 непосредственно 
вытекает из утверждения (6) леммы 1.1 [2, след-
ствие 3.3 теоремы 3.1]. Для случая, когда под-
группа H нормальна в группе G, этот результат 
доказан Селькиным М.В. [1, теорема 8.12]. 

Так как θФ( ) Ф ( ) ( )G G G  F  для F -аб-

нормально полного подгруппового m-функтора 
θ,  то из леммы 2.1 вытекает 

Следствие 2.1.2.  Пусть F  − локальная  

Sn -замкнутая формация. И пусть H − субнор-

мальная подгруппа группы G. Тогда следующие 
утверждения (1)−(4) равносильны. 

(1) ( ) .H H G F F  

(2) Ф( ) .H H G F  

(3) θФ ( ) ,H H G F  где θ  − F -абнор-

мально полный подгрупповой sm -функтор. 

(4) Группа H представима в виде прямого 
произведения 1 2 ,H H H   где  

1 ;H F  2( ) ( ) Ø;H   F  2 Ф( ).H G  

Следствие 2.1.3. Пусть F  − локальная Sn -зам-

кнутая формация, θ  − F -абнормально полный 

подгрупповой sm -функтор. И пусть H − субнор-

мальная подгруппа группы G, θФ ( ) .H H G F  

Если ( ) P, F  то .H F  

Лемма 2.2. Пусть F G F  − локальная 

Sn -замкнутая формация. И пусть H – субнор-

мальная подгруппа группы G, подгруппа Ф ( )G  

обладает свойством .C  Тогда следующие ут-

верждения I и II равносильны. 
I. ( ) .H H G F F   

II. Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где: 
1) 1 ;H F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  

3) 2 Ф ( ).H G  

Доказательство. Пусть выполнено утвер-
ждение I, т. е. ( ) .H H G F F  Введём следую-

щие обозначения: 

O ( ) ,G G G  

O ( ) O ( ).H H G G   

Тогда 
( O ( )) ( ) O ( ) ( O ( ))G G G G G G        F F F  

по утверждениям (2) и (3) леммы 1.1, 

Ф ( ) O ( ) Ф( )G G G    

по утверждению (1) леммы 1.1. Далее,  

( ) O ( ) O ( ) ( )

( ( ))O ( ) ( ) ,

H H G H G H G G

H H G H H H G

  

  

   

    

F F

F F F
 

ибо подгруппа O ( )H  субнормальна в ,G  а вви-

ду следствия 7.7.2 теоремы 7.7 [1] O ( )H G   

O ( ).H  Применяя лемму 2.1, получаем: 

1 2O ( ) O ( ) ,H N G N G    где 1 O ( ) ,N G F  

2( O ( )) ( ) Ø,N G   F  2 O ( ) Ф( ).N G G   Пусть 

 1,2 .i  Так как 

O ( ) ( )O ( ),i i iN N H G N H G      

то, обозначая ,i iN H H   для каждого  1,2i  

имеем: iH  − нормальная подгруппа ,H  

O ( ) O ( ) O ( );i i i iN G H N H G H H       
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1 O ( ) ,H H F  откуда  

1 ;H  G F F  2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  

2 2 Ф ( ).H N H G    

Следовательно, 1 2 O ( ).H H H   Кроме того, 

1 2 1 2O ( ) O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H N G N G       

а так как 1 2O ( ) O ( ) O ( )H H H H H H      

O ( ) O ( ) ,H G G   то 1 2O ( ) O ( )H H H H    

O ( ).H H  Таким образом, утверждение II вы-

полнено. 
Пусть 1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

1 ,H F  2 Ф ( ).H G  Тогда 2 1 O ( ) .H H H H F  

А так как Ф ( ) ( ),G G  F  то 2 ( ),H H G F  

а значит, ( ) .H H G F F                                   

Следующий результат обобщает следствие 
2.1.1 леммы 2.1. 

Следствие 2.2.1. Пусть F G F  − локаль-

ная Sn -замкнутая формация, ( ) P. F  И пусть 

H – субнормальная подгруппа группы G, подгруп-
па Ф ( )G  обладает свойством C .  Если 

( ) ,H H G F F  то .H F  

Следствие 2.2.2. Пусть 'A  − формация 
всех ' -сверхразрешимых групп. И пусть H – 
субнормальная подгруппа группы G, подгруппа 
Ф ( )G  обладает свойством C .  Если фактор-

группа ( )H H G



'A  ' -сверхразрешима, то 

группа H  также ' -сверхразрешима. 
В случае Ø   из следствия 2.2.2, как и не-

посредственно из леммы 2.2, вытекает следую-
щий результат. 

Следствие 2.2.3 [2, следствие 3.4]. Пусть 
A  − формация всех сверхразрешимых групп. И 
пусть H – субнормальная подгруппа группы G 
такая, что ( )H H GA  сверхразрешима. То-

гда H сверхразрешима. 
Так как θФ ( ) Ф ( ) ( )G G G

   F  для лю-

бой группы G и F -абнормально ' -полного под-
группового m-функтора θ,  то лемма 2.2 может 
быть функторно обобщена следующей теоремой.  

Теорема 2.1. Пусть F G F  − локальная 

Sn -замкнутая формация, θ  − F -абнормально 

' -полный подгрупповой sm -функтор. И пусть 

H – субнормальная подгруппа группы G, под-
группа Ф ( )G  обладает свойством C .  Тогда 

следующие утверждения I и II равносильны. 
I. θФ ( ) .H H G


 F   

II. Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где: 1) 1 ;H F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  

3) 2 Ф ( ).H G  

Следствие 2.1.1. Пусть F G F  − локаль-

ная Sn -замкнутая формация. И пусть H – субнор-

мальная подгруппа группы G, подгруппа Ф ( )G  

обладает свойством C .  Тогда следующие ут-

верждения (1)−(4) равносильны. 
(1) ( ) .H H G F F  

(2) Ф ( ) .H H G F  

(3) θФ ( ) ,H H G


 F  где θ  − F -абнор-

мально ' -полный подгрупповой sm -функтор. 

(4) Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где 1 ;H F  2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  2 Ф ( ).H G  

Следствие 2.1.1 теоремы 2.1 включает след-
ствие 2.1.2 леммы 2.1: случай Ø.   

Следствие 2.1.2. Пусть F G F  − локаль-

ная Sn -замкнутая формация, ( ) P, F  θ  − F -

абнормально ' -полный подгрупповой sm -функ-

тор. И пусть H – субнормальная подгруппа груп-
пы G, подгруппа Ф ( )G  обладает свойством C .  

Если θФ ( ) ,H H G


 F  то .H F  

 
3 Радикальные локальные формации. 

Формационные радикалы факторгруппы 
L K  с субнормальной в группе G подгруппой 

L и нормальной в L подгруппой K из обобщён-
ной подгруппы Фраттини группы G 

Теорема 3.1. Пусть F G F  − радикальная 

локальная формация, θ  − F -абнормально ' -пол-

ный подгрупповой sm -функтор. И пусть подгруп-

па Ф ( )G  группы G обладает свойством C ,  L – 

субнормальная подгруппа группы ,G  K − нор-

мальная подгруппа ,L  θФ ( ).K G


  Тогда вы-

полняются следующие утверждения. 
(1) 0( ) ,L K L K KF F  где 0K  − (нильпо-

тентная) холловская '( ) F -подгруппа группы K, 

0O ( ) Ф ( ),K K G   причём 0N (O ( ) ).GL K KF  

В частности, 

θ 0 θ( Ф ( )) Ф ( ) ,L L G L L L G
 

  F F  

где 0L  − холловская '( ) F -подгруппа группы 

θФ ( ),L G


  θ 0O ( Ф ( )) Ф ( ),L G L G
    причём 

θ 0N ((O ( Ф ( )) ).GL L G L
 F   

(2) Если ( ) P, F  то ( ) ;L K L KF F  в ча-

стности, θ θ( Ф ( )) Ф ( ).L L G L L G
 

  F F  
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Доказательство. Докажем утверждение (1). 
Пусть θФ ( ) .K G L


   Обозначим ( ) .N K L K F  

Так как ,N K F  θФ ( ),K N G


   то 

θФ ( ) .N N G


 F
 
По теореме 2.1 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,N N N N N N     

где 1 ,N F  2( O ( )) ( ) Ø,N N   F 2 Ф ( ).N G  

Заметим, что ( ) F -замкнутая группа N обладает 

нильпотентной холловской '( ) F -подгруппой 

0 ,K  0 2 .K N K   Ясно, что 1 ,N N F  ,N LF F  

0 .N N K F   Так  как  L K K N KF   и   LF   

субнормальна в G, то LF  субнормальна в N по 

следствию 7.3.1 [1], а по следствию 7.7.1 [1] .L NF F  

Значит, ,N LF F  откуда 0( ) .L K L K KF F  
Кроме того,

 
подгруппа 2 0O ( )N K N K K     

0 0(O ( ) ) O ( )N K K K K     нормальна в ,N  а 

значит, 0N (O ( ) ).GL K KF  Утверждение (1) 

доказано, утверждение (2) есть следствие утвер-
ждения (1).               

Следствие 3.1.1. Пусть F G F  − ради-

кальная локальная формация. И пусть подгруппа 
Ф ( )G  группы G обладает свойством C ,  L – 

субнормальная подгруппа группы G, K − нор-
мальная подгруппа L. Тогда выполняются сле-
дующие утверждения. 

I. Если ( ),K G F  то: 

(1) 0( ) ,L K L K KF F  где 0K  − (нильпо-

тентная) холловская '( ) F -подгруппа группы K, 

0O ( ) Ф ( ),K K G   причём 0N (O ( ) ).GL K KF  

В частности, 

0( ( )) ( ) ,L L G L L L G   F F
F F  

где 0L  − холловская '( ) F -подгруппа группы 

( ),L GF  0O ( ( )) Ф ( ),L G L G   F  причём 

0N ((O ( ( )) ).GL L G L  F
F  

(2) Если ( ) P, F  то ( ) ;L K L KF F  в ча-

стности, ( ( )) ( ).L L G L L G   F F
F F  

II. Пусть
 

( ).K G   Если ( ) P, F  то 

( ) ;L K L KF F  в частности, 

( ( )) ( ).L L G L L G   F F  
Утверждения I. (1), I. (2) следствия 3.1.1, 

вытекающие из теоремы 3.1 в случае, если для 
F -абнормально  ' -полного  подгруппового 

sm -функтора θ  и любой группы G  положить 

 θ( ) M ( ),G G G  F  усиливают лемму 3.1 и её 

следствие 3.1.1 (соответственно) из [10]. Утвер-
ждение II следствия 3.1.1 теоремы 3.1 вытекает 
из утверждения I.(2) ввиду того, что 

( ) ( ),G G   F  если F  содержит все нильпо-

тентные группы.  

Следствие 3.1.2. Пусть F G F  − ради-

кальная локальная формация. И пусть подгруппа 
Ф ( )G  группы G обладает свойством C ,  L – суб-

нормальная подгруппа группы G, Ф ( ),K L G   

подгруппа K нормальна в L. Тогда выполняются 
следующие утверждения. 

(1) 0( ) ,L K L K KF F  где 0K  − (нильпо-

тентная) холловская '( ) F -подгруппа группы 

,K  причём 0N (O ( ) ).GL K KF  

В частности, 

0( Ф ( )) Ф ( ) ,L L G L L L G   F F  

где 0L  − холловская '( ) F -подгруппа группы 

Ф ( ),L G  причём 0N (( Ф ( )) ).GL L G K F  

(2) Если ( ) P, F  то ( ) ;L K L KF F  в ча-

стности, ( Ф ( )) Ф ( ).L L G L L G   F F  
Следствие 3.1.2 получается из теоремы 3.1, 

если для F -абнормально ' -полного подгруп-

пового sm -функтора θ  и любой группы G по-

ложить  θ( ) M( ).G G G   Утверждение (1) 

следствия 3.1.2 вытекает также из утверждения 
I. (1) следствия 3.1.1. Следствие 3.1.2 усиливает 
лемму 2.1 из [10].  

Следствие 3.1.3. Пусть подгруппа Ф ( )G  

группы G обладает свойством C ,  L – субнор-

мальная подгруппа группы G, подгруппа K − 
нормальная подгруппа L. Тогда выполняются 
следующие утверждения. 

I. Пусть θ  −  'G G -абнормально ' -пол-

ный подгрупповой sm -функтор, и пусть θФ ( )K G


  

i( Ф ( ),K G   1,2,3 ,i где  1Ф ( ) Ф ( ),G G  

2Ф ( ) ( ),G G   3Ф ( ) ( )).G G
  'G  Тогда 

( ) .L K L K
   


' 'G G G G  

 В частности: 

θ θ( Ф ( )) Ф ( )L L G L L G
     

  
' 'G G G G  

(и, значит, i i( Ф ( )) Ф ( ),L L G L L G
   

  
' 'G G G G  

 1,2,3 ).i   

 В частности, если ( )L L G
 'G  -замк-

нута, то и L   -замкнута.  
 II. Пусть θ  − абнормально ' -полный под-
групповой sm -функтор, и пусть θФ ( )K G


  

i( Ф ( ),K G   1,2 ,i где  1Ф ( ) Ф ( ),G G  

2Ф ( ) ( )).G G   Тогда ' 'F ( ) F ( ) .L K L K   

В частности,  

' θ ' θF ( Ф ( )) F ( ) Ф ( )L L G L L G
      

(и, значит, ' i ' iF ( Ф ( )) F ( ) Ф ( ),L L G L L G     

 1,2 ).i  

 В частности, если ( )L L G ' -нильпо-

тентна, то и L  ' -нильпотентна. 
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 III. Пусть θ  − 
'

MG J -абнормально ' -пол-

ный подгрупповой sm -функтор, и пусть θФ ( )K G


  

i( Ф ( ),K G    1,2,3 ,i   где  1Ф ( ) Ф ( ),G G  

2Ф ( ) ( ),G G   '
3Ф ( ) ( )).G G

 
MJ

 Тогда 

' '

( ) .L K L K
  

M MG J G J
 

 В частности,  

' '
θ θ( Ф ( )) Ф ( )L L G L L G
   

  M MG J G J
 

(и, значит, 
' '

i i( Ф ( )) Ф ( ),L L G L L G
  

  M MG J G J
 

 1,2,3 ).i  

 В частности, если '

'
( )L L G

  
MJ MG J  

то и 
'
.L

 MG J   

Доказательство. I. Пусть θ  −  'G G -аб-

нормально ' -полный подгрупповой sm -функ-

тор. Для случая θФ ( )K G


  справедливость 

утверждения I вытекает из утверждения (2) тео-

ремы 3.1. Для случая ( )K G
 G  − из утвер-

ждения I. (2) следствия 3.1.1 теоремы 3.1, учиты-

вая равенство ( ) ( )G G   
   G G G  согласно утвер-

ждению (5) леммы 1.1. Для случая Ф ( )K G  

утверждение I вытекает из утверждения (2) след-
ствия 3.1.2 теоремы 3.1. А так как, учитывая ут-
верждение (5) леммы 1.1,  

( ) ( ) ( )G G G 
      ' 'N G  

для любой группы G, то утверждение I справед-
ливо и для случая ( ).K G   Справедливость 

утверждений II и III обосновывается аналогично.  
Заметим, что частные случаи утверждений 

следствия 3.1.3 теоремы 3.1 о  -замкнутости L 

( ' -нильпотентности ,L  
'
),L

 MG J  если  

( )L L G
   G G G  ( ( ) ,L L G    G N  

( ) ,L L G

  
MJ MG J  

соответственно), вытекают также из следствия 
2.2.1 леммы 2.2.  

Заметим  также,  что  для  подгруппового  
m-функтора θ  в силу утверждения (5) леммы 1.1 
условия:  'G G -абнормально ' -полный (аб-

нормально ' -полный, 
'

MG J -абнормально 

' -полный) равносильны условиям: 'G -абнор-

мально ' -полный (  'G N -абнормально ' -пол-

ный
 

или 'N -абнормально ' -полный, 
'

MJ -аб-

нормально ' -полный, соответственно). 
Полагая в условии теоремы 3.1 Ø,   по-

лучаем как следствие следующую теорему. 
Теорема 3.2. Пусть F  − радикальная ло-

кальная формация, ( ),   F  θ  − F -абнормаль-

но полный подгрупповой sm -функтор. И пусть L – 

субнормальная подгруппа группы G, K − нор-
мальная подгруппа ,L  θФ ( ).K G  Тогда выпол-

няются следующие утверждения. 
(1) '( ) O ( ) ,L K L K K F F 'O ( ) Ф( ).K G   

В частности, 

θ ' θ θ( Ф ( )) O ( Ф ( )) Ф ( ) ,L L G L L G L G    F F

 ' θO ( Ф ( )) Ф( ).L G G    

(2) Если ( ) P, F  то ( ) ;L K L KF F   
в частности, θ θ( Ф ( )) Ф ( ).L L G L L G  F F  

Следствие 3.2.1. Пусть F  − радикальная 

локальная формация, ( ).   F  И пусть L – суб-

нормальная подгруппа группы G, K − нормальная 
подгруппа L. Тогда выполняются следующие ут-
верждения. 

I. Если ( ),K G F  то: 

(1) '( ) O ( ) ,L K L K K F F  'O ( ) Ф( ).K G   

В частности, 

'( ( )) O ( ( )) ( ) ,L L G L L G L G    F F F
F F

 'O ( ( )) Ф( ).L G G  F  

(2) Если ( ) P, F  то ( ) ;L K L KF F  в ча-

стности, ( ( )) ( ).L L G L L G  F F
F F  

II. Пусть ( ).K G   Если ( ) P, F  то 

( ) ;L K L KF F  в частности, 

( ( )) ( ).L L G L L G  F F  
Утверждения I. (1) и I. (2) следствия 3.2.1 

теоремы 3.2 усиливают следствия 3.1.2 и 3.1.3 
леммы 3.1 (соответственно) из [10]. 

Следствие 3.2.2. Пусть F  − радикальная 

локальная формация, ( ).   F  И пусть L – суб-

нормальная подгруппа группы ,G  Ф( ),K L G   

K нормальна в L. Тогда выполняются следующие 
утверждения. 

(1) '( ) O ( ) .L K L K K F F   

В частности, 

'( Ф( )) O ( Ф( )) Ф( ).L L G L L G L G    F F  

(2) Если ( ) P, F  то ( ) ;L K L KF F  в ча-

стности, ( Ф( )) Ф( ).L L G L L G  F F  
Следствие 3.2.2 теоремы 3.2 усиливает 

следствие 2 леммы 1 из [9]. Понятно, что утвер-
ждение (1) следствия 3.2.2 вытекает как непо-
средственно из утверждения (1) теоремы 3.2, так 
и из утверждения I.(1) следствия 3.2.1.  

Следствие 3.2.3. Пусть L – субнормальная 
подгруппа группы G, K − нормальная подгруппа 
L. Имеют место следующие утверждения. 
 I. Пусть θ  −  'G G -абнормально полный 

подгрупповой sm -функтор, и пусть θФ ( ),K G  

i( Ф ( ),K G   1,2,3 ,i  где 1Ф ( ) Ф( ),G G  

2Ф ( ) ( ),G G   3Ф ( ) ( )).G G   'G G  Тогда 
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( ) .L K L K
   


' 'G G G G  

 В частности,  

θ θ( Ф ( )) Ф ( )L L G L L G
   

  
' 'G G G G  

(и, значит, i i( Ф ( )) Ф ( ),L L G L L G
   

  
' 'G G G G  

 1,2,3 ).i  

 В частности, если факторгруппа 

( )L L G  'G G  

 -замкнута, то и L  -замкнута. 
II. Пусть θ  − 'p pG N -абнормально полный 

подгрупповой sm -функтор, p − простое число. 

Если θФ ( )K G  i( Ф ( ),K G   1,2,3 ,i  где 

1Ф ( ) Ф( ),G G  2Ф ( ) ( ),G G   3Ф ( ) ( )),p' pG G G N  

то F ( ) F ( ) .p pL K L K   

 В частности, 

θ θF ( Ф ( )) F ( ) Ф ( )p pL L G L L G    

(и, значит, i iF ( Ф ( )) F ( ) Ф ( ),p pL L G L L G    

 1,2,3 ).i  

Доказательство. I. Пусть θ  −  'G G -аб-

нормально полный подгрупповой sm -функтор. 

Для случая θФ ( )K G  справедливость утвер-
ждения I вытекает из утверждения (2) теоремы 

3.2. Для случая ( )K G   'G G  справедливость 
утверждения I вытекает из утверждения I. (2) 
следствия 3.2.1 теоремы 3.2. Случай Ф( )K G  − 

приложение для формации   'F G G  утвержде-
ния (2) следствия 3.2.2 теоремы 3.2. А так как 

( ) ( )G G    'G G  для любой группы G, то ут-
верждение I справедливо и для случая 

( ).K G   Утверждение II вытекает из утвер-

ждения I, если положить  ' .p   

Следствие 3.2.3 теоремы 3.2 обобщает лем-
му 4.4 из [1].  

Следствие 3.2.4. Пусть L – субнормальная 
подгруппа группы G, K − нормальная подгруппа 
L. Имеют место следующие утверждения. 
 I. Пусть θ  − абнормально полный подгруп-
повой sm -функтор, и пусть θФ ( )K G  

i( Ф ( ),K G   1,2 ,i  где 1Ф ( ) Ф( ),G G  

2Ф ( ) ( )).G G   Тогда F( ) F( ) .L K L K  
 В частности, 

θ θF( Ф ( )) F( ) Ф ( )L L G L L G    

(и, значит, i iF( Ф ( )) F( ) Ф ( ),L L G L L G    

 1,2 ).i  

 В частности, если ( )L L G  нильпотен-
тна, то и L нильпотентна. 
 II. Пусть θ  − MJ -абнормально полный 
подгрупповой sm -функтор, и пусть θФ ( )K G  

i( Ф ( ),K G   1,2,3 ,i  где 1Ф ( ) Ф( ),G G   

2Ф ( ) ( ),G G   3Ф ( ) ( )).G G 
MJ  Тогда 

( ) .L K L KM MJ J
 

 В частности, 

θ θ( Ф ( )) Ф ( )L L G L L G  M MJ J
 

(и, значит, i i( Ф ( )) Ф ( ),L L G L L G  M MJ J
 

 1,2,3 ).i  

 В частности, если ( )L L G 
MI MI  то и 

.L MJ   
Следствие 3.2.4 теоремы 3.2 вытекает также 

из утверждений II и III следствия 3.1.3 теоремы 
3.1, случай Ø.   Частные случаи утверждений 
следствия 3.2.4 теоремы 3.2 о нильпотентности L 
(о принадлежности L формации ),MJ  если 

( )L L G N  ( ( ) ,L L G 
MJ MJ  соответст-

венно), вытекают также из следствия 2.1.1[2] 
леммы 2.1.  

Среди других приложений теоремы 3.2 для 
локальных радикальных формаций, содержащих 
все нильпотентные группы, можно указать на 
соответствующие утверждения для формаций 

' , G N  ' , G G  ' , G N  
'
.

 
MG J  Отметим, 

что утверждения II следствия 3.2.3 теоремы 3.2, 
представляющие собой частный случай ( ')p   

утверждений, вытекающих из теоремы 3.2 для 
формации ' , G G  вытекают из соответствующих 

утверждений и в отношении формации '. G N  
 

4 Факторизуемость субнормальной в 
группе G подгруппы H нормальными в H под-
группами в связи с локальными формациями 
и обобщёнными подгруппами Фраттини 
группы G 

Теорема 4.1. Пусть F G F  − локальная 

формация, θ  − абнормально ' -полный подгруп-
повой sm -функтор. И пусть H – субнормальная 

подгруппа группы G, подгруппа Ф ( )G  обладает 

свойством C .  Тогда следующие утверждения I 

и II равносильны. 
I. θФ ( ) .H H G


 F   

II. Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где: 1) 1 ;H F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  

3) 2 θФ ( ).H G


  

Доказательство. Пусть выполняется ут-
верждение I, т. е. θФ ( ) .H H G


 F  Введём 

следующие обозначения:  

O ( ) ,G G G  O ( ) O ( ).H H G G   
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По утверждениям (2) и (3) леммы 1.1 
( O ( )) ( ) O ( ) ( O ( )),G G G G G G          а 

так как θФ ( ) ( ),G G
    то 

( ) ( ) .H H G H H G   F  

Обозначая ( ) ,  F  '  X G G  и учитывая 

( ) ( ),G G  X  ибо  ,N X  получаем  

( ) ,H H G  X F X  

откуда по утверждению (6) леммы 1.1 ,H X  

т. е. 1 2O ( ) O ( ) ,H N G N G    1 O ( ) ,N G G  

2 'O ( ) .N G G  Обозначая ,i iN H H   для 

каждого  1,2i  имеем: iH  − нормальная под-

группа ,H  O ( ) O ( );i iN G H H   1 ,H G  

2( O ( )) Ø.H H    Значит, 1 2 O ( ).H H H   

Кроме того, 

1 2 1 2O ( ) O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H N G N G       

а так как 

1 2O ( ) O ( )

O ( ) O ( ) O ( ) ,

H H H H

H H H G G
 

  

 

 
 

то 1 2O ( ) O ( ) O ( ).H H H H H H     Из усло-

вия θФ ( )H H G


 F  следует 2 θФ ( ).H G


  

Действительно, ввиду следствия 7.7.2 теоремы 
7.7 из [1] θO ( ) O ( ) Ф ( ) Ф ( ).H G G G

      А 

так как группа H и её нормальные подгруппы 

2H  и θФ ( )H G


   -замкнуты, то 2H  и θФ ( )G


 

содержат все холловские ' -подгруппы группы 
H, учитывая их сопряжённость в H в связи с тео-
ремой Шура-Цассенхауза.  

Покажем, что 1 .H F  Так как 

( )H H G F  и 1 2O ( ) O ( ) ,H N G N G    

1 O ( ) ,N G G  2 'O ( ) ,N G G  то 

1 2( ) O ( ) O ( ) ,H G K G K G     2 2K N  

и, следовательно, 11 ,N K F  где 1 1 O ( ),N N G  

1 1 O ( ).K K G  Так как 1 ( ),K G  то 11F ( )p N K   

11F ( )p N K  для любого простого числа p по 

утверждению II следствия 3.2.3 теоремы 3.2. Ес-

ли 1 O ( ),K G  то 1 ,N F  а значит, группа 

1 O ( ) ,H H  изоморфная 1,N  принадлежит фор-

мации ,F  откуда 1 .H F  Поэтому считаем, что 

1( ) Ø.K   Пусть f  − локальный экран форма-

ции ,F  p  − произвольное простое из множества 

1( ).K  Если 11( ),p N K  то по лемме 4.5[1] 

1 11 1F ( ) ( ),pN K N K p f  откуда 1 1F ( ) ( ).pN N p f  

Если 11( ),p N K  то 1 11 1F ( ) ,p N K N K  и, 

значит, 1 1F ( ).pN N  А так как согласно лемме 

4.2 [1] ( ) Ø,p f  то и в этом случае 1 1F ( ) ( ).pN N pf  

Применяя лемму 4.5[1] и учитывая 11 ,N K F  

получаем 1 .N F  Значит, снова 1 O ( ) ,H H F  

а следовательно, и 1H  принадлежит формации 

.F  Справедливость утверждения II при условии 
выполнения утверждения I доказана.  

Пусть выполняется утверждение II. Из ус-
ловия 1 2 ,H H H   где 1 ,H F  2 θФ ( ),H G


  

следует θФ ( ) .H H G


 F  Значит, выполняется 

утверждение I.              

Следствие 4.1.1. Пусть F G F  − локаль-

ная формация, ( ) P, F  θ  − абнормально ' -пол-

ный подгрупповой sm -функтор. И пусть H – суб-

нормальная подгруппа группы G, подгруппа Ф ( )G  

обладает свойством C .  Если θФ ( ) ,H H G


 F  

то .H F  

Следствие 4.1.2. Пусть F G F  − локаль-

ная формация. И пусть подгруппа Ф ( )G  груп-

пы G обладает свойством C ,  H – субнормаль-

ная подгруппа группы G. Тогда следующие ут-
верждения I и II равносильны. 

I. Ф ( ) .H H G F   

II. Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения  
O ( )H H 1 2O ( ) O ( ) ,H H H H    

где: 
1) 1 ;H F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  

3) 2 Ф ( ).H G   

Следствие 4.1.3. Пусть F G F  − локаль-

ная формация. И пусть подгруппа Ф ( )G  группы 

G обладает свойством C ,  H – субнормальная 

подгруппа группы G. Тогда следующие утвер-
ждения I и II равносильны. 

I. ( ) .H H G F   

II. Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения  
O ( )H H 1 2O ( ) O ( ) ,H H H H    

где: 
1) 1 ;H F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H   F  

3) 2 ( ).H G    

Следствие 4.1.4. Пусть F G F  − ло-

кальная формация, ( ) P. F  И пусть подгруппа 

Ф ( )G  группы G обладает свойством C ,  H – 

субнормальная подгруппа группы G. Если 
( ) ,H H G F  то .H F  

Полагая Ø,   из теоремы 4.1 получаем 
следующий результат. 



Л.М. Белоконь 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (30), 2017 34 

Следствие 4.1.5. Пусть F  − локальная 
формация, θ  − абнормально полный подгруппо-
вой sm -функтор. И пусть H – субнормальная 

подгруппа группы G. Тогда следующие утвер-
ждения I и II равносильны. 

I. θФ ( ) .H H G F   

II. Группа H представима в виде прямого 
произведения 1 2 ,H H H   где: 

1) 1 ;H F   

2) 2( ) ( ) Ø;H   F  

3) 2 θФ ( ).H G  

Следствие 4.1.5 теоремы 4.1 ослабляет тре-
бования, предьявляемые к функтору θ  в теореме 
2 из [3] (а также в утверждении 1) теоремы 1 из 
[4]), и дополняет соответствующий результат. 

Следствие 4.1.6. Пусть F  − локальная фор-

мация, ( ) P, F  θ  − абнормально полный подгруп-

повой sm -функтор. И пусть H – субнормальная 

подгруппа группы G. Если θФ ( ) ,H H G F  то 

.H F  
Следствие 4.1.6 теоремы 4.1 приведено в [3, 

следствие 2.1] и в [4, следствие 1.1] с дополни-
тельным условием регулярности m -функтора θ.   

Следствие 4.1.7. Пусть F  − локальная 
формация, и пусть H – субнормальная подгруппа 
группы G. Тогда следующие утверждения I и II 
равносильны. 

I. Ф( ) .H H G F   

II. Группа H  представима в виде прямого 
произведения 1 2 ,H H H   где: 

1) 1 ;H F   

2) 2( ) ( ) Ø;H   F  

3) 2 Ф( ).H G  

Следствие 4.1.8. Пусть F  − локальная 
формация, и пусть H – субнормальная подгруппа 
группы G. Тогда следующие утверждения I и II 
равносильны. 

I. ( ) .H H G F   

II. Группа H представима в виде прямого 
произведения 1 2 ,H H H   где: 

1) 1 ;H F   

2) 2( ) ( ) Ø;H   F  

3) 2 ( ).H G   

Следствие 4.1.8 включает следствие 2.2 из 
[3] и следствие 1.2 из [4]. 

Следствие 4.1.9 [3], [4]. Пусть F  − локаль-

ная формация, ( ) P. F  И пусть H – субнормаль-

ная подгруппа группы G. Если ( ) ,H H G F  

то .H F  
 

5 Приложения теоремы 2.1 для локаль-
ных Sn -замкнутых формаций. Приложения 

теоремы 4.1 для локальных формаций 
Теорема 5.1. Пусть F G F  − локальная 

Sn -замкнутая формация, θ  − F -абнормально 

' -полный подгрупповой sm -функтор. И пусть 

подгруппа Ф ( )G  группы G  обладает свойст-

вом C ,  H  − субнормальная подгруппы группы 

.G  Если ( ) θO (Ф ( ))H H G
 F ,F  то H  .F  

Доказательство. Пусть 

( ) θO (Ф ( )) .H H G
 F F  

Ясно, что H  − ( ) F -группа. Так как 

( ) θ θО (Ф ( )) Ф ( ),H G H G
   F  

то по теореме 2.1 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где 1 ,H F  2( O ( )) ( ) Ø.H H   F  Значит, 

1.H H                                                                      

Следствие 5.1.1. Пусть F G F  − локаль-

ная Sn -замкнутая формация, и пусть подгруппа 

Ф ( )G  группы G  обладает свойством C ,  H  – 

субнормальная подгруппа группы G. Если 

( )O ( ( )) ,H H G   F
F F  то .H F   

В случае Ø   из теоремы 5.1 вытекает 
следующее утверждение.  

Следствие 5.1.2. Пусть F  − локальная Sn -

замкнутая формация, θ  − F -абнормально пол-
ный подгрупповой sm -функтор. И пусть H  − 

субнормальная подгруппа группы G. Если 

( ) θO (Ф ( ))H H G F ,F  то H  .F  

Следствие 5.1.2 теоремы 5.1 включает ре-
зультат из [2] (утверждение (6) леммы 1.1). 

Теорема 5.2. Пусть F G F  − локальная 

формация, θ  − абнормально ' -полный под-
групповой sm -функтор. И пусть H – субнормаль-

ная подгруппа группы ,G  подгруппа Ф ( )G  об-

ладает свойством C .  Если 

( ) θО (Ф ( )) ,H H G
 F F  то .H F  

Доказательство. Пусть 

( ) θO (Ф ( )) .H H G
 F F  

Тогда θФ ( ) ,H H G


 F  и по теореме 4.1 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     где 1 ,H F  

2( O ( )) ( ) Ø.H H   F  

А так как H  − ( ) F -группа, то 1.H H         

Следствие 5.2.1. Пусть F G F  − локаль-

ная формация. И пусть H – субнормальная под-
группа группы ,G  подгруппа Ф ( )G  обладает 

свойством C .  Если ( )О (Ф ( )) ,H H G  F F  

то .H F  
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Следующий результат, вытекающий из тео-
ремы 5.2 в случае, если для абнормально ' -пол-
ного подгруппового sm -функтора θ  и любой 

группы G положить  θ( ) M ( ),G G G  N  усили-

вает следствие 5.2.1 теоремы 5.2 ввиду 

( ) ( )О (Ф ( )) О ( ( )).G G    F F  

Следствие 5.2.2. Пусть F G F  − локаль-

ная формация. И пусть H  – субнормальная под-
группа группы ,G  подгруппа Ф ( )G  обладает 

свойством C .  Если ( )О ( ( )) ,H H G   F F  

то .H F  

Следствие 5.2.3. Пусть F  − локальная фор-
мация, θ  − абнормально полный подгрупповой 

sm -функтор. И пусть H – субнормальная под-

группа группы .G  Если ( ) θО (Ф ( )) ,H H G F F  

то .H F   
Следствие 5.2.3 теоремы 5.2 усиливает тео-

рему 1 из [3], доказанную для случая 

( ) θО (Ф ( ))G H F  и при дополнительном усло-

вии, предполагающем: θ  − абнормально полный 
регулярный m -функтор.  

Следствие 5.2.4. Пусть F  − локальная 
формация, и пусть H – субнормальная подгруппа 
группы G. Если ( )О (Ф( )) ,H H G F F  то .HF   

В частном случае, когда H содержит 

( )О (Ф( )),G F  из следствия 5.2.4 вытекает резуль-

тат M.J. Tomkinson [2, теорема 3.1]. Следующий 
результат усиливает следствие 5.2.4 теоремы 5.2. 

Следствие 5.2.5. Пусть F  − локальная 
формация, и пусть H – субнормальная подгруппа 
группы G. Если ( )О ( ( )) ,H H G  F F  то .HF  

Из следствия 5.2.5 теоремы 5.2 вытекает со-
ответствующий результат для случая 

( )О ( ( ))G H  F  [3, следствие 1.1 теоремы 1]. 

В заключение отметим в виде теоремы одно 
общее, имеющее отношение к теоремам 2.1 и 4.1, 
свойство представления факторгруппы O ( ) ,H H  

связанное с обобщёнными подгруппами Фратти-
ни и локальной формацией .F G F

  
Теорема 5.3. Пусть F G F  − локальная 

формация, и пусть H − подгруппа группы ,G  

подгруппа Ф ( )G  обладает свойством C .  Име-

ют место следующие утверждения. 
I. Если θ  − абнормально ' -полный подгруп-

повой m-функтор, то факторгруппа O ( )H H  

представима в виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

множители которого удовлетворяют условиям: 
1) 1 ;H F  

2) 2 θФ ( ),H G


   

тогда и только тогда, когда O ( )H H  пред-

ставима в виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H      

множители которого удовлетворяют условиям: 

1) 1 ;H  F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H    F  

3) 2 θФ ( ).H G


   

II. Факторгруппа O ( )H H  представима в 

виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

множители которого удовлетворяют условиям: 
1) 1 ;H F  

2) 2 Ф ( )H G  2( ( )),H G   

тогда и только тогда, когда O ( )H H  пред-

ставима в виде прямого произведения 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H      

множители которого удовлетворяют условиям:  

1) 1 ;H  F   

2) 2( O ( )) ( ) Ø;H H    F  

3) 2 Ф ( )H G  2( ( ),H G   соответст-

венно). 
Доказательство. I. Пусть факторгруппа 

O ( )H H  представима в виде: 

1 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     

где 1 ,H F  2 θФ ( ),H G


  θ  − абнормально ' -

полный подгрупповой m -функтор. Предполо-
жим, 2( O ( )) ( ) Ø.H H   F  Принимая во 

внимание утверждение (5) леммы 1.1, 

θ 'Ф ( ) ( ) ,G G
     G N  

а значит, ввиду S -замкнутости формации ' G N  

подгруппа 2H  ' -нильпотентна и, следователь-

но, учитывая 2O ( ) O ( ),H H   имеем: 

2 0 2O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H      

где 0 O ( )H H  − нильпотентная холловская 

( ) ' F -подгруппа, а 2 O ( )H H
  − (нильпо-

тентная) холловская '( ) F -подгруппа группы 

2 O ( ).H H  Кроме того, так как формация F  

локальна, то по лемме 4.2 из [1] 0 O ( ) .H H F  

Имеем:  

1 0 2O ( ) O ( ) ( O ( ) O ( ))H H H H H H H H        

1 0 2

1 2

( O ( ) O ( )) O ( )

O ( ) O ( ) ,

H H H H H H

H H H H

  

 

   

 


   

где  

1 1 0O ( ) O ( ) O ( ) ,H H H H H H     F  

2 θФ ( ),H G


  2( O ( )) ( ) Ø.H H    F  

Обратное утверждение не требует доказательства. 
Утверждение II может быть доказано аналогично, 
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т. к. по утверждениям (1) и (5) леммы 1.1 под-
группы Ф ( )G  и ( )G  ' -нильпотентны; ут-

верждение II следует также из утверждения I: 
положим в соответствующих случаях для абнор-
мально ' -полного подгруппового m-функтора θ  

 θ( ) M( )G G G   и  θ( ) M ( ).G G G  N    

Следствие 5.3.1. Пусть F  − локальная фор-
мация, и пусть H − подгруппа группы G. Имеют 
место следующие утверждения. 

I. Если θ  − абнормально полный подгруппо-
вой m-функтор, то группа H представима в виде 
прямого произведения 1 2 ,H H H   множители 

которого удовлетворяют условиям: 
1) 1 ;H F   

2) 2 θФ ( ),H G  

тогда и только тогда, когда H представима в 

виде прямого произведения 1 2 ,H H H    множи-

тели которого удовлетворяют условиям: 

1) 1 ;H  F  

2) 2( ) ( ) Ø;H    F  

3) 2 θФ ( ).H G  

II. Группа H представима в виде прямого 
произведения 1 2 ,H H H   множители которо-

го удовлетворяют условиям: 
1) 1 ;H F  

2) 2 Ф( ),H G  2( ( )),H G   

тогда и только тогда, когда H представима в 

виде прямого произведения 1 2 ,H H H    множи-

тели которого удовлетворяют условиям: 

1) 1 ;H  F   

2) 2( ) ( ) Ø;H    F   

3) 2 Ф( )H G  2( ( ),H G  соответственно). 
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