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Предложен приближенный аналитический метод решения уравнения Шредингера с гауссовым потенциалом в им-
пульсном представлении. Идея метода заключается в представлении искомой волновой функции в виде суперпозиции 
волновых функций трехмерного гармонического осциллятора в импульсном представлении. Решения найдены в случае 
связанных состояний. 
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The approximate analytical method is proposed for solving the Schrödinger equation with the Gaussian potential in the momen-
tum representation. The idea of the method is to represent the desired wave function in the form of a superposition of wave 
functions of the three-dimensional harmonic oscillator in the momentum representation. Solutions are found in the case of cou-
pled states. 
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Введение 
Одной из основных проблем квантовой ме-

ханики является нахождение энергий связанных 
состояний частиц для потенциалов взаимодейст-
вия различной конфигурации. Основным инст-
рументом для решения этой задачи в нереляти-
вистском случае является уравнение Шрединге-
ра. В трехмерном пространстве это уравнение 
обычно приводят к парциальным уравнениям 
путем разложения всех входящих в него величин 
по сферическим гармоникам, зависящим от уг-
ловых переменных. Решение парциальных урав-
нений, как правило, является более простой за-
дачей, чем решение трехмерного уравнения. 

В импульсном представлении парциальное 
уравнение Шредингера для фиксированного значе-
ния орбитального квантового числа 0,1, 2,...l   в 
случае связанных состояний имеет вид [1] 
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В уравнении (0.1) m  – масса частицы,   – при-
веденная постоянная Планка, k  – модуль им-
пульса частицы, ( )l k  – парциальная волновая 

функция,  ,la k k   – парциальный потенциал в 

импульсном представлении, 0E   – энергия 
частицы. 

Для моделирования короткодействующих 
взаимодействий в квантовой теории широко ис-
пользуется потенциал Гаусса 

2
0( ) exp( ),V r V ar     (0.2) 

где 0 0V   – глубина потенциала, 0a   – пара-

метр, характеризующий его ширину.  
Решение спектральной задачи с потенциа-

лом (0.2) в координатном представлении было 
выполнено различными приближенными анали-
тическими и численными методами [2]–[9]. В 
импульсном представлении эта задача была ре-
шена в работе [10]. 

Известно, что релятивистские двухчастич-
ные уравнения квантовой теории поля, такие как 
уравнение Логунова – Тавхелидзе [11] или урав-
нение Кадышевского [12], в импульсном пред-
ставлении являются интегральными. Поэтому в 
данной работе мы обсуждаем метод приближен-
ного аналитического решения уравнения Шре-
дингера в импульсном представлении с целью его 
возможного обобщения на релятивистский случай. 
 

1 Метод решения  
Парциальный потенциал ( , )la k k   в интег-

ральном уравнении (0.1) определяется по форму-
ле [1] 
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где ( )lP x  – полином Лежандра [13]. Подстановка 

(0.2) в формулу (1.1) и вычисление интегралов 
приводит к выражению 
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в котором 1 2 ( )lI z  – модифицированная функция 

Бесселя [13].  
Приведем уравнение (0.1) с потенциалом 

(1.2) к безразмерному виду. Для этого выполним 
замену переменных и энергии по формулам 
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0 ,E V                            (1.3) 

где   и   – безразмерные переменные, 0   – 

безразмерный спектральный параметр. С учетом 
(1.3) представим интегральное уравнение (0.1) с 
потенциалом (1.2) в безразмерных переменных в 
виде  
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При формулировке уравнения (1.4) введено обо-
значение  2

02q a mV   и выполнено переобо-

значение волновой функции    .l lk     

Решение уравнения (1.4) будем искать в 
форме  
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    (1.5) 

где ( )l
   – парциальные волновые функции 

трехмерного гармонического осциллятора в им-
пульсном представлении, 

! ( 3 2 )lN l       
– нормирующий множитель, ( )z  – гамма-

функция, 1/ 2 ( )lL z
  – обобщенный полином Ла-

герра [13], C  – неизвестные постоянные коэф-

фициенты. Подставив сумму (1.5) в интегральное 
уравнение (1.4), умножив полученное равенство 
на ( )l

   и проинтегрировав его на полупрямой 

 0,  , мы получим систему линейных одно-

родных алгебраических уравнений для коэффи-
циентов  
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В системе уравнений (1.6) использованы сле-
дующие обозначения для интегралов: 
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– при 0   или 0   
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а также 
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где  
( ) (5 2 ) !,g l       

2 1( , , ; )F a b c z  – гипергеометрический ряд, ,i j  – 

дельта-символ Кронекера [13]. Значения инте-
гралов (1.7) мы взяли из справочника [14]. 
 

2 Анализ полученных результатов 
Таким образом, задача о решении инте-

грального уравнения (0.1) с ядром (1.2) была 
сведена к задаче о нахождении собственных зна-
чений   линейной алгебраической системы од-
нородных уравнений (1.6). Результаты нахожде-
ния   при разных значениях орбитального кван-
тового числа l  приведены в таблице 2.1 для 

0,005.q   

Графики волновых функций, построенные с 
использованием суммы (1.5), для 0l   и 7l   
показаны на рисунке 2.1.  

Отметим, что с ростом значения l  для со-
хранения точности необходимо увеличивать ко-
личество слагаемых в сумме (1.5). Мы полагали 
при построении каждого графика на рисунке 2.1, 
а), что в сумме (1.5) 201,M   а при построении 
графика на рисунке 2.1, б) – 351.M   
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Отметим, что в работе [10] был предложен 
приближенный аналитический метод решения 
уравнения Шредингера с использованием сум-
мы, аналогичной (1.5) в координатном представ-
лении. Кроме того, в этой работе уравнение (0.1) 
было решено методом квадратур (1.1). Для срав-
нения полученных результатов представим их в 
таблице 2.2 при 0,005.q   

В третьем и четвертом столбце таблицы 2.2 
записан результат приближенного аналитическо-
го решения уравнения Шредингера в импульс-
ном и координатном представлении соответст-
венно, а в пятом столбце – результат численного 
решения интегрального уравнения (1.4), при 
этом N – количество шагов в квадратурной фор-
муле. Проведя анализ результатов, полученных 
разными способами, можно сделать вывод об 
эффективности рассматриваемого здесь метода. 

 
Таблица 2.1 – Собственные значения   
 

M l 
 

n 
150 300 600 

1 0,797388006687952 0,797388006692116 0,797388006692110 
2 0,553887443391449 0,553887457151782 0,553887457151758 
3 0,345007609415862 0,345015684742383 0,345015684819089 

0 

4 0,174233548021766 0,175228714966842 0,175229048241785 
1 0,668962195973668 0,668962196177256 0,668962196177252 
2 0,442295536034096 0,442295685076295 0,442295685076914 
3 0,252137477936358 0,252234946770784 0,252234952063515 

1 

4 0,099207509451286 0,104599176941280 0,104611683610667 
1 0,214926842418461 0,214944363991372 0,214944365068270 5 
2 0,064772560696915 0,067320876652746 0,067328054279795 

6 1 0,118619410013109 0,118768189153254 0,118768251153496 
7 1 0,0303391164334095 0,031312330222877 0,031315796088782 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Волновые функции: а) для 0;l   б) для 7l   
 

Таблица 2.2 – Собственные значения ,  найденные различными методами 
 

l n M = 150 M = 300 [10] N = 90[10] 
1 0,797388006687952 0,797388006692130 0,797388006692111 
2 0,553887443391449 0,553887457151760 0,553887457151759 
3 0,345007609415862 0,345015684742373 0,345015684819085 

0 

4 0,174233548021766 0,175228714966775 0,175229048243894 
1 0,668962195973668 0,668962196177320 0,668962196177261 
2 0,442295536034096 0,442295685076343 0,442295685076918 
3 0,252137477936358 0,252234946770758 0,252234952063518 

1 

4 0,099207509451286 0,104599176941210 0,104611684774313 
1 0,214926842418461 0,214944363991333 0,214944365068266 5 
2 0,064772560696915 0,067320876652722 0,067328056076143 

6 1 0,118619410013109 0,118768189153335 0,118768251154786 
7 1 0,0303391164334095 0,031312330222893 0,031315798725289 
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Заключение 
В данной работе был предложен прибли-

женный аналитический метод решения уравне-
ния Шредингера в импульсном представлении 
для связанных состояний с гауссовым потенциа-
лом. Суть метода состоит в представлении неиз-
вестной волновой функции в виде суммы, со-
держащей волновые функции трехмерного гар-
монического осциллятора в импульсном пред-
ставлении. Таким образом, задача о решении 
интегрального уравнения была сведена к системе 
линейных алгебраических уравнений для неиз-
вестных коэффициентов. В процессе решения 
был найден энергетический спектр и волновые 
функции связанных состояний в некоторых ча-
стных случаях. Сравнение полученных результа-
тов с решениями данной задачи, найденными 
другими способами в координатном и импульс-
ном представлении, продемонстрировало эффек-
тивность предложенного метода. 
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