
Проблемы физики, математики и техники, № 4 (29), 2016 
 

© Бородич Р.В., Бородич Е.Н., Селькин М.В., 2016                    41 

  
УДК 512.542 

О СТРОЕНИИ СУБНОРМАЛЬНЫХ ПОДГРУПП 
В ГРУППАХ С ОПЕРАТОРАМИ 

Р.В. Бородич, Е.Н. Бородич, М.В. Селькин 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
 

ON THE STRUCTURE OF SUBNORMAL SUBGROUPS 
IN GROUPS WITH OPERATORS 

R.V. Borodich, E.N. Borodich, M.V. Selkin 

F. Scorina Gomel State University 
 

Изучаются свойства пересечений максимальных подгрупп в группах с операторами. 
 
Ключевые слова: конечная группа, субнормальная подгруппа, локальная формация. 
 
The properties of intersection of maximal subgroups in groups with the operators are studied. 
 
Keywords: finite group, subnormal subgroup, local formation. 

 
 

 Введение 
В работе Д.Бейдлемана и Ш.Смита [1] был 

поставлен следующий вопрос: «Если H – суб-
нормальная подгруппа группы G, содержащая 
подгруппу Фраттини ( ),G  то будет ли из сверх-

разрешимости ( )H G   следовать сверхразре-

шимость подгруппы H?» Эта задача рассматри-
валась в работах М.В. Селькина [2], Баллестера-
Болиншеса [3] и многих других авторов [2]. 

В данной работе даётся ответ на более об-
щий вопрос: «Пусть   – локальная формация, H 
– субнормальная подгруппа. В каком случае из 

( )H G A     будет следовать, что ,H   где 

( )G A   подгруппа, равная пересечению ядер 

всех абнормальных максимальных A-допусти-
мых подгрупп?»  

 
1 Используемые определения и леммы 
Рассматриваются только конечные группы. 

В обозначениях и определениях мы следуем мо-
нографиям [2], [4].  

Через GM  обозначают ядро подгруппы M  

в группе G (то есть пересечение всех подгрупп 
из G, сопряженных с подгруппой M).  

Пусть даны группа G, множество A и ото-
бражение ( ),f A End G   где ( )End G  – гомо-

морфное отображение группы G в себя или эн-
доморфизм группы G. Подгруппа M называется 
A-допустимой, если M выдерживает действие 
всех операторов из A, то есть M M   для лю-
бого оператора .A  

Несложно заметить, что так как операторы 
действуют как соответствующие им эндомор-
физмы, то каждая характеристическая подгруппа 

является A-допустимой для произвольной груп-
пы операторов.  

Напомним, подгруппа H группы G называ-
ется: пронормальной, если для любого x G  

подгруппы H  и xH  сопряжены между собой в 
;xH H    абнормальной, если xx H H    

для любого .x G   
Обозначим через ( )G A   пересечение ядер 

всех максимальных A-допустимых подгрупп, а 
через ( )G A   ( ( ))p G A   пересечение ядер всех 

абнормальных (абнормальных не p-нильпотент-
ных) максимальных A-допустимых подгрупп.  

Для пересечения всех абнормальных (аб-
нормальных не p-нильпотентных) максимальных 
подгрупп группы G будем использовать ставшее 
традиционным обозначение подгруппы Гашюца 

( )G  ( ( )).p G  

В случае отсутствия в группе G указанных 
подгрупп будем полагать, что соответствующие 
пересечения совпадают с самой группой G.  

Необходимо отметить, что не всегда множе-
ство всех максимальных подгрупп группы G бу-
дет совпадать со множеством всех максимальных 
A-допустимых подгрупп группы G относительно 
некоторой группы операторов A [5].  

Напомним, что группа G называется  -зам-
кнутой, если она содержит инвариантную  -хол-
ловскую подгруппу.  

Лемма 1.1. Пусть группа G имеет группу опе-
раторов A, такую, что ( ) 1,G A     ,K N G   

,K G  N  и K  – A-допустимые подгруппы 

группы G и ( ).K G A    Тогда справедливы сле-

дующие утверждения:  

МАТЕМАТИКА
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1) если N K   -замкнута, то и N   -зам-
кнута;  

2) ( ) ( ) .p pF N K F N K    

Доказательство. Пусть N K  имеет нор-
мальную S -подгруппу .H K  Так как 

( ),K G A    то K нильпотентна. Нетрудно заме-

тить, что S  -подгруппа R из K является S  -под-

группой в H. По теореме Шура-Цассенхауза H 
содержит S -подгруппу S  и любые две такие 

подгруппы сопряжены в H. По обобщенной лем-
ме Фраттини ( ) .GG N S H  С учётом того, что 

,H SR  получаем, что ( ) .GG N S R  Так как S  

есть S -подгруппа в N, а подгруппа N A-до-

пустима, то S A-допустима. Тогда подгруппа 
( )GN S  A-допустима и является абнормальной 

подгруппой группы G. Следовательно, ( )GN S  со-

держится в некоторой абнормальной максималь-
ной A-допустимой подгруппе M из G. Поэтому 

.G MR  Так как ( ) ,R G A M     то .G M  

Получили противоречие. Следовательно, S нор-
мальна в G.  

Второе утверждение леммы является след-
ствием первого при .p                                      

Лемма 1.2 [6, с. 367]. Пусть F – локальная 
формация, G F  и p  является простым дели-

телем порядка группы G. Тогда формация F со-
держит циклическую группу порядка p. В част-
ности, если   – локальная формация, ( ),     

то .N F E    

Лемма 1.3 [4, с. 38]. Пусть f – локальный 
экран формации F. Группа G тогда и только 
тогда принадлежит F, когда ( ) ( )pG F G f p   

для любого ( ).p G   

Лемма 1.4. Пусть K – нормальная подгруп-
па группы G обладающая свойством С  и H  – 

холлова подгруппа из K. Тогда ( )GN H  – абнор-

мальная подгруппа группы G.  
Доказательство. Заметим, что для любого 

x G  подгруппы H  и xH  сопряжены между 

собой в xH H K   , то есть H  является про-
нормальной подгруппой в G. Тогда подгруппа 

( )GN H  является абнормальной в G.                     

Из теоремы Силова следует, что любая под-
группа группы G обладает свойством .pC  Отсю-

да и из предыдущей леммы получаем, что в лю-
бой нормальной подгруппе нормализатор A-до-
пустимой силовской подгруппы является абнор-
мальной подгруппой группы G.  

Лемма 1.5 [7, с. 44]. Пусть p – простое не-
чётное число. Группа G является p-нильпотент-
ной тогда и только тогда, когда для любой под-
группы P,  характеристической в некоторой 

силовской p-подгруппе группы G, ( ) ( )G GN P C P  

– p-подгруппа. 
Лемма 1.6 [8, с. 26]. Пусть группа G имеет 

группу операторов A. Если K – A-допустимая 
подгруппа группы G, то ( )GN K  является A-до-

пустимой подгруппой группы G. 
 
2 Cвойства пересечений максимальных 

подгрупп в группах с операторами. 
Теорема 2.1. Пусть группа G имеет группу 

операторов A, такую, что ( ) 1,G A       – 

локальная формация, ( ).     Если субнор-

мальная A-допустимая подгруппа H группы G 
содержит ( ( ))O G A    и ( ( )) ,H O G A     

то .H    
Доказательство. Согласно лемме 1.2   со-

держится в E  классе всех  -групп. Не ограни-

чивая общности, можно считать, что ( )G A   – 

 -группа. Таким образом, H  –  -группа и 
( ) .H G A     Пусть .p  Так как H  – суб-

нормальная подгруппа группы G и согласно 
леммы 1.1 ( ( )) ( ) ( ),p pF G G A F G G A        по-

лучаем, что ( ( )) ( ) ( ).p pF H G A F H G A        

Так как ( ) ,H G A     то, используя лемму 1.1 

и лемму 1.3, получаем, что  
( ( )) ( ( ))

( ) ( ) ( )

p

p

H G A F H G A

H G A F H G A

       

       
 

( ) ( )pH F H f p    

Так как последнее справедливо для любого 
( ),p H  то по лемме 1.3 подгруппа H входит в 

.  Теорема доказана.  
В случае, когда   содержит формацию 

нильпотентных групп, тогда P   и теорема 2.1 
дает  ответ  на вопрос: «Если H субнормальная 
A-допустимая подгруппа группы G, такая, что 

( ) ,H G A     то H  ?»  

В случае, когда группа операторов 1,A   то 

подгруппа ( )G A   совпадает с подгруппой Га-

шюца ( )G  и имеет место следующее  

Следствие 2.1.1. Пусть   – локальная фор-
мация, ( ).     Если субнормальная подгруппа H 

группы G содержит ( ( ))O G   и ( ( )) ,H O G    

то .H    
Используя доказательство теоремы 2.1, не-

сложно получить следующее следствие.  
Следствие 2.1.2. Пусть группа G имеет 

группу операторов A, такую, что ( ) 1,G A     

  – локальная формация, ( ).     Если суб-

нормальная A-допустимая подгруппа H группы G 
содержит ( ( ))O G A    и ( ( )) ,H O G A     

то .H   
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Если группа операторов A единична, то 
подгруппа ( )G A   совпадает с подгруппой 

Фраттини ( )G  и из следствия 2.1.2 получаем 

результат работы [3].  
Замечание. Если локальная формация   не 

содержит формацию нильпотентных групп, то 
даже в случае единичной группы операторов из 
того, что ( )H G    для субнормальной под-

группы H, не всегда следует, что .H   Дейст-
вительно, пусть pS   – насыщенная формация 

всех p-групп, p – простое число. Рассмотрим 
q p  и пусть 2 2p q

G C C   – циклическая груп-

па порядка 2 2 .p q  Если 2 ( ),
p

H C G   тогда 

H G  и ( ) ,H G    но .H   

Теорема 2.2. Пусть группа G имеет группу 
операторов A, такую, что ( ) 1,G A       – ло-

кальная формация. Если N – субнормальная A-до-
пустимая подгруппа группы G и 

( ) .N N G A     

Тогда N представима в виде прямого произведе-
ния 1 2 ,N N N   множители которого удовле-

творяют следующим условиям:  
1) 1 ;N   

2) 2( ) ( ) ;N       

3) 2 ( ).N G A    

Доказательство. Пусть ( ),D N G A    

( ).     По теореме 2.1 подгруппа N  предста-

вима в виде 1 2 ,N N N   где 1N  – холловская 

 -подгруппа из N. Так как 2 ( ),N G A    то 

1 1 ,N DN D    где 1 1 ( ).D N G A    Пусть 

.p  Так как 1 1 ,N D   то, используя лемму 

1.1 и лемму 1.3, получаем, что  

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

p

p p

N D F N D

N D F N D N F N f p

   

      
 

Так как последнее справедливо для любого 

1( ),p N  то по лемме 1.3 подгруппа 1N  входит 

в .                                                                            
Следствие 2.2.1. Пусть группа G имеет груп-

пу операторов A, такую, что ( ) 1,G A       – 

локальная формация, содержащая все нильпотент-
ные группы. Если N – субнормальная A-допустимая 
подгруппа группы G и ( ) ,N N G A     то 

.N    
Следствие 2.2.2. Пусть группа G имеет 

группу операторов A, такую, что ( ) 1,G A     

  – локальная формация. Если N – субнормаль-
ная A-допустимая подгруппа группы G и 

( ) .N N G A     Тогда N представима в виде 

прямого произведения 1 2 ,N N N   множители 

которого удовлетворяют следующим условиям:  

1) 1 ;N    

2) 2( ) ( ) ;N      

3) 2 ( ).N G A    

Следствие 2.2.3. Пусть группа G имеет груп-
пу операторов A, такую, что ( ) 1,G A       – 

локальная формация, содержащая все нильпо-
тентные группы. Если N – субнормальная A-до-
пустимая подгруппа группы G и 

( ) ,N N G A     

то .N    
В случае, когда группа операторов единич-

на имеет место следующее  
Следствие 2.2.4. Пусть   – локальная фор-

мация. Если N – субнормальная подгруппа группы 
G  и ( ) .N N G    Тогда N  представима в 

виде прямого произведения 1 2 ,N N N   мно-

жители которого удовлетворяют следующим 
условиям:  

1) 1 ;N   

2) 2( ) ( ) ;N      

3) 2 ( ).N G    

Следствие 2.2.5. Пусть   – локальная фор-
мация, содержащая все нильпотентные группы. 
Если N – субнормальная подгруппа группы G и 

( ) ,N N G    то .N    

Следствие 2.2.6. Пусть   – локальная фор-
мация. Если N – субнормальная подгруппа группы 
G  и ( ) .N N G    Тогда N  представима в 

виде прямого произведения 1 2 ,N N N   мно-

жители которого удовлетворяют следующим 
условиям:  

1) 1 ;N   

2) 2( ) ( ) ;N      

3) 2 ( ).N G   

Следствие 2.2.7. Пусть   – локальная фор-
мация, содержащая все нильпотентные группы. 
Если N – субнормальная подгруппа группы G и 

( ) ,N N G    то .N   

Теорема 2.3. Пусть группа G имеет группу 
операторов A, такую, что ( ) 1G A     и 2.p   

Тогда либо ( ) ( ),p G A G A      либо G  является 

p-разрешимой группой.  
Доказательство. Пусть   – формация всех 

p-нильпотентных групп. Так как G не p-разре-
шима, то .K G   Можно считать, что 

( ) 1.pO G   Пусть P – силовская p-подгруппа из 

K. По теореме Томпсона в P найдётся такая ха-
рактеристическая, а следовательно, A-допусти-
мая подгруппа 1,R   что ( ) .KN R   Так как R  

– A-допустимая подгруппа, то по лемме 1.6 ( )GN R  

– A-допустимая подгруппа. Далее ( ) ( ).K GN R N R  

Значит, ( ) .GN R   Так как ( ) 1,pO G   то ( ) .GN P G  
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По лемме 1.4, ( )GN P  – абнормальная подгруппа. 

Из того, что ( ) ( ),G GN P N R  имеем, что ( )GN R  

– абнормальная подгруппа. Так как любая под-
группа, содержащая ( )GN R  является абнормаль-

ной и не p-нильпотентной, то в качестве абнор-
мальной не p-нильпотентной максимальной A-до-
пустимой подгруппы выберем наибольшую A-до-
пустимую подгруппу, содержащую ( ).GN R  

Пусть G не p-разрешима. Обозначим через 
D пересечение ядер всех абнормальных не p-ниль-
потентных максимальных A-допустимых под-
групп группы G. Если в G нет p-нильпотентных 
максимальных A-допустимых подгрупп, то 

( ).D G A    Так как G  не p-разрешима, то G  

имеет  по  крайней мере одну абнормальную не 
p-нильпотентную максимальную A-допустимую 
подгруппу. Следовательно, .D G  

В G существует p-нильпотентная абнор-
мальная максимальная A-допустимая подгруппа 
MD. В противном случае, если любая p-ниль-
потентная абнормальная максимальная A-допус-
тимая подгруппа из G содержит D, то ( ) .G A D    

Отсюда следует, что .G MD  Имеем  
G D M M D                     (2.1) 

является p-нильпотентной, в частности, p-разре-
шимой.  

Пусть P – A-допустимая силовская p-под-
группа из D. По лемме Фраттини ( ).GG DN P  

Тогда или ( ) ,GN P G  или ( )GN P  – p-нильпо-

тентная подгруппа.  
Если ( ) ,GN P G  то .P G  Следовательно, 

( ),P G A   а значит, ( )G A   p-разрешима, то-

гда из (2.1) G p-разрешима. Противоречие. Полу-
чаем, что ( )GN P  является A-допустимой p-ниль-

потентной подгруппой. Если D p-нильпотентна, 
то G по (2.1) является p-разрешимой, получаем 
противоречие, которое показывает, что D не p-ниль-
потентна.  

По лемме 1.5 в D существует характеристи-
ческая подгруппа P  из P, такая, что 

( ) ( )D DN P C P   – 

не p-группа. Так как ( ) ( ),G GN P N P   то 

( ).GG DN P   

Возможны ситуации: ( )GN P G   или ( )GN P  

p-нильпотентна. Но во втором  случае ( )DN P   

p-нильпотентна и ( ) ( )D DN P C P   – p-группа. 

Остаётся предположить, что ( ) ( )D DN P C P   – 

не p-группа и P  нормальна в G.  
Пусть P  максимальная среди всех таких 

подгрупп. Положим .G G P   Пусть 0P  – ха-

рактеристическая  подгруппа  в  .P  Тогда 0P  

характеристична в P  и содержит P . Следова-
тельно, 0 0( ) ( )D DN P C P  – p-группа.  

Но  

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )D DD D
N P N P P и C P P P C P        

где 0 0 .P P P   Из этого получаем, что 

0 0( ) ( )
D D

N P C P  – p-группа. Следовательно, по 

лемме 1.5 D  p-нильпотентна. Так как D D P   
и P  – p-группа, то D p-разрешима и, следова-
тельно, G p-разрешима. Последнее противоречие 
показывает, что ( ).D G A                                    

Следствие 2.3.1. Пусть 2,p   тогда либо 

( ) ( ),p G G    либо G  является p-разрешимой 

группой.  
Из следствия 2.3.1 вытекает результат 

В.В. Шлыка из [9].  
 

Заключение  
В данной работе исследовано влияние опе-

раторно-обобщенной подгруппы Фраттини на 
строение конечных групп.  
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