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Пусть F  – класс групп. Конечная группа G  называется ca - F -группой, если каждый ее неабелевый главный фактор 
является простой группой и ( )GH K C H K/ / ∈F  для каждого абелевого главного фактора группы G.  В работе най-
дена структура конечной ca - F -группы при предположении, что F  является насыщенной формацией разрешимых 
групп. Изучены свойства произведений взаимно перестановочных ca - F -групп. 
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Let F  be a class of groups. A finite group G  is called a ca - F -group if its every non-abelian chief factor is simple and 

( )GH K C H K/ / ∈F  for every abelian chief factor H K/  of G.  In this paper the structure of finite ca - F -groups under 
the assumption that F  is a soluble saturated formation is found. Properties of mutually permutable products of finite ca - F -groups 
are studied. 
 
Keywords: finite group, ca - F -group, composition formation, mutually permutable products of subgroups. 

 
 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Понятие композиционной формации было впер-
вые введено Л.А. Шеметковым в [1] и Р. Бэром в 
неопубликованной рукописи (отмечено в [2, IV, 
C. 370]). Всякая насыщенная формация является 
композиционной. Класс всех квазинильпотент-
ных групп является примером ненасыщенной 
композиционной формации. Го Вэньбинем и 
А.Н. Скибой в [3], [4] было предложено интерес-
ное обобщение квазинильпотентности – конст-
рукция квази- F -групп. В [3] они доказали, что 
класс всех квази- F -групп является композици-
онной формацией, если F  – насыщенная форма-
ция, содержащая все нильпотентные группы. В 
[3], [4] были также рассмотрены некоторые при-
ложения формации квази- F -групп.  

В.А. Ведерников в [5] ввел понятие c-сверх-
разрешимой группы. Напомним, что группа G 
называется c-сверхразрешимой, если она облада-
ет главным рядом, все факторы которого изо-
морфны простым группам. В [6] А.Ф. Василье-
вым и Т.И. Васильевой было доказано, что класс 

cU  всех c-сверхразрешимых групп является 
композиционной, но ненасыщенной формацией. 
В [7] Д. Робинсон установил структурные свой-
ства c-сверхразрешимых групп (в терминологии 
[7] SC-групп).  

В [8] было введено следующее обобщение 
c-сверхразрешимости.  

Пусть F  – класс групп. Напомним [9], что 
главный фактор H K/  группы G   называется 
F -центральным, если ( )GH K G C H K/ / / ∈ .F   

Определение 0.1 [8]. Пусть F  – класс 
групп. Будем говорить, что группа G  является 
ca - F -группой, если ее каждый неабелевый глав-
ный фактор является простой группой, а каждый 
абелевый главный фактор H K/  F -централен.  

Класс всех ca - F -групп обозначается через 

ca .F  В случае, когда = ,F U  получим формацию 

cU  всех c-сверхразрешимых групп. Если = ,F NA  
получим формацию ca ,NA  состоящую из всех 
групп G, у которых неабелевые главные факторы 
изоморфны простым группам, а для каждого 
абелевого главного фактора H K/  группы G  
группа автоморфизмов ( )GAut H K/  абелева. 
Если = ,F G  то класс caF  совпадает с классом 
всех SNAC-групп [7], т. е. классом всех групп, у 
которых неабелевые главные факторы – простые 
группы.  

Класс всех ca - F -групп образует компози-
ционную формацию [8]. Также в [8] были уста-
новлены  свойства произведений нормальных 
ca - F -подгрупп.  
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Напомним [9, §8], что через ( )Z G∞
F  обозна-

чается F -гиперцентр группы G  – произведение 
всех нормальных подгрупп H из G,  нормальные 
G-допустимые факторы которых F -центральны в G.  

Следующая теорема является расширением 
результата Робинсона [7] для случая, когда F  – 
разрешимая насыщенная формация.  

Теорема A. Пусть F  – разрешимая насы-
щенная формация. Группа G является ca - F -груп-
пой тогда и только тогда, когда G  удовлетво-
ряет следующим утверждениям:  

1) G G= ;F S   
2) если 1G ≠ ,F  то ( )G Z G/F F  является 

прямым произведением G-инвариантных неабе-
левых простых групп; 

3) ( ) ( )Z G Z G∞⊆ .F F   
Следуя работе [10], группу G HK=  будем 

называть произведением взаимно перестановоч-
ных подгрупп H и K, если H перестановочна с 
любой подгруппой из K, а K перестановочна с 
любой подгруппой из H. Взаимно перестановоч-
ные произведения сверхразрешимых и c-сверх-
разрешимых подгрупп изучались во многих ра-
ботах различных авторов (см. монографию [11]). 
Ряд работ был посвящен рассмотрению случая, 
когда группа G HK=  является произведением 
взаимно перестановочных подгрупп H и K, кото-
рые принадлежат насыщенной формации .F  По-
этому естественной является следующая проблема.  

Проблема. Пусть F  – композиционная 
формация. Какова структура группы G HK= ,  
где H и K – взаимно перестановочные F -под-
группы группы G. 

В данной работе эта проблема решается для 
формации ca - F -групп, где F  – насыщенная 
формация, содержащая класс U  всех сверхраз-
решимых групп.  

Теорема B. Пусть F  – наследственная на-
сыщенная формация, содержащая U.  Пусть 
группа G HK=  – произведение взаимно переста-
новочных подгрупп H и K. Если G  – ca - F -группа, 
то H и K также ca - F -группы.  

Следствие B.1 [12]. Пусть G HK=  – про-
изведение взаимно перестановочных подгрупп 
H  и K .  Если G  – c-сверхразрешимая группа, 
то H  и K  также c-сверхразрешимы.  

Следствие B.2 [13]. Пусть G HK=  – про-
изведение взаимно перестановочных подгрупп 
H  и K .  Если G  – SNAC-группа, то H  и K  
также SNAC-группы.  

Следствие B.3. Пусть G HK=  – произве-
дение взаимно перестановочных подгрупп H  и 
K .  Если G  – ca -NA -группа, то H и K также 
ca -NA -группы.  

Известно, что в общем случае группа, пред-
ставимая в виде произведения своих нормальных 
сверхразрешимых подгрупп, не является сверх-
разрешимой. В 1957 году Бэр [14] установил, что 
такая группа будет сверхразрешимой, если ее 
коммутант нильпотентен. Следующая теорема 
является развитием данного результата.  

Теорема C. Пусть F  – насыщенная форма-
ция, содержащая U.  Если группа G HK=  – про-
изведение взаимно перестановочных ca - F -под-
групп H  и K и коммутант G′  группы G квази-
нильпотентен, то G  – ca - F -группа.  

Следствие C.1 [12]. Пусть G HK=  – про-
изведение взаимно перестановочных c-сверхраз-
решимых подгрупп H и K .  Если коммутант G′  
группы G квазинильпотентен, то G – c-сверхраз-
решимая группа.  

Следствие C.2 [15]. Пусть G HK=  – про-
изведение взаимно перестановочных сверхраз-
решимых подгрупп H и K .  Если коммутант G′  
группы G нильпотентен, то G сверхразрешима.  

Следствие C.3. Пусть G HK=  – произве-
дение взаимно перестановочных подгрупп H и K. 
Если H и K – ca -NA -группы и коммутант G′  
группы G квазинильпотентен, то G – ca -NA -
группа.  

Следующее следствие расширяет результат о 
свойствах нормальных произведений ca - F -групп 
из работы [8].  

Следствие C.4. Пусть F  – насыщенная фор-
мация, содержащая U.  Если группа G HK=  – 
произведение нормальных ca - F -подгрупп H  и 
K  и коммутант G′  группы G квазинильпотен-
тен, то G – ca - F -группа.  

Хорошо известно, что группа, являющаяся 
произведением своих нормальных сверхразре-
шимой и нильпотентной подгрупп сверхразре-
шима. В развитие этого случая получен следу-
щий результат.  

Теорема D. Пусть F  – насыщенная форма-
ция дисперсивных по Оре групп, содержащая U.  
Пусть группа G HK=  – произведение взаимно 
перестановочных подгрупп H  и K .  Если под-
группа H  – ca - F -подгруппа, а K  квазиниль-
потентна, то G  – ca - F -группа.  

Следствие D.1 [12]. Пусть G HK=  – про-
изведение взаимно перестановочных подгрупп 
H  и K .  Если подгруппа H  c-сверхразрешима, а 
K квазинильпотентна, то G – c-сверхразреши-
мая группа.  

Следствие D.2 [15]. Пусть G HK=  – про-
изведение взаимно перестановочных подгрупп H 
и K .  Если подгруппа H сверхразрешима, а K  
нильпотентна, то G – сверхразрешимая группа.  
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1 Предварительные результаты 
Используется стандартная теоретико-груп-

повая терминология из монографий [2], [16]. На-
помним понятия и обозначения, существенные в 
работе. Через P  обозначается множество всех 
простых чисел; 1 – единичная группа; H K  – 
полупрямое произведение групп H  и K;  G  – 
класс всех групп; S  – класс всех разрешимых 
групп; U  – класс всех сверхразрешимых групп; 

cU  – класс всех c-сверхразрешимых групп; N  – 
класс всех нильпотентных групп; pN  – класс 
всех p-групп; J  – класс всех простых групп; A  
– класс всех абелевых групп; ( 1)p −A  – класс 
всех абелевых групп экспоненты, делящей 1;p −  

( )GK  – множество всех композиционных фак-
торов группы G. 

Группа G порядка 1 2
1 2 ... n

np p pαα α  ( ip  – про-
стое число, 1, 2,..., )i n=  называется дисперсив-
ной по Оре, если 1 2 ... np p p> > >  и G имеет нор-

мальную подгруппу порядка 1 2
1 2 ... i

ip p pαα α  для 
любого 1,2,..., .i n=  

Формацией называется класс, замкнутый 
относительно взятия гомоморфных образов и 
подпрямых произведений. Формация F  называ-
ется насыщенной, если из ( )G G/ Φ ∈F  следует, 
что G∈ ;F  наследственной (нормально наслед-
ственной), если F  вместе с каждой группой со-
держит все ее (соответственно нормальные) под-
группы.  

Пусть F  – непустая формация. Через GF  
обозначается F -корадикал группы G,  т. е. наи-
меньшая нормальная подгруппа группы G, для 
которой G G/ ∈ .F F  Через GF  обозначается F -ра-
дикал  группы G, т. е. наибольшая нормальная 
F -подгруппа группы G.   

Отображение {формации}f : →P  называ-
ется локальным экраном. Формация F  называет-
ся локальной, если она имеет хотя бы один ло-
кальный экран f такой, что 

( ( ) ( )GG G C H K f p= ∈ | / / ∈ ,F G  
для любого главного фактора H K/  и для любо-
го ( ))p H K∈π / .  Известно, что формация F  
является локальной тогда и только тогда, когда 
она насыщена [2, IV, Теорема 4.6].  

Отображение {формации}f : →J  называ-
ется композиционным экраном. Формация F  
называется композиционной (или Бэр-локальной 
формацией, если использовать терминологию из 
[2]), если она имеет хотя бы один композицион-
ный экран f такой, что 

( ( ) ( )GG G C H K f A= ∈ | / / ∈F G  
для любого )H KA /∈ .K   

Внутренним локальным экраном формации 
F  называется такой локальный экран f ,  что 

( ) ( )f p LF f⊆  для любого простого числа p. Экран 
f называется максимальным внутренним локаль-
ным экраном формации ,F  если f  является 
максимальным элементом множества всех внут-
ренних локальных экранов формации .F  Анало-
гично вводятся понятия внутреннего композици-
онного и максимального внутреннего компози-
ционного экранов.  

Любая локальная (композиционная) формация 
имеет единственный максимальный внутренний 
локальный (композиционный) экран [16, гл. 1].  

В работе будем использовать следующие 
известные результаты о свойствах класса ca .F   

Лемма 1.1 [8]. Пусть F  – класс групп. То-
гда класс caF  является непустой формацией.  

Теорема 1.2 [8]. Пусть F  – насыщенная 
формация и f – ее максимальный внутренний ло-
кальный экран. Тогда формация caF  является ком-
позиционной и имеет максимальный внутренний 
композиционный экран h такой, что ( ) cah N = ,F  
если N – простая неабелева группа и ( )h N =  

( )f p= ,  если N  – простая p-группа, где p – про-
стое число.  

Лемма 1.3 [6]. Пусть F  – формация и N  – 
минимальная нормальная подгруппа группы G 
такая, что N pα| |=  для некоторого простого 
числа p. Если N содержится в подгруппе H из G 
и ( )HH C U V/ / ∈F  для любого H-главного фак-
тора U V/  группы N ,  то ( )H pH C N/ ∈ .FN   

Нам также потребуются следующие резуль-
таты о произведениях взаимно перестановочных 
подгрупп.  

Лемма 1.4 [11]. Пусть подгруппы H и K 
группы G взаимно перестановочны, подгруппа N 
нормальна в G.  Тогда HN N/  и KN N/  взаимно 
перестановочны.  

Лемма 1.5 [11]. Пусть G HK=  – произве-
дение взаимно перестановочных подгрупп H и K. 
Тогда справедливы следующие утверждения:  

1) если N – максимальная нормальная под-
группа группы G, то 

{ ( ) } { }HN KN H K N N G, , ∩ ⊆ , ;  
2) если N – неабелева минимальная нор-

мальная подгруппа группы G, то 
{ } { 1}H N K N N∩ , ∩ ⊆ ,  и ( )( )N N H N K= ∩ ∩ ;  

3) если N – минимальная нормальная под-
группа группы G,  то либо N H K≤ ∩ ,  либо 
[ ] 1N H K, ∩ = ;   

4) если N – минимальная нормальная под-
группа группы G,  то { } { 1}H N K N N∩ , ∩ ⊆ , ;   

5) если N – минимальная нормальная под-
группа группы G, содержащаяся в H и 1K N∩ = ,  
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то либо ( )GN C H≤ ,  либо ( )GN C K≤ .  Кроме 
того, если N  – нециклическая, то ( )GN C K≤ .   

Теорема 1.6 [11]. Пусть 1G ≠  и G HK=  – 
произведение своих взаимно перестановочных 
подгрупп H  и K .  Тогда 1G GH K ≠ .   

 
2 Доказательство теоремы A 
В данном разделе доказывается теорема, 

описывающая структуру конечной ca - F -группы.  
Лемма 2.1. Пусть F  – разрешимая форма-

ция. Если G  является ca - F -группой, то спра-
ведливы следующие утверждения:  

1) ( )GG G C G≤ ≤ ;S
S

F   
2) ( ) ( )G Z G≤ .S S

S   
Доказательство. Докажем утверждение 1). 

Заметим, что все главные факторы группы G, 
лежащие в подгруппе G ,S  являются F -централь-
ными в G.  Следовательно, подгруппа GS  явля-
ется F -гиперцентральной и, таким образом, яв-
ляется подгруппой F -гиперцентра ( )Z G∞ .F  В 
силу следствия 9.3.2 [16] имеем, что 

( ( ))GG C Z G∞≤ .F F  
Отсюда и из того, что F  – разрешимая форма-
ция, заключаем, что ( )GG G C G≤ ≤ .FS

S   
Докажем утверждения 2). Пусть ( )R G= .S

S  
Из R  char G GS  следует, что R G.  Поэтому 
R G≤ .S  Ввиду утверждения 1) леммы 

( )GG C R≤ .S  Откуда следует справедливость 
утверждения 2). Лемма доказана.  

Доказательство теоремы A. Обозначим 
через D  разрешимый корадикал GS  группы G.   
Пусть G  – ca - F -группа. Если группа G  разре-
шима, то 1D =  и G∈ .F  Поэтому утверждения 
1), 2) и 3) выполняются. Будем считать, что 
группа G  не является разрешимой. Тогда 1D ≠ .   

Так как F  – разрешимая формация, то 
G G/ ∈ ⊆ .F F S  Следовательно, D G⊆ .F  Так как 

caF  является формацией, то caG D/ ∈ .F  В силу 
разрешимости факторгруппы G D/  получаем, 
что  G D/ ∈ .F  Значит,  G D⊆F  и D G= .F  Ут-
верждение 1) выполняется. Заметим, что все 
главные факторы группы G, лежащие ниже центра 

( )Z D ,  являются абелевыми, а значит и F -цент-
ральными. Следовательно, центр ( )Z D  является 
F -гиперцентральным и утверждение 3) выпол-
няется.  

Покажем, что ( )D Z D/  является прямым 
произведением G-инвариантных простых групп.  

Предположим, что ( ) 1Z D = .  Пусть 1N  – 
минимальная нормальная подгруппа группы G, 

содержащаяся в подгруппе D.  Если 1N  абелева, 
то из 1N D≤ S  по утверждению 2) леммы 2.1 по-
лучаем, что 1 ( ) 1N Z D≤ = .  Значит, 1N  неабеле-
ва. Так как caG∈ ,F  то 1N  является простой 
группой. Заметим, что 1( )GG C N/  изоморфна 
подгруппе группы автоморфизмов 1Aut( )N ,  а 

1 1 1( ) ( )G GN C N C N/  изоморфна группе внутрен-
них автоморфизмов 1Inn( )N .  Следовательно, 
фактор-группа  

1 1 1 1 1 1( ) ( ( )) ( ( ) ( )G G G GG N C N G C N N C N C N/ / / /  
изоморфна подгруппе из 1 1Aut( ) Inn( )N N/ .  Ис-
ходя из справедливости гипотезы Шрайера, за-
ключаем, что 1 1( )GG N C N/  разрешима. Тогда 

1 1( )GD N C N≤ ,  следовательно, 

1 1 1 1( ) ( )G DD N C N N C N= = ,  
причем, 1 1( ) 1DN C N∩ = .  Если 1D N= ,  то ут-
верждение 2) выполняется. Предположим, что 
D  не является простой. Поэтому, 1( ) 1DC N ≠ .  В 
случае, когда 1( )DC N  – простая группа, утвержде-
ние 2) выполняется. Предположим, что 1( )DC N  не 
является простой, пусть 2N  – минимальная нор-
мальная подгруппа группы G, содержащаяся в 
подгруппе 1( )DC N .  Так как ( ) 1Z D = ,  ввиду ут-
верждения 2) леммы 2.1 2N  – простая неабелева 
подгруппа. По доказанному выше 2 2( )DD N C N= .  
По тождеству Дедекинда  

1 1 2 2( ) ( ) ( )D D DC N C N N C N= ∩ =  

2 1 2 2 2( ( ) ( )) ( )D D LN C N C N N C N= ∩ = ,  
где 1 2( ) ( )D DL C N C N= ∩ .  Тогда 1 2 2( )LD N N C N= .  
Применяя доказанное выше к 2( )DC N  и т. д., 
можем заключить, что 1 2 tD N N N= × × ×  явля-
ется прямым произведением простых минималь-
ных нормальных подгрупп группы G. Таким об-
разом, верно и утверждение 2).  

Пусть теперь ( ) 1Z D ≠ .  Так как ( ) caG Z D/ ∈F  
и ( ( )) ( )G Z D D Z D/ = / ,S  для ( )G Z D/  утвер-
ждения 1) и 3) выполняются. Обозначим 

( ) ( ( ))T Z D Z D Z D/ = / .  Тогда T  – нормальная 
разрешимая подгруппа группы D. По лемме 2.1 T 
содержится в центре ( )Z D .  Поэтому 

( ( )) 1Z D Z D/ = .  
По доказанному выше для ( )G Z D/  утвержде-
ние 2) выполняется.  

Обратно, предположим, что для группы G 
справедливы утверждения 1), 2) и 3). Проведем 
главный ряд группы G через подгруппу .D G= F  
Заметим, что все главные факторы, лежащие 
выше D, являются абелевыми и F -центральны-
ми. По утверждению 2) фактор-группа ( )D Z D/  
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является прямым произведением минимальных 
нормальных подгрупп группы ( )G Z D/ ,  которые 
будут простыми. Ниже ( )Z D  все главные фак-
торы группы G  будут F -центральными по ут-
верждению 3). В силу теоремы Жордана –
Гёльдера для групп с операторами [2, A, 3.2] и 
определения 0.1 группа caG∈ .F  Теорема доказана.  

 
3 Доказательства теорем B, C и D 
В данном разделе рассмотрим доказательст-

ва сформулированных выше свойств произведе-
ний взаимно перестановочных ca - F -групп.  

Доказательство теоремы B. Предположим, 
что теорема неверна и выберем группу G – 
контрпример наименьшего порядка. Обозначим 
через N минимальную нормальную подгруппу 
группы G.  Если N G= ,  то G  – простая группа, 
следовательно, caH ∈F  и caK ∈ .F  Пусть N G≠ .  
Тогда по лемме 1.4 G N HN N KN N/ = / ⋅ /  – 
произведение взаимно перестановочных под-
групп HN N/  и KN N/  группы G N/ .  Заметим, 
что caG N/ ∈ .F  Таким образом, для G N/  усло-
вия теоремы выполняются. Следовательно, 

( ) caHN N H H N/ / ∩ ∈F  
и ( ) caKN N K K N/ / ∩ ∈ .F  Из леммы 1.1 сле-
дует, что N – единственная минимальная нор-
мальная подгруппа группы G.  

Пусть N – неабелева группа. Тогда N – про-
стая группа. Согласно лемме 1.5 достаточно рас-
смотреть следующие случаи.  

1. Пусть H N K N N∩ = ∩ = .  Тогда 
N H K≤ ∩  и ( ) caH H N H N/ ∩ = / ∈ F  

и ( ) caK K N K N/ ∩ = / ∈ .F  Следовательно, H  и 
K  – ca - F -группы. Получили противоречие.  

2. Пусть 1H N K N∩ = ∩ = .  Тогда 
( )H H N H/ ∩  и ( )K K N K/ ∩  

– ca - F -группы. Противоречие.  
3. Пусть H N N∩ =  и 1K N∩ = .  Тогда 

( ) caH H N H N/ ∩ = / ∈ F  и H  – ca - F -группа и 
( )K K N K/ ∩  – ca - F -группа, противоречие.  
4. Пусть 1H N∩ =  и K N N∩ = .  Данный 

случай рассматривается аналогично случаю 3.  
Случай когда N – абелева p-группа рассмат-

ривается аналогично с некоторыми изменения-
ми. Теорема доказана. 

Лемма 3.1. Пусть группа G имеет единст-
венную минимальную нормальную подгруппу 

1 tN N N= ×...× ,  где iN  – изоморфные простые 
неабелевые группы для всех 1i … t= , , .  Если 
N H≤ ,  где H  – ca - F -подгруппа группы G,  то 

iN H  для всех 1i … t= , , .   
Доказательство. Пусть {1 }i … t∈ , , .  Рассмот-

рим нормальное замыкание xH
i iN N x H= | ∈  

подгруппы iN  в H .  Заметим, что iN G.  Сле-
довательно, iN H .  Согласно лемме 9.17 [17] 

H
iN  является минимальной нормальной подгруп-

пой группы H. Так как подгруппа H
iN  неабелева и 

изоморфна главному фактору ca - F -группы H ,  
то H

iN  – простая группа. Тогда в силу H
i iN N  

имеем, что H
i iN N= .  Следовательно, iN H  

для любого 1i … t= , , .  Лемма доказана.  
Лемма 3.2. Пусть F  – композиционная фор-

мация и f – ее внутренний композиционный эк-
ран. Пусть N – единственная минимальная нор-
мальная подгруппа группы G,  причем N  – абе-
лева p-группа для некоторого простого числа p.  
Главный фактор N является F -центральным в 
группе G тогда и только тогда, когда 

( ) ( )GG C N f p/ ∈ .  
Доказательство. Пусть ( ) ( )GG C N f p/ ∈ .  

Рассмотрим полупрямое произведение 
( )GR N G C N= / .  

Заметим, что N  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы R  и ( )RC N N= .  
Тогда ( ) ( ) ( )R GR C N G C N f p/ / ∈ ⊆ .F  Значит, 
R∈ ,F  т. е. главный фактор N  группы G  явля-
ется F -центральным.  

Пусть теперь N  – F -центральный главный 
фактор группы G.  Тогда ( )GR N G C N= / ∈ ,F  
где N  – единственная минимальная нормальная 
подгруппа в R и ( )GC N N= .  Отсюда следует, что 

( ) ( ) ( )R GR C N G C N f p/ / ∈ .  Лемма доказана.  
Лемма 3.3. Пусть F  – формация и группа 

G HK=  – произведение взаимно перестановоч-
ных подгрупп H и K, где pH K, ∈ FN  и pG∈ .N A  
Тогда pG∈ .FN   

Доказательство. Предположим, что лемма 
неверна и выберем группу G – контрпример ми-
нимального порядка. Обозначим через N  мини-
мальную нормальную подгруппу группы G.  Без 
ограничения общности можем считать G N≠ .  
По лемме 1.4 G N HN N KN N/ = / ⋅ /  – произве-
дение взаимно перестановочных подгрупп 
HN N/  и KN N/  группы G N/ .  Заметим, что 

,pHN N/ ∈N F  / pKN N ∈N F  и pG N/ ∈ .N A  
Тогда все условия леммы выполняются для 
G N/ .  Поэтому pG N/ ∈ .FN  Так как pFN  – 
формация, то N  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы G. Следовательно, 
N  – q-группа для некоторого простого числа 
q p≠ .  Так как pG∈N A  и ( ) 1pO G = ,  то G∈ .A  
Отсюда получаем, что H ∈ F  и K ∈ .F  В силу 
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того, что N  – единственная минимальная нор-
мальная подгруппа группы G  имеем, что G  – 
циклическая группа и nG q| |= .  Так как G HK= ,  
то G H=  или G K= ,  т. е. G∈ .F  Лемма доказана.  

Доказательство теоремы C. Предположим, 
что теорема неверна и выберем группу G  – 
контрпример наименьшего порядка. Обозначим 
через N  минимальную нормальную подгруппу 
группы G.  Если N G= ,  то G  – простая группа, 
следовательно, caG∈ .F  Пусть N G≠ .  Тогда по 
лемме 1.4 G N HN N KN N/ = / ⋅ /  – произведение 
взаимно перестановочных подгрупп HN N/  и 
KN N/  группы G N/ .  Заметим, что коммутант 
( )G N ′/  квазинильпотентен. Таким образом, для 
G N/  условия теоремы выполняются. Следова-
тельно, caG N/ ∈ .F  Так как caF  является форма-
цией по лемме 1.1, то N  – единственная мини-
мальная нормальная подгруппа группы G.   

Пусть N  – неабелева группа. Тогда 
1 tN N … N= × × ,  

где iN  – изоморфные простые неабелевы груп-
пы, 1i … t= , , .  Согласно лемме 1.5 достаточно 
рассмотреть следующие случаи.  

1. Пусть H N K N N∩ = ∩ = .  Тогда 
N H K⊆ ∩ .  

Так как H и K – ca - F -подгруппы, и 

1 tN N N= × × ,  
то по лемме 3.1 iN H  и iN K .  Отсюда и из 
G HK= ,  следует, что iN G  для всех 1i … t= , , .  
В силу того, что N  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы G,  получаем, что 

1t =  и N  – простая группа. Из caG N/ ∈F  сле-
дует, что caG∈ .F  Получили противоречие.  

2. Пусть 1H N K N∩ = ∩ = .  Тогда по 
пункту 2) леммы 1.5 получаем, что  

( )( ) 1N H N K N= ∩ ∩ = ,  
что противоречит выбору N .   

3. Пусть H N N∩ =  и 1K N∩ = .  Тогда 
N H⊆  и по пункту 5) леммы 1.5 ( )GN C H≤  
или ( )GN C K≤ .  Так как N H≤  и N неабелева, по-
лучаем, что ( )GN C K≤ .  Так как 1 tN N … N= × × ,  
подгруппа ( )i GN C K≤  для каждого 1i … t= , , .  Из 

iN H≤  по лемме 3.1 получаем, что iN H  для 
каждого 1i … t= , , .  В силу G HK= ,  имеем, что 

iN G.  Так как N  – минимальная нормальная 
подгруппа группы G,  заключаем, что iN N=  и 
N – простая группа. В силу caG N/ ∈F  имеем, что 

caG∈ .F  Получили противоречие с выбором G. 
4. Пусть 1H N∩ =  и K N N∩ = .  Данный 

случай рассматривается аналогично случаю 3.  

Пусть теперь N  – абелева группа. Тогда N  
– p-группа для некоторого просто числа p.  По 
теореме 1.2 формация caF  имеет максимальный 
внутренний композиционный экран h  такой, что 

( ) ( )h N f p= ,  где f – максимальный внутренний 
локальный экран формации .F  Согласно лемме 
1.5 достаточно рассмотреть следующие случаи.  

1. Пусть H N K N N∩ = ∩ = .  Тогда 
N H K⊆ ∩ .  

Пусть U V/  – любой H-главный фактор группы 
N .  Так как caH ∈ ,F  то ( ) ( )HH C U V h p/ / ∈ .  Из 
леммы 1.3 получаем, что ( ) ( ) ( )H pH C N h p h p/ ∈ = .N  
Аналогично ( ) ( )KK C N h p/ ∈ .  Рассмотрим группу 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G G G GG C N HC N C N KC N C N/ = / ⋅ /  
– произведение взаимно перестановочных под-
групп ( ) ( )G GHC N C N/  и ( ) ( )G GKC N C N/  груп-
пы ( )GG C N/ .   

Так как N G′⊆  и G′  – квазинильпотентная 
группа, то ( )G pG C N′′ / ∈N  по лемме 1.3. Значит 

( ( )) ( ) ( ) ( )G G G GG C N G C N C N G C N′′ ′ ′/ = / /  
– p-группа. Тогда из того, что 

( ) ( ( ))G GG C N G C N ′/ / / ∈A  
следует, что ( )G pG C N/ ∈ .N A  Используя лемму 
3.3 для ( )GG C N/ ,  получаем, что 

( ) ( )G p caG C N h p/ ∈ ⊆ .FN  
Отсюда получаем, что caG∈ .F  Это противоре-
чит выбору G.   

2. Пусть 1H N K N∩ = ∩ = .  По теореме 1.6, 
1G GH K ≠ .  Тогда  

GN H H⊆ ⊆  или GN K K⊆ ⊆ ,  
противоречие.  

3. Пусть H N N∩ =  и 1K N∩ = .  Пусть N  
– нециклическая подгруппа, тогда по пункту 5) 
леммы 1.5 ( )GN C K≤ .  Следовательно, ( )GK C N⊆  и 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G G G GG C N HC N C N KC N C N/ = / ⋅ / =  
( ) ( ) ( ( ) ) ( )G G G HHC N C N H C N H H C N= / / ∩ = / .  

Так как N H⊆  и caH ∈ ,F  то по лемме 1.3 
( ) ( )HH C N h p/ ∈ .  Из леммы 3.2 следует, что 

фактор N – F -центральный главный фактор 
группы G.  Тогда caG∈ .F  Получили противоре-
чие. Если N  – циклическая группа, то N p| |=  и 

( )GG C N/  – циклическая группа порядка, деля-
щего 1p − .  Тогда 

( ) ( 1) ( ) ( )GG C N p f p h p/ ∈ − ⊆ = .A  
В силу caG N/ ∈F  получаем, что caG∈ .F  Полу-
чили противоречие.  

4. Пусть 1H N∩ =  и K N N∩ = .  Данный 
случай рассматривается аналогично случаю 3. 
Теорема доказана.  
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Лемма 3.4. Пусть F  – насыщенная форма-
ция дисперсивных по Оре групп, содержащая U  
и f  – ее максимальный внутренний локальный 
экран. Пусть G HK=  – произведение взаимно 
перестановочных подгрупп H  и K  группы G.  
Если H  – p-группа и ( )K f p∈ ,  то ( )G f p∈ .   

Доказательство. Предположим, что лемма 
неверна и выберем группу G – контрпример 
наименьшего порядка. Обозначим через N  – 
минимальную нормальную подгруппу группы G. 
Без ограничения общности можно положить, что 
G N≠ .  По лемме 1.4 

G N HN N KN N/ = / ⋅ /  
– произведение взаимно перестановочных под-
групп HN N/  и KN N/  группы G N/ .  Заметим, 
что HN N H H N/ / ∩  – p-группа и 

( )KN N K K N f p/ / ∩ ∈ .  
Тогда условия леммы выполняются для G N/ .  
Следовательно, ( )G N f p/ ∈ .  Так как ( )f p  явля-
ется формацией, то N – единственная минималь-
ная нормальная подгруппа группы G.  Значит, N 
– q-группа для некоторого простого q p≠ .   

Согласно лемме 1.5 достаточно рассмотреть 
следующие случаи.  

1. Пусть H N K N N∩ = ∩ = .  Тогда 
N H K⊆ ∩ .  Значит, N – p-группа, противоречие.  

2. Пусть 1H N K N∩ = ∩ = .  Рассмотрим 
qG  – силовскую q-подгруппу группы G.  Тогда 

qN G⊆ .  Так как H – p-группа, можем положить, 
что qG K⊆ .  Следовательно, N K⊆ ,  противоречие.  

3. Пусть H N N∩ =  и 1K N∩ = .  Тогда N  
– p-группа, противоречие.  

4. Пусть 1H N∩ =  и K N N∩ = .  Положим 
( ) 1GΦ = .  Тогда ( )GN C N= .   

Если N  – циклическая группа, то N q| |= .  
Тогда G N M= ,  где ( )M f p∈ .  Следовательно 
M  – абелева группа порядка делящего 1q − .  Но 
с другой стороны G HK= ,  где H – p-группа. Так 
как F  – насыщенная формация дисперсивных по 
Оре групп, согласно [2, IV, 4.8 (g)] p > q, получи-
ли противоречие. 

Пусть N – нециклическая группа. По пункту 
5) леммы 1.5 ( )GN C H≤ .  Тогда ( )GH C N N≤ = ,  
противоречие.  

Предположим, что ( ) 1GΦ ≠ .  Тогда ( )N G⊆Φ .  
Рассмотрим ( )p pO G N G N N/ = / ,  где pG  – си-
ловская p-подгруппа группы G.  Тогда pG N G.  
По лемме Фраттини ( ) ( )G p G pG N G N N G= =  и 

pG G,  противоречие. Значит, ( ) 1pO G N/ =  и 
1,pG =  так как N – q-группа. Тогда 1H =  и 

( )G K f p= ∈ .  Последнее противоречие заверша-
ет доказательство леммы.  

Доказательство теоремы D. Предположим, 
что теорема неверна и выберем группу G, яв-
ляющуюся контрпримером наименьшего поряд-
ка. Обозначим через N минимальную нормаль-
ную подгруппу группы G. Без ограничения общ-
ности можно положить, что G N≠ .  По лемме 1.4 
G N HN N KN N/ = / ⋅ /  – произведение взаимно 
перестановочных подгрупп HN N/  и KN N/  
группы G N/ .  Заметим, что 

caHN N H H N/ / ∩ ∈ F  
и KN N K K N/ / ∩ ∈ .N  Таким образом, для 
G N/  условия теоремы выполняются.  

Следовательно, caG N/ ∈ .F  Так как caF  яв-
ляется формацией по лемме 1.1, то N – единствен-
ная минимальная нормальная подгруппа группы G.  

Пусть N – абелева p-группа для некоторого 
простого p.  По теореме 1.2 формация caF  имеет 
максимальный внутренний композиционный 
экран h  такой, что ( ) ( )h N f p= ,  где f – макси-
мальный внутренний локальный экран формации 
.F  Согласно лемме 1.5 достаточно рассмотреть 

следующие случаи.  
1. Пусть H N K N N∩ = ∩ = .  Тогда 

N H K⊆ ∩ .  
Пусть U V/  – любой H -главный фактор группы 
N .  Так как caH ∈ ,F  то ( ) ( )HH C U V h p/ / ∈ .  Из 
леммы 1.3 получаем, что ( ) ( )H pH C N h p/ ∈ .N  
Так как K квазинильпотентна, то ( )K pK C N/ ∈N  
по лемме 1.3. Рассмотрим группу  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G G G GG C N HC N C N KC N C N/ = / ⋅ /  
– произведение взаимно перестановочных под-
групп ( ) ( )G GHC N C N/  и ( ) ( )G GKC N C N/  груп-
пы ( )GG C N/ .  Применяя лемму 3.4 к группе 

( )GG C N/  получаем, что  
( ) ( ) ( )G pG C N f p h p/ ∈ = .N  

Так как G N/  – caF -группа, то G  – caF -группа, 
противоречие.  

2. Пусть 1H N K N∩ = ∩ = .  По теореме 
1.6, 1G GH K ≠ .  Тогда GN H H⊆ ⊆  или 

GN K K⊆ ⊆ ,  
противоречие.  

3. Пусть H N N∩ =  и 1K N∩ = .  Положим, 
что N – нециклическая группа. Тогда ( )GN C K≤  
по пункту 5) леммы 1.5. Заметим, что ( )GK C N⊆ .  
Поэтому  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G G G GG C N HC N C N KC N C N/ = / ⋅ / =  
( ) ( ) ( ( ) ) ( )G G G HHC N C N H C N H H C N= / / ∩ = / .  

Так как N H⊆  и caH ∈ ,F  следовательно 
( ) ( )HH C N h p/ ∈  по лемме 1.3. Значит, caG∈ ,F  

противоречие.  
Пусть N – циклическая группа. Тогда N – 

группа простого порядка и ( )GG C N/  – цикличе-
ская группа порядка делящего p – 1. Следовательно  
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( ) ( 1) ( ) ( )G pG C N p f p h p/ ∈ − ⊆ = .A N  
Поэтому caG∈ ,F  противоречие.  

4. Пусть 1H N∩ =  и K N N∩ = .  Пусть N  
– нециклическая группа. Тогда ( )GN C H≤  по 
пункту 5) леммы 1.5. Поэтому ( )GH C N⊆  и 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G G G GG C N HC N C N KC N C N/ = / ⋅ / =  
( ) ( ) ( ( ) ) ( )G G G KKC N C N K C N K K C N= / / ∩ = / .  

Так как N K⊆  и pK ∈ ,N  получаем, что  
( ) ( )H pH C N h p/ ∈ ⊆N  

по лемме 1.3. Следовательно, caG∈ ,F  противо-
речие.  

Пусть N  – циклическая группа. Тогда N  – 
группа простого порядка и ( )GG C N/  – цикличе-
ская группа порядка делящего 1p − .  Следова-
тельно  

( ) ( 1) ( ) ( )G pG C N p f p h p/ ∈ − ⊆ = .A N  
Поэтому caG∈ ,F  противоречие.  

Пусть N  – неабелева подгруппа. По пункту 
2) леммы 1.5 получаем, что 
{ } { 1}H N K N N∩ , ∩ ⊆ ,  и ( )( )N N H N K= ∩ ∩ .  
Следовательно, случай 1H N K N∩ = ∩ =  не-
возможен. Заметим, что 1 tN N … N= × ×  – произ-
ведение простых неабелевых подгрупп iN .   

Пусть H N N∩ = .  Так как H – caF -подгруп-
па, то iN H  по лемме 3.1. Если K N N∩ =  
тогда iK H  по лемме 3.1. Так как G HK= ,  то 

iN G  для всех 1i … t= , , .  Противоречие. Если 
1K N∩ =  то в силу того, что N  неабелева и 

N H≤  получаем, что ( )GN C K≤  по пункту 5) 
леммы 1.5. Значит, ( )G iK C N≤  и iN G  для 
всех 1i … t= , , .  Так как N  – единственная мини-
мальная нормальная подгруппа группы G,  то 

iN N=  – простая группа. Так как caG N/ ∈ ,F  то 

caG∈ .F  Получили противоречие с выбором 
группы G.   

Если 1H N∩ =  и K N N∩ = ,  то как выше 
показываем, что iN N=  – простая группа и 

caG∈ .F  Последнее противоречие завершает до-
казательство теоремы.  

 
4 Заключительные замечания 
С помощью конструкции класса caF  можно 

строить различные новые конкретные примеры 
композиционных формаций, подходящие под 
условия приведенных выше теорем.  

Приведем одну серию таких примеров. 
Согласно [2], ранговой функцией называется 

отображение ( )R p R p: → ,  которое каждому 
простому числу p ставит в соответствие некото-
рое  множество  натуральных  чисел  ( )R p .   Для 

этой функции в [2] определяется класс групп  
( ) (R G= ∈ |F S  для всех простых ( )p G∈π  

каждый главный p-фактор из G  
имеет ранг, принадлежащий ( ))R p ,  

который является формацией.  
В случае, когда ( )RF  является насыщенной 

формацией, ранговая функция называется насы-
щенной [2, C. 484]. Говорят, что ранговая функ-
ция R  имеет полную характеристику, если 

( )R p ≠ ∅  для всех простых p.   
Заметим, что если R – насыщенная ранговая 

функция полной характеристики, то по [2, IV, 
4.3] получаем, что 1 ( )R p∈  для всех простых 
p∈P  и поэтому ( )R⊆ .FU   

Если задана ранговая функция R,  то со-
гласно [2] для каждого простого числа p опреде-
ляются  

( ) ( )G R pπ = ∩P  и 
( ) { 1 ( )}me p p m R p= − | ∈ .  

Через ( ) ( ( ))p e p′πA  обозначается класс всех 
абелевых ( )p ′π -групп с экспонентой, делящей 

( )e p ,  который является формацией.  
Согласно [2] выполняется следующая  
Лемма 4.1 [2]. Пусть R – насыщенная ран-

говая функция полной характеристики. Тогда R 
удовлетворяет следующим условиям  

RF1: Если ( )n R p∈  и m n| ,  то ( )m R p∈ ;   
RF2: Если { } ( )m n R p, ∈ ,  то ( )mn R p∈ ;   
RF3: Если p  и q  различные простые числа, 
( )q R p∈  и ( )m R p∈ ,  то 1 ( )mq R p− ∈ ;   

RF4: Если простые числа p и q и натураль-
ное число r удовлетворяют условиям  

1) ( 1)mp q| −  для некоторого ( )m R p∈ ,   
2) ( 1)nq p| −  для некоторого ( )n R p∈ ,   
3) ( 1)kr p| −  для некоторого ( )k R p∈ ,   
4) ( )p R p∈ ,  ( )r R p∈ ,   

тогда ( )r R p∈ .   
Локальный экран формации ( )RF  в случае, 

когда R – насыщенная ранговая функция, описан 
в теореме 1.18 [2, C. 490], которую сформулиру-
ем в виде леммы.  

Лемма 4.2. Пусть R – ранговая функция, и 
( )RF  – локальная формация, определенная ло-

кальным экраном f таким, что 
( )( ) ( ( )) ( )pf p e p p′π π= A S  

для каждого простого p. Тогда следующие ут-
верждения эквивалентны:  

1) R  является насыщенной ранговой функ-
цией;  

2) R  удовлетворяет условиям RF1-RF4;  
3) = .F F   
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Следствие B.4. Пусть R  – насыщенная 
ранговая функция полной характеристики и 
группа G HK=  – произведение взаимно пере-
становочных подгрупп H и K группы G. Если G – 
ca - ( )RF -группа, то H и K  также ca - ( )RF -
группы.  

Следствие C.5. Пусть R  – насыщенная 
ранговая функция полной характеристики и 
группа G HK=  – произведение взаимно пере-
становочных ca - ( )RF -подгрупп H  и K  группы 
G.  Если коммутант G′  группы G  квазиниль-
потентен, то G  – ca - ( )RF -группа.  

Напомним [18]–[19], что подгруппа H 
группы G называется P -субнормальной в G, 
если либо H = G, либо существует цепь под-
групп 0 1 1... n nH H H H H G−= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =  такая, 
что 1| : |i iH H −  – простое число для любого 

1, , .i n= …  В работах [18]–[20] были приведены 
новые примеры насыщенных формаций диспер-
сивных по Оре групп, содержащие :U  класс 
wU  всех групп, у которых любая силовская 
подгруппа P -субнормальна; класс X  всех 
групп, у которых любая циклическая примарная 
подгруппа P -субнормальна. 

Приведем новые следствия теоремы D.  
Следствие D.3. Пусть G = HK – произве-

дение взаимно перестановочных подгрупп H и 
K. Если H – ca- wU -подгруппа, а K квазиниль-
потентна, то G – ca- wU -группа. 

Следствие D.4. Пусть G = HK – произве-
дение взаимно перестановочных подгрупп H и 
K. Если H – ca-X -подгруппа, а K квазинильпо-
тентна, то G – ca-X -группа. 
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