
 

 

  

 

УДК 512.548 
 

О некоторых приложениях полиадических операций в аффинной геометрии 
 

Ю.И. КУЛАЖЕНКО 
 

Установлено, что произведение любого четного конечного числа отражений от точки полуабеле-

вой n-арной группы есть параллельный перенос, а произведение произвольного нечетного конеч-

ного числа отражений от точки есть отражение от точки. Предложен новый метод построения че-

тырехугольника полуабелевой n-арной группы с заданным центроидом. 

Ключевые слова: n-арная группа, параллелограмм G, вектор G, центроид четырехугольника G. 

 

It was found that the product of any even number of reflections from the point of a semiabelien n-ary 

group is a parallel translation, and the product of any odd number of reflections from the point is a reflec-

tion of the point. A new method of constructing a quadrilateral of semiabelien n-ary group with a given 

centroid is offered. 

Keywords: n-ary group, parallelogram G, vector G, centroid of quadrangle G. 

 

Введение. Центральной задачей любой научной теории является задача о нахождении 
и описании тех исследуемых в ней объектов, которые будут полезны в различных приложе-
ниях этой теории. Известно, что полиадические операции, в настоящее время, относятся к 

математическим объектам, которые востребованы в теории автоматов, в криптографии, в си-
стемах защиты информации, в системах распознавания образов и др. 

Одним из важнейших направлений развития полиадических операций является их при-
ложение в аффинной геометрии. Отметим, что впервые элементы аффинной геометрии на 
тернарной группе были построены Д. Вакареловым [1]. С.А. Русаков, применив иные подхо-

ды и методы, развил указанное направление исследований и получил содержательные ре-
зультаты в [2]. Дальнейшее развитие приложений полиадических операций в аффинной гео-

метрии нашло отражение в монографии автора [3]. 
В представляемой статье при помощи полиадических операций получены n-арные ана-

логи известных утверждений из аффинной геометрии: произведение отражения от точки и 
параллельного переноса есть отражение от точки (теорема 1), произведение параллельного 
переноса и отражения от точки есть отражение от точки (теорема 2). Средствами теории n-

арных групп установлено, что произведение любого четного конечного числа отражений от 
точки есть параллельный перенос, а произведение произвольного нечетного конечного числа 

отражений от точки есть отражение от точки (теорема 3). В теореме 4 предложен новый ме-
тод построения четырехугольника полуабелевой n-арной группы с заданным центроидом. 

Предварительные понятия и результаты.  

Напомним некоторые известные определения. Пусть G  – n-арная группа.  

Определение 1. Четырехугольник < a b c d >  G  называют параллелограммом G, если 

2 4
[ 2][ ]

n

ab b c d  

Определение 2. Упорядоченную пару < a b >  точек a b G  называют направленным 

отрезком G  и обозначают через ab . 

Определение 3. Пишут ab cd  и говорят, что направленные отрезки ab  и cd  из G  

равны, если четырехугольник < a c d b >  является параллелограммом G. 

Пусть V – множество всех направленных отрезков G. 
Отношение «=» разбивает множество V на классы эквивалентности (см. [2]). 

Определение 4. Если ,ab V то множество {uv uv V uv ab }  называют вектором 

G  и обозначают через ab , или одной малой буквой латинского алфавита; например, 

ab p . Через ( )V G  обозначают множество всех векторов G . 
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Определение 5. Два вектора p ab  и q cd  из ( )V G  называют равными и пишут 

p q , если их представители ab  и cd  равны. 

Определение 6. Пусть G  – n-арная группа, p  и ( )q V G  и a G . Если ab  и bc  та-

кие векторы, что p ab  и q bc , то суммой векторов p  и q  называется вектор из ( )V G , 

обозначаемый через p q  и определяемый так: p q ac  или ab bc ac  

Определение 7. Пусть G  – n-арная группа. Последовательность ( 1) ( 1)

1

k n k ne G , где 

1,k  называют нейтральной k(n – 1)-последовательностью G. ( 1) ( 1)

1 1[ ] [ ]k n k ne u u ue  для 

любого элемента u G . 

В [2] доказано, что для любых точек  равенства  
2 4

[ 2][ ]
n

ab c bb        (1) 
2 4

[ 2][ ]
n

cb a bb        (2) 

эквивалентны. 

Определение 8. Если выполняется равенство (1) или (2), то b  называют серединой 

отрезка [ ]ac . Если имеет место равенство (1) (равенство (2)), то точку c  (точку a ) назы-

вают точкой, симметричной точке a  (точке c ) относительно точки b , и обозначают че-

рез  (через ( )bS c ), т.е. ( )bc S a   ( ( )ba S c ). 

Из (1) или (2) следует, что  
2 4

[ 2]( ) [ ]
n

bS a ba ba  
2 4

[ 2]( ) [ ]
n

bS c bc c b  

Другие используемые определения и обозначения можно найти в [2]–[4]. 

Основные результаты. 

Теорема 1. Если G  полуабелева n-арная 2s-группа, a,b,c – произвольные точки из G , а 

точки ,u v G такие, что четырехугольник ( ), ( ), ,c cS a S b u v  – параллелограмм G , то 

существует точка x G такая, что справедливы равенства: 

( ) ,xS a v
  

( )xS b u . 

Доказательство. Поскольку G полуабелева n-арная 2s-группа, то четырехугольник 

, , ( ), ( )c ca b S a S b  – параллелограмм G . Это следует из теоремы 2.3.1 из [3]. 

Действительно, 
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2][ ( )] [ [ ]]
n n n

cab b S a ab b ca a c

 

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2][ ] [ ] [ ] ( ).

n n n n n

cab a ca a c cb b ca a a cb b c S b  

Поскольку , , ( ), ( )c ca b S a S b  и ( ), ( ), ,c cS a S b u v  – параллелограммы G , то на осно-

вании предложения 3 из [2] следует, что четырехугольник , , ,a b v u  – параллелограмм G . 

На основании леммы 2.2.4 из [3] и того, что , , ,a b v u  параллелограмм полуабелевой 

n-арной 2s-группы G , заключаем, что существует точка x G такая, что ( )xS a v  и ( )xS b u . 

Теорема доказана. 

Теорема 2. Если a,b,c – произвольные точки полуабелевой n-арной 2s-группы G , а точ-

ка d G  такая, что , , ,a b c d  – параллелограмм G , то, какая бы ни была точка u G , 

четырехугольник , , ( ), ( )u ua b S d S c  - параллелограмм .G  

Доказательство. Докажем, что , , ( ), ( )u ua b S d S c  – параллелограмм G . Для этого, 

согласно определению параллелограмма ,G  установим справедливость равенства 

   
2 4

[ 2][ ( )] ( ).
n

u uab b S d S c        (3) 
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Рассмотрим левую часть равенства (3) с учетом свойства полуабелевости n-арной груп-

пы ,G  определений 1 и 8, а также нейтральности последовательностей 
2 4

[ 2]
n

x x x  

и
2 4

[ 2]
n

xx x для любого x G . Имеем  
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2][ ( )] [ [ ]] [ ]
n n n n n n

uab b S d ab b ud d u ab b cc c ud d u

 

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2][[ ] ] [ ]

n n n n n

ab b c c c ud d u dc c ud d u

 

       
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2][ ] [ ] ( ).
n n n

uuc c ud d d uc c u S c

 

     (4) 

На основании равенства (4) и определения 1 заключаем, что четырехугольник 

, , ( ), ( )u ua b S d S c  – параллелограмм G . На основании леммы 2.2.4 из [3] и того, что 

, , ( ), ( )u ua b S d S c  параллелограмм полуабелевой n-арной 2s-группы G , заключаем, что 

существует точка x G такая, что ( ) ( )x uS a S d  и ( ) ( )x uS b S c . 

Теорема доказана. 

Лемма 1. Для произвольных точек a,b,c полуабелевой n-арной группы G справедливо равенство 

      ( ) ( )c cab S b S a        (5) 

Доказательство. Из определения 3 следует, что равенство (5) будет справедливым, ес-

ли четырехугольник , , ( ), ( )c ca b S a S b – параллелограмм G. 

Рассмотрим выражение 
2 4

[ 2][ (a)]
n

cab b S  с учетом свойства полуабелевости n-арной 

группы G, определения симметричных точек и нейтральности последовательности 
2 4

[ 2]
n

xx x  

для любого x G . Имеем 
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2][ ( )] [ [ ]]
n n n

cab b S a ab b ca a c  

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2][[ ] ] [[ ] ]

n n n n

ab b c a a c cb b a a a c  

          
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2][ ] [ ] ( )
n n n

ccb b aa a c cb b c S b       (6) 

На основании равенства (6) и определения 1 заключаем, что , , ( ), ( )c ca b S a S b – па-

раллелограмм, а значит справедливо равенство (5). 

Лемма доказана. 

Теорема 3. Пусть 1 2 1, , , ,..., ,k ka b c c c c  – произвольные точки полуабелевой n-арной группы G, 

где k-произвольное, четное, натуральное число. Если осуществить обход точками  a и b элементов 

последовательности точек 
1,..., kc c  то получим соответственно точки 

2 1
(...( ( ( )))...)

kc c cS S S a  

и 
2 1

(...( ( ( )))...)
kc c cS S S b  такие, что векторы ab  и 

2 1 2 1
(...( ( ( )))...) (...( ( ( )))...)

k kc c c c c cS S S a S S S b  равны, 

а если осуществить обход точками a и b элементов последовательности точек 
1 1,..., ,k kc c c , 

то получим соответственно точки 
1 2 1
( (...( ( ( )))...)

k kc c c cS S S S a  и 
1 2 1
( (...( ( ( )))...)

k kc c c cS S S S b  такие, 

что векторы ab  и 
1 2 1 1 2 1
( (...( ( ( )))...) ( (...( ( ( )))...)

k k k kc c c c c c c cS S S S b S S S S a  равны, т.е. справедливы 

следующие равенства: 

       
2 1 2 1

(...( ( ( )))...) (...( ( ( )))...)
k kc c c c c cab S S S a S S S b ,    (7) 

1 2 1 1 2 1
( (...( ( ( )))...) ( (...( ( ( )))...)

k k k kc c c c c c c cab S S S S b S S S S a .    (8) 

Доказательство. Для доказательства равенства (7) воспользуемся определением 3, т.е. до-

кажем, что четырехугольник 
2 1 2 1

, , (...( ( (b)))...), (...( ( ( )))...)
k kc c c c c ca b S S S S S S a  – параллелограмм 

G. Для этого, согласно определению 1, необходимо установить справедливость равенства 

     
2 1 2 1

2 4
[ 2][ (...( ( ( )))...)] (...( ( ( )))...)

k k

n

c c c c c cab b S S S b S S S a .     (9) 
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Согласно определению 8, симметричных точек, 

1

2 4
[ 2]

1 1( ) [ ]
n

cS b c b b c  и 
2 1

2 4 2 4
[ 2] [ 2]

2 1 1 1 1 2( ( )) [ ]
n n

c cS S b c c c bc c c . 

С учетом того, что k – четное натуральное число, имеем  

     
2 1

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

1 1 2 1 1 1 1 2 1 1(...( ( ( )))...) [ ... ... ]
k

n n n n

c c c k k k k k kS S S b c c c c c c bc c c c c c .  (10) 

Аналогично получаем 

   
2 1

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

1 1 2 1 1 1 1 2 1 1(...( ( ( )))...) [ ... ... ]
k

n n n n

c c c k k k k k kS S S a c c c c c c ac c c c c c .  (11) 

Учитывая равенства (10) и (11), равенство (9), справедливость которого мы должны 
установить, принимает вид 

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

1 1 2 1 1 1 1 2 1 1[ [ ... ... ]]
n n n n n

k k k k k kab b c c c c c c bc c c c c c  

      
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

1 1 2 1 1 1 1 2 1 1[ ... ... ]
n n n n

k k k k k kc c c c c c ac c c c c c    (12) 

Рассмотрим левую часть равенства (12) с учетом свойства полуабелевости n-арной 

группы G и нейтральности последовательности 
2 4

[ 2]
n

xx x  для любого x G . Имеем  
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

1 1 2 1 1 1 1 2 1 1[ [ ... ... ]]
n n n n n

k k k k k kab b c c c c c c bc c c c c c  

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

1 1 2 1 1 1 1 2 1 1[[ .... ] ... ]
n n n n n

k k k k k kab b c c c c c c b c c c c c c  

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

1 1 2 1 1 1 1 2 1 1[[ ... ] ... ]
n n n n n

k k k k k kbb b c c c c c c a c c c c c c  

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

1 1 2 1 1 1 1 2 1 1[ ... ... ].
n n n n

k k k k k kc c c c c c ac c c c c c  

Следовательно, мы установили справедливость равенства (12), а значит доказали, что 

четырѐхугольник  
2 1 2 1

, , (...( ( ( )))...), (...( ( ( )))...)
k kc c c c c ca b S S S b S S S a – параллелограмм G и 

справедливо равенство (7). 
Справедливость равенства (8) следует из равенства (7) и леммы 1. 
Теорема доказана. 
Теорема 4. Если G – полуабелева n-арная группа, точки p, a, b, c – произвольные из G, а 

точка x G  такая, что ( ) ,xS a c  то x – центроид четырехугольника 

, ( ), ( ( )), ( ( ( )))a b a c b ap S p S S p S S S p , т.е. справедливо равенство  

( ) (S (p)) ( ( ( ))) 0a b a c b axp xS p xS xS S S p     (13) 

Доказательство. Найдем сумму векторов из левой части равенства (13). Для этого исполь-
зуем лемму 2.2.2 из [3], свойство полуабелевости G и определение симметричных точек. Имеем  

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2]( ) [ ( )] [ [ ]]

n n n

a axp xS p x px x S p x px x ap p a

 
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2][ ] [ ]
n n n

x ax x pp p a x ax x a     (14) 

С учетом (14), леммы 2.2.2 из [3], определение симметричных точек, свойства полуабе-
левости G, равенства 2.2.7 из [2] имеем 

2 4 2 4
[ 2] [ 2]( ) ( ( ( )) [ ] ([ ])

n n

a b a bxp xS p x S S p x ax x a xS ap p a

 

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

2 4

[ ] [ [ ] [ ]... ]
n n n

n

x ax x a x b ap p a ap p a b

 

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2][ ] [ ]

n n n

x ax x a x ba a pa a b

 

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2][[ ] [ ]]

n n n n

x ax x a x x ba a pa a b

 

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2][ [ ] ]

n n n n

x ax x ax x b a a pa a b
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2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2][ ] [ ]
n n n n n n

x bx x bx x aa a pa a a x bx x bx x p    (15) 

Аналогично, с учетом (15) и предыдущих рассуждений,  
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2]( ) ( ( )) ( ( ( ))) [ ] ( ([ ]))
n n n

a b a c b a c bxp xS p xS S p xS S S p x bx x bx x p xS S ap p a

2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

2 4

[ ] [ [ ] [ ]... ]
n n n n

c

n

x bx x bx x p xS b ap p a ap p a b

 
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2][ ] [ ]
n n n n

cx bx x bx x p xS ba a pa a b

 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

2 4

[ ] [ [ ] [ ]... ]
n n n n n n

n

x bx x bx x p x c ba a pa a b ba a pa a b c

 
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2][ ] [ ]
n n n n n

x bx x bx x p x cb b ap p ab b c

 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2][[ ] [ ]]

n n n n n n

x bx x bx x p x x cb b ap p ab b c

 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2][ [ ] ]

n n n n n n

x bx x bx x px x c b b ap p ab b c

 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2][ [ ] ]

n n n n n n

x cx x cx x px x bb b a p p ab b b

 
         

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2][ ] [ ]

n n n n n n n

x cx x cx x ax x pp p a x cx x cx x ax x a   (16) 

Поскольку 
2 4

[ 2]( ) [ ]
n

xc S a xa a x , то правую часть равенства (16) перепишем в виде  

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2][ ] [[ ] [ ] ]

n n n n n n n n

x cx x cx x ax x a x xa a x x x xa a x x x ax x a

 

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2][ [ ] [ ] ] [ ]

n n n n n n n n

x xa a xx x x a a xx x a x x a x xa a xa a ax x a

 

2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2][ ] [ ] 0

n n n

x xa a xx x a x xa a a xx  

Таким образом, мы доказали справедливость равенства (13), а значит точка x G  явля-

ется центроидом четырехугольника , ( ), ( ( )), ( ( ( )))a b a c b ap S p S S p S S S p . 

Теорема доказана. 
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