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Установлено строение конечной группы G, у которой единичная подгруппа не является P -субнормальной в G, но P -суб-
нормальна во всякой собственной подгруппе группы G. 
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Введение 
В работе [1] Л.С. Казарин определил компо-

зиционные факторы конечной группы, которая 
имеет цепь подгрупп с простыми индексами, 
начинающуюся с единичной подгруппы. Данная 
работа послужила источником появления целой 
серии публикаций по данной тематике, в кото-
рых исследовалось строение конечной группы с 
заданными системами подгрупп, обладающих 
цепями с простыми индексами. Для исследова-
ния данной ситуации в работе [2] было введено 
следующее важное определение, которое в даль-
нейшем неоднократно обобщалось в различных 
направлениях. 

Определение. Подгруппа H группы G назы-
вается P -субнормальной в G (обозначается че-
рез H P -sn G), если либо H = G, либо существу-
ет цепь подгрупп H = H0⊂ H1⊂ …⊂ Hn-1⊂ Hn = G 
такая, что |Hi :Hi-1| – простое число для любого 
i = 1,…,n. 

В [2] показано, что группа G, у которой вся-
кая силовская подгруппа P -субнормальна в G, 
дисперсивна по Оре. Строение конечных групп, 
у которых любая примарная циклическая под-
группа P -субнормальна, получено в [3]. 

В настоящей работе установлено строение 
конечной группы G, у которой единичная под-
группа не является P -субнормальной в G, но P -суб-
нормальна во всякой собственной подгруппе 
группы G. 
 

1 Обозначения и предварительные ре-
зультаты 

Определения и обозначения стандартны, их 
можно найти в [4]. Приведем некоторые из них 
для удобства чтения. 

π(G) – множество всех простых делителей 
порядка группы G; 

Sylp(G) – множество всех силовских p-под-
групп группы G; 

H P -sn G – подгруппа H P -субнормальна в G; 
Rn – прямое произведение n экземпляров 

групп, изоморфных R. 
В работе Л.С. Казарина [1] установлено, что 

если в конечной группе G 1 P -sn G, тогда G 
имеет простые неабелевы композиционные фак-
торы из следующего списка: PSL3(3), PSL3(5), 
PSL2(q), q > 3. В следующей лемме приводится 
уточнение результата Л.С. Казарина. 

Лемма 1.1 [5]. Пусть G – простая неабеле-
ва группа и 1 P -sn G, тогда G∈{SL3(3); SL3(5); 
PSL2(7); PSL2(11); SL2(2n), где 2n + 1 – простое 
число Ферма}. 

Из леммы 3.1 [5] и леммы 1 следует, что ес-
ли 1 P -sn G, то композиционные факторы груп-
пы G либо принадлежат списку групп леммы 1.1, 
либо изоморфны Zr, где r – простое число. Класс 
групп с единичной P -субнормальной подгруп-
пой будем обозначать .R  Обозначим T  – мно-
жество всех конечных групп G, у которых еди-
ничная подгруппа не P -субнормальна в G, но 
P -субнормальна в любой собственной подгруп-
пе группы G. 

 
2 Доказательство основного результата 
Лемма 2.1. Пусть G – простая  неабелева 

группа и G∈T.  Тогда G ∈  {A6; J1; Sz(2r), где r – 
нечетное простое число; PSL2(r), где 3 < r – про-
стое число; PSL2(11r), PSL2(7r), PSL2(5r), PSL2(2r), 
PSL2(3r), где r – простое число; PSL2(232); 
PSU3(3); PSU3(7); PSU3(q), где q +1 – простое 
число Ферма; PSL3(5); PSL3(7); PSL3(11)}. 
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Доказательство. Рассмотрим все возможные 
случаи. 

1. G ≅ An, n ≥  5. Группа A5 ≅ PSL2(22)∈R  и, 
следовательно, A5 .∉T  Подгруппы в A6 либо раз-
решимы, либо изоморфны A5 .∈R Так как 
A6 ,∉R  то A6∈T.  При n ≥  7 группа G содержит 
простую знакопеременную подгруппу An-1 .∈R  
Следовательно, G .∉T  

2. G – спорадическая группа или группа 
Титса 2F4(2)'. Информация о данных группах 
приведена в [6]. У группы J1 все собственные 
подгруппы либо разрешимы, либо изоморфны 
PSL2(11) ,∈R  поэтому J1 ∈T.  Для оставшихся 
групп укажем подгруппы, которые не содержат-
ся в ,R  а значит сами группы не содержатся в 
T :  {M11; A6

·2}, {M11; M12}, {M22; A7}, {M23; M22}, 
{M24; M23}, {J2; PSU3(3)}, {HS; M22}, {J3; PSL2(19)}, 
{ ;cM L  M22}, {He; 3·S7}, {Ru; A8}, {Suz; A7}, {O' N; J1}, 
{Co3; HS}, {Co2; },cM L  {Fi22; M12}, {HN; A12}, 
{Ly; 2·A11}, {Th; PSL2(19):2}, {Fi23; PSL2(17):2}, 
{Co1; Co2}, {J4; 211:M24}, 24{ ;Fi′  Fi23}, {B; 2F4(2)}, 
{M;2·B}, {2F4(2)' ; PSL2(25)}. 

3. G – группа лиевского типа. Максималь-
ные параболические подгруппы группы G полу-
чаются вычеркиванием вершины в диаграмме 
Дынкина. Поэтому если лиевский ранг группы G 
равен l, то имеется максимальная параболиче-
ская подгруппа группы G c композиционным 
фактором, имеющим лиевский ранг l-1. Так как 
лиевский ранг у групп из R  не выше 2, то лиев-
ский ранг у групп из T  не выше 3.  

Пусть сначала лиевский ранг группы G ра-
вен 1. Рассмотрим все возможные случаи. 

(1) G ≅ Sz(q), где q = 22n+1 > 2. Из [7] следует, 
что все подгруппы группы G либо разрешимы, 
либо изоморфны Sz(s), где q есть степень числа s. 
Так как группы Судзуки не содержатся в ,R  то 
2n+1 является простым числом. Таким образом, 
Sz(q) ,∈T  если q = 2p, где p – нечетное простое 
число. 

(2) G ≅ 2G2(q), где q = 32n+1 > 3. Из [8] следу-
ет, что централизатор инволюции группы Ри изо-
морфен Z2 × PSL2(q). Так как q = 32n+1 > 3, то 
PSL2(q) ,∉R  a значит G .∉T  

(3) G ≅ PSL2(q), где q = pf. Из теоремы II.8.27 
[9] следует, что в G существует собственная под-
группа изоморфная PSL2(pm) для всех 1 ≤  m ≤  f 
и m делящего f. Если G ,∈T  то PSL2(pm) .∈R  
Если f = 1, то G ≅  PSL2(p) ∈T.  Если f – простое 
число, то подгруппа PSL2(p) .∈R  Таким образом, 
в этом случае G∈{PSL2(11f), PSL2(7f), PSL2(5f), 
PSL2(2f), PSL2(3f), где f – простое число} .⊂ T  

Пусть f = lt, где l≥ 2, t≥ 2. В этом случае 
подгруппы PSL2(pl) и PSL2(p 

t) содержатся в .R  
Это возможно когда p = 2 и 2l+1, 2t+1 – простые 
числа Ферма. Следовательно, l = 2a ≥ 2, t = 2b ≥ 2 

и f = lt = 2a+b. Если f < 25, то f∈{4, 8, 16}. Так как 
24 + 1, 28 + 1, 216 + 1 – простые числа, то G ,∈R  
что невозможно. Поэтому f ≥ 32. Если f = 32, то 
2f + 1 делится на 641. Поэтому G ≅ PSL2(232) ,∉R  
а все ее подгруппы содержатся в .R  Следова-
тельно, PSL2(232)∈T.  Пусть f > 32. Тогда f = 32k, 
где 2≤ k – степень числа 2 и G содержит под-
группу изоморфную PSL2(232) ,∉R  что невоз-
можно. 

(4) G ≅ PSU3(q). Пусть сначала q – нечетное 
число. Из [10] следует, что G содержит подгруп-
пу H ≅ PSL2(q). Если G ,∈T  то H .∈R  Это воз-
можно, когда H∈{PSL2(3), PSL2(5), PSL2(7), 
PSL2(11)}. Из [6] следует, что все подгруппы в 
PSU3(3) и PSU3(7) лежат в .R  Значит, PSU3(3), 
PSU3(7)∈T.  Группы PSU3(5) и PSU3(11) содер-
жат подгруппы A7∉R  и A6∉R  соответственно 
[6]. Поэтому PSU3(5), PSU3(11) .∉T  

Пусть q – четное число. Из [11] следует, что 
G содержит подгруппу изоморфную PSL2(q). Ес-
ли G ,∈T  то PSL2(q) .∈R  Это возможно когда 
q + 1 = r – простое число Ферма. Пусть 
q + 1 = 2ak, где k – нечетное число. В нашем слу-
чае k = r – простое число. Группа G содержит 
подгруппу PSU3(2m), если k / m > 3 – нечетное 
простое число [11]. Так как k простое число, то 
m = 1 и разрешимая группа PSU3(2) .∈R  Так как 
k≠ 3m, то G не содержит подгрупп PSU3(2m).3 
[11]. Как следует из [11], остальные подгруппы 
группы G разрешимы. Таким образом, 
PSU3(q) ,∈T  если q + 1 – простое число Ферма.  

Пусть G – группа лиевского ранга 2. Рас-
смотрим все возможные случаи. 

(1) G ≅ 3D4(q). Из [12] следует, что G содер-
жит подгруппу G2(q) .∉R  Таким образом, G .∉T  

(2) G ≅ 2F4(q), где q = 2n > 2. Из [12] следует, 
что G содержит подгруппу Sz(q) ,∉R  поэтому 
G .∉T  

(3) G ≅ G2(q). Группа G содержит подгруппу 
A2(q). Если q ≠ 2, то A2(q)∉R  и G .∉T  При q = 2 
G ≅ G2(q) не является простой неабелевой груп-
пой (G2(2)' ≅ PSU3(3)). 

(4) G ≅ Ω5(q)≅ PSp4(q), где q = pn. Группа 
содержит максимальную параболическую под-
группу с композиционными факторами PSL2(q). 
Если ,G∈R  то PSL2(q) .∈R  Тогда PSL2(q)∈{PSL2(3) 
– разрешимая группа; PSL2(5), PSL2(7), PSL2(11), 
PSL2(2n), где 2n + 1 – простое число}.  

Установим когда G .∈T  Группа PSp4(3) ≅  
≅ PSU4(2) содержит подгруппу S6 ,∉R  поэтому 
PSp4(3) .∉T  Группа PSp4(5) содержит подгруппу 
A6 ,∉R  поэтому PSp4(5) .∉T  Пусть G ≅ PSp4(7). 
Так как q = 7, то из [10] следует, что G содержит 
подгруппу A7∉R  и PSp4(7) .∉T  Если 
G ≅ PSp4(11), то 11 ≡  –1(mod 12) и G содержит 
подгруппу A6

· 2 .∉R  Значит PSp4(11) .∉T  Пусть 
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G ≅ PSp4(2n), где 2n + 1 – простое число и 
n = 2k > 1. В этом случае, очевидно, группа G 
содержит подгруппу H ≅ PSp4(2) и H' ≅ A6 .∉R  
Поэтому G .∉T  

(5) G ≅ PSL3(q), где q = pn. Группа G содер-
жит максимальную параболическую подгруппу с 
композиционными факторами PSL2(q). Если 
G ,∈T  то PSL2(q) .∈R  Таким образом, G∈{PSL3(3), 
PSL3(5), PSL3(7), PSL3(11), PSL3(2n), где 2n + 1 – 
простое число Ферма}. Группа PSL3(3) ,∈R  а 
значит PSL3(3) .∉T  Из [6] следует, что все под-
группы групп PSL3(5), PSL3(7), PSL3(11) содер-
жатся в .R  Поэтому эти группы принадлежат .T  
Пусть G ≅ PSL3(2n), где 2n + 1 ≥ 5 является про-
стым числом. В этом случае n = 2m ≥ 2, так как 
PSL3(2) .∈R  Если m = 1, то G ≅ PSL3(4). Из [6] 
следует, что G содержит подгруппу изоморфную 
A6 .∉R  Поэтому PSL3(4) .∉T  Следовательно, 
m ≥ 2 и n ≥ 4. Тогда n = 2t, где t ≥ 2 и группа G 
содержит подгруппу PSL3(2t) [11]. Значит, G .∉T  

(6) G ≅ PSU4(q). Из [12] следует, что G со-
держит подгруппу PSp4(q) G .∉T  

(7) G ≅ PSU5(q). Группа G содержит макси-
мальную параболическую подгруппу с компози-
ционными факторами PSU3(q). Если PSU3(q) ,∈R  
то G ≅ PSL5(2). Из [6] следует, что G содержит 
подгруппу PSU4(2) ,∉R  поэтому G .∉T  

Пусть лиевский ранг группы G равен 3. В 
этом случае G∈{PSp6(q), PΩ7(q), PSU6(q), PSL7(q), 
PSL4(q), F4(q), PΩ −

8 (q)}. Группы PSp6(q) и PΩ7(q) 
содержат максимальную параболическую под-
группу с композиционным факторам PSp4(q) ,∉R  
и, следовательно, не содержится в .T  Аналогич-
но, группа PSU7(q) исключается наличием ком-
позиционного фактора PSU5(q) .∉R  В группе 
G ≅  PSL4(q) имеется параболическая подгруппа с 
композиционным фактором PSL3(q), поэтому 
G ≅  PSL4(2) ≅  A8 и содержит подгруппу A7 .∉R  
Значит, PSL4(2) .∉T  Группа PΩ −

8 (q) содержит 
параболическую подгруппу с композиционным 
фактором PSU4(q)∉R  и PΩ −

8 (q) .∉T  Лемма до-
казана. 

Обозначим Ω – множество простых групп 
из леммы 2.1. 

Теорема 2.2. Пусть конечная группа G .∈T  
Тогда G / Φ(G) .∈Ω   

Доказательство. Если G – простая неабеле-
ва группа, то теорема верна. Пусть N – нормаль-
ная подгруппа в G, а M – максимальная подгруп-
па группы G. Предположим, что .N M{  Тогда 

G = NM, где N ∈R  и .M ∈R  Отсюда следует, 
что 1 P -sn G. Последнее невозможно. Следова-
тельно, .N M⊆  Так как M – произвольная мак-
симальная подгруппа группы G, то ( ).N G⊆ Φ  
Отсюда легко заключить, что G / Φ(G) .∈Ω  Тео-
рема доказана.  
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