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1 Предварительные результаты 
В работе, на предмет отсутствия подвижных 

многозначных особенностей, продолжаем рас-
сматривать систему двух дифференциальных урав-
нений [3] 
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где ,iA  0, 2,i =  − полиномы по x с аналитически-

ми по t коэффициентами, ,jkb  0,1,j =  0, 2k =  − 
аналитические по t функции, 

 2 12 020, 0,A b b≠ + ≠             (1.2) 
и правые части не являются одновременно пол-
ными квадратами. Запись 0,F ≠  здесь и далее 
означает, что коэффициенты полинома F  одно-
временно не обращаются в нуль в некоторой об-
ласти .D  

Согласно [2], для отсутствия многозначных 
особенностей у решений системы (1.1) при усло-
виях (1.2), необходимо требовать 

 2
1 2 04 0.A A A− =               (1.3) 

Согласно [3], для того, чтобы дифференци-
альная система (1.1) с аналитическими по t  ко-
эффициентами и условиями (1.2) не имела мно-
гозначных особенностей, необходимо чтобы она 
имела вид 
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и выполнялись условия (1.3). Далее, в [3] были 
найдены необходимые и достаточные условия 
отсутствия подвижных многозначных особенно-
стей для случая 22 21 0,a a= =  20 0.a ≠  

Имеет место следующая лемма. 
Лемма. Для того, чтобы дифференциаль-

ная система 
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где ( , ),i iC C y t=  ( , ),j jD D y t=  0,4,i =  0,2,j =  
полиномы по у с аналитическими по t коэффици-
ентами, 2 0,D ≠  не имела многозначных особен-
ностей, необходимо, чтобы: или 
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при 2
1 2 04 0,D D D− ≠  где ( ) ,j

j t

D
D

t
∂

=
∂

 0,2.j =  

Доказательство. Поскольку 2 0,D ≠  то из 
второго уравнения системы (1.4) будем иметь 
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Подставляя (1.7) и (1.8) соответственно в 
правую и левую части первого уравнения систе-
мы (1.4), и полагая 3 2

0 0, ,y y Y t t= + ε = + ε τ  при 
0ε =  получим упрощенное дифференциальное 

уравнение 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2
2 1 2 0 2 1 2 0

2
2

2
1 2 2 12

1 2 0 2
2

3/ 22
1 2 0

4
2

4 2 4

8

4
4

4

8

tt

t t

D D D D D D D D
Y Y

D

D D D D
D D D

D

D D D

D

⎛ − − −
⎜ + −
⎜
⎝

− ⎞
−λ ⋅ − ⋅ =⎟⎟

⎠

λ −
= ×

 

(
)

(

)

3 2 2
1 2 2 1 2 3 0 2

2 3
3 1 2 4 0 1 2 4 1

2
4 31 2 0

0 2 1 1 24
2

3 2 2 2
2 0 2 2 1 2 3 0 1 2

3 2 2 2 4
3 1 2 4 0 2 4 0 1 2 4 1

2

4
2

8

2 3

2 4 ,

C D C D D C D D

C D D C D D D C D

D D D
C D C D D

D

C D D C D D C D D D

C D D C D D C D D D C D

× − − +

+ + − +

−
+ − −

− + + −

− + − +

(1.9) 

где ,dYY
d

=
τ

 
2

2 .d YY
d

=
τ

 

Учитывая, что 2 0,D ≠  то для отсутствия 
многозначных особенностей у решений уравне-
ния (1.9), и, соответственно, у решений системы 
(1.4), согласно [4], необходимо чтобы выполня-
лось либо условие (1.5), либо (1.6) при 

2
1 2 04 0.D D D− ≠  

 
2 Необходимые и достаточные условия 

свойства Пенлеве для дифференциальной сис-
темы второго порядка 

Рассмотрим систему дифференциальных ура-
внений 
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где 
22 12 020, 0.a b b≠ + ≠  

Поскольку 22 0,a ≠  то с помощью аналити-
ческой замены независимой переменной, сохра-
няя для коэффициентов прежние обозначения, 
систему запишем в виде 
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где 
 12 02 0.b b+ ≠                       (2.2) 

Из (1.3) следует 14 0.a =  Далее, учитывая 
(2.2), из (2.1), относительно компоненты y  по-
строим уравнение и введем малый параметр по 
формулам ,y Y=  0 .t t= + ετ  При 0ε =  получим 
упрощенное дифференциальное уравнение 
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где 12 12 0( ),b b t=  02 02 0( ),b b t=  04 04 0( ).a a t=  
Пусть 12 0.b ≠  Тогда в упрощенном уравне-

нии (2.3) выполним замену 
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Y
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иметь 

04 2

12

2
,

a
u u

b
λ

′′ ′=  

где 2 1,λ =  решения которого имеют многознач-
ные особенности [1], если 04 0.a ≠  Таким обра-
зом, 04 0.a =  При этом условии из (1.3) получим, 
что 13 0,a = 03 0.a =  С учетом найденных условий 
в уравнение относительно компоненты y  введем 
малый параметр по формулам 1 ,y Y−= ε  

2
0 .t t= + ε τ  При 0ε =  получим упрощенное 

дифференциальное уравнение 
2 22 2 0,YY Y Y Y′′ ′ ′− − λ =  

где 2 1.λ =  Используя метод резонансов, найдем, 

что { }31; .2r∈ −  Следовательно, в случае 12 0,b ≠  

дифференциальная система (2.1) при условиях 
(2.2) не обладает свойством Пенлеве. 
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Пусть 12 0b =  (следовательно из (2.2) 02 0).b ≠  
Тогда упрощенное уравнение (2.3) примет вид 

204

02

,
a

Y Y
b

′′ ′= λ  

где 2 1,λ =  решения которого имеют многознач-
ные особенности [1], если 04 0.a ≠  Таким обра-
зом, учитывая полученные выше условия и тре-
буя выполнения условия (1.3) получим, что для 
отсутствия многозначных особенностей у реше-
ний системы (2.1) при условиях (2.2) необходи-
мо, чтобы система, с точностью до переобозна-
чения коэффициентов, принимала один из видов 
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где 02 0.b ≠  
Рассмотрим систему (2.4). Потребовав вы-

полнения условий леммы с учетом, что правые 
части не должны быть одновременно полными 
квадратами, получим, что в данном случае нет 
дифференциальных систем без многозначных 
особенностей. 

Рассмотрим систему (2.5). Потребовав вы-
полнения условий леммы с учетом, что правые 
части не должны быть одновременно полными 
квадратами, получим, что рассмотрение системы 
распадается на два случая: 
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где 2
02 1 20, 4 0.b K K≠ − ≠  
Рассмотрим систему (2.6). Поскольку урав-

нение относительно компоненты y  имеет вид 
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где 2 1,λ =  1 0,β β  – многочлены по y  однознач-
но определяющиеся через коэффициенты систе-
мы, а 02 0,b ≠  то решения системы (2.6) не обла-
дают свойством Пенлеве. 

Рассмотрим систему (2.7). Уравнение отно-
сительно компоненты y  имеет вид 
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Согласно методу резонансов, решение уравнения 
можно представить формальным рядом 

2 30
1 2 3 4 ...,y t t t

t
α

= +α +α +α +α +  

где 2α  – должно быть произвольной постоян-
ной. Это требование приводит к необходимости 
выполнения резонансного условия 

 12 3 02, ,K ta K b H e= =            (2.8) 
где 3 , 0,K H K≠  – некоторые постоянные. 

Учитывая полученные условия, и 
2

1 24 0,K K− ≠  
заключаем, что с помощью линейного преобра-
зования относительно зависимых переменных и, 
сохраняя для коэффициентов прежние обозначе-
ния, система (2.7) примет вид 
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ненты x  построим уравнение 
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в котором, выполнив замену ,
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где 2 1.λ =  C помощью аналитической замены 

независимой переменной exp ,
2
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 уравне-

ние (2.10) приводится к виду 
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частного случая пятого уравнения Пенлеве. Со-
гласно [1], решения уравнения (2.11), а, следова-
тельно и компонента x системы уравнений (2.9), 
не имеют многозначных особенностей. 

Далее, из (2.9) относительно компоненты y 
построим уравнение 

( ) ( )2 2 22 4 ,Kty Ky y y He′′ ′ ′− = +  
которое, с помощью аналитической замены неза-

висимой переменной exp ,
2
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 при-

мет вид 
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K z
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Согласно [4], уравнение (2.12) сводится к част-
ному случаю третьего уравнения Пенлеве. Сле-
довательно, решения уравнения (2.12), а также и 
компонента y системы уравнений (2.9), не имеют 
многозначных особенностей. 

Пусть K = 0. Тогда из системы (2.9) можем 

записать 
2 2dx y

dy H
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Откуда получим, что 
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2

,
2

yx C
H

λ
= +                     (2.13) 

где C – постоянная интегрирования, 2 1.λ =  Под-
ставив (2.13) во второе уравнение системы (2.9), 
будем иметь 

2 2
2 1 ,

2 2
y yy H C C
H H

⎛ ⎞⎛ ⎞λ λ′ = + + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

  (2.14) 

которое является уравнением Брио и Буке [1]. 
Последнее означает, что решения уравнения 
(2.14) не имеют многозначных особенностей. 
Учитывая (2.13), получаем, что и компонента y 
обладает свойством Пенлеве. 

Таким образом, можно сформулировать 
следующую теорему. 

Теорема. Для того чтобы дифференциаль-
ная система (2.1) при условии (2.2) обладала 
свойством Пенлеве, необходимо и достаточно, 
чтобы она дробно-линейным преобразованием x, 
y и аналитической заменой независимой пере-
менной t приводилась к виду (2.9). Решения дан-
ной системы в некоторых случаях выражаются 
через решения третьего и пятого уравнений 
Пенлеве. 
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