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Предложены и анализируются аналитические выражения в замкнутой форме для непараксиальных и параксиальных 
3D пучков Трикоми – Куммера (Т – К) и других пучков с непрерывным угловым индексом m в параболических враща-
тельных координатах. Cформулированы физические ограничения на возможные значения свободных параметров таких 
пучков. Показано, что параксиальные пучки без гауссиана могут переносить конечную мощность. 
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Analytical expressions in the closed form for nonparaxial and paraxial 3D Tricomi – Kummer (Т – К) beams and other beams 
with continuous angular index m in parabolic rotary coordinates are offered and analyzed. Physical restrictions on possible val-
ues of free parameters of such beams are formulated. It is shown, that paraxial beams without Gaussian can transfer finite 
power. 
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Введение 
 Потребности науки и техники приводят к 
необходимости поиска новых типов оптических 
полей. Исследования ведутся как в направлении 
нахождения новых решений, так и направлении 
обобщения уже известных решений. В работах 
[1]–[7] были введены пучки Бесселя [1], Бессе-
ля – Гаусса [2], [3], Куммера – Гаусса [4], Кум-
мера [5], Вебера – Гаусса [6] и Куммера –
Куммера (К-К) [7] непрерывного порядка. 

В данной работе этот подход распространя-
ется на другие решения волнового уравнения в 
параболических вращательных координатах. По-
лучены выражения, описывающие 3D световые 
пучки Т – К и другие типы пучков К – К с непре-
рывным угловым индексом m и обсуждаются 
физически приемлемые значения их свободных 
параметров. Некоторые решения с дискретным 
порядком m в параболических вращательных 
координатах обсуждались, например, в [8]–[10]. 
 

1 Дополнительные решения волнового 
уравнения в параболических координатах 
вращения  

В работе [7] для монохроматических волн 
решения волнового уравнения в параболических 
координатах вращения 

2 2cos ; sin ; ( ) / 2x y z             

были представлены в безразмерном виде 

 ( )
1 2 5 6( )( ),

mi Z TE e X iY c M c U c M c U
        

 
где  

 , 1; ( ) ;M M a m i R Z     

 , 1; ( ) ;U U a m i R Z     

; ; ;kx X ky Y kz Z    ;t T   
2 2 2 2 ;k k x y R X Y       

2 2 2 ;R kr X Y Q     0 .Q Z iZ   
Затем были исследованы решения типа 

 ( )( ) .
mi Z TE M M e X iY M M

        

В настоящей работе получены и исследова-
ны дополнительно другие типы световых пучков 
в параболических координатах вращения. Со-
гласно Абрамовиц [11], гипергеометрическое 
уравнение, кроме решения ( ) ( , , ),w z M a b z  

имеет при 0, 1, 2,...b     еще другие независи-

мые решения. Поэтому общее решение волново-
го уравнения, при 0, 1, 2,...,b     для световых 

монохроматических волн в параболических вра-
щательных безразмерных координатах можно 
записать в виде 

 ( )
1 2 1 3 4( )

mi Q TE e X iY a M a M a U a U
            

5 6 1 7 8( ).a M a M a U a U                 (1.1) 
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Здесь обозначены функции 

 1 ( ) ,1 ; ( ) ;mM R Q M a m m i R Q
       

 ( ) 1 , 1; ( ) .i R QU e U m a m i R Q
        

В (1.1) можно выбрать по одной независимой 
функции из каждой скобки, например 1.U M   В 

общем случае параметры a комплексные, т. е. 
.a a ia    В параксиальном приближении, ко-

торое характеризует нижний индекс p, например,  

 , 1; 2 ;pU U a m i Q   
 

2

, 1; .
2p

R
U U a m i

Q




 
   

   

А) Амплитуда реального пучка, чтобы пу-
чок переносил конечную мощность, должна 

удовлетворять условиям квадратичной интегри-
руемости (КИ). Проанализируем условия КИ для 
непараксиальных волновых пучков К – К типа  

 
   

( )
1( ) ( )

, 1; ( ) ,1 ; ( ) .

mi Q T mE M M e X iY R Q

M a m i R Q M a m m i R Q

 
      

       
 

При 0Z   и m – нецелом, следуя Флюгге [12], 

получаем при R    амплитуду  

1

1

( )

.
( ) ( ) (1 ) ( )

iR iRa a b a m a

Е M M

R R e R R e

Г b a Г a Г a Г a m

 

 

    
   



  
            

Строго КИ нет. Если 
2

m
a 

 
или 

2
,

2

m
a

   то-

гда .E const  Внутри интервала 
2

,
2 2

m m  
 
 

 

при возрастании R  функция E  убывает. При 
 1

'
2

m
a


  (лучший вариант) 1E .R

  Это – на 

границе КИ и можно назвать случай 1E R
  

квази-КИ. Квази-КИ при реальных апертурных 
ограничениях будет приводить к практической 

реализации пучков 1( ).E M M   При 
1

,
2

m
a


  с 

точностью до постоянных множителей,  

( )
1 /2 /2( ) .

2 2
i m T

m m

R Q R Q
E M M e J J

  

          
     

Это – стоячая волна. Однако, если взять ком-

плексный параметр a таким, чтобы 
1

,
2

m
a

   

тогда возникает бегущая волна с квази-КИ, как 
для волн типа ( ).E M M   

Обсудим теперь возможные варианты, ко-
гда одна из функций Куммера М становится при-
соединенным полиномом Лагерра. 

а) Пусть ,a m n   тогда при R    ам-

плитуда  2 1
1( ) .n mЕ M M R R 

      Отсюда при 

( ) ( 2 1)a m n m n        амплитуда   1,E R
  

а при ( ) ( 2 )a n m n    амплитуда .E const  

б) Аналогично, пусть 1 ,a n   тогда при 

R    амплитуда  2 1
1( ) .n mЕ M M R R 

      

Отсюда при ( 1 ) ( 2 1)a n m n      амплитуда 
1,E R

  а при ( 1 ) ( 2 )a n m n     амплитуда 
.E const  

Пучок 1( )E M M   в параксиальном при-
ближении описывается выражением  

   

( )
1

2

( )

,1 ; 2

, 1; .
2

i Z T
p p

m m

E M M e

X iY Q M a m m iQ

R
M a m i

Q


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



 

     

 
  

 

 

Выясним условия его КИ. При R    ампли-

туда 
2

1( ) , 1; .
2

m
p p

R
E M M R M a m i

Q


  

 
  

 
 Отсю-

да условия КИ для 1( )p pE M M   такие же, как 

для ( )p pE M M   [7]. Компьютерное моделирова-

ние интенсивности пучков подтверждает выводы 
о возможностях осуществления КИ таких пучков. 

Б) Рассмотрим непараксиальный пучок 
К – К типа  

   
 

( )
1( )

( ) , 1; ( )

,1 ; ( ) .

i Q T

m m

E M M e

X iY R Q M a m i R Q

M a m m i R Q


 



 

      

   

 

Он получается из 1( )E M M   заменами  .R R   

Здесь необходимо брать 0.Z   Тогда при 

R    амплитуда 

   , 1; ,1 1; .E M a m iR M a m m iR         

Условия КИ для пучка 1( )E M M   такие же, как 

для 1( ).E M M   При 
2

m
a   и 

1

2

m
a

   .E const  

Лучший вариант 
1

,
2

m
a

   тогда снова имеем 

квази-КИ. Кроме того, еще существуют возмож-
ности квази-КИ а) и б), как для пучков вида 

1( ),E M M   рассмотренные выше. 

В параксиальном приближении, при 0,Z   
получаем  

 

( )
1

2

( ) ( )

, 1; 2 ,1 ; .
2

i Q T m
p p

m

E M M e X iY

R
Q M a m m iQ M a m i

Q


 

 

  

 
       

   

Отсюда условия КИ для пучков вида 

1( )p pE M M   такие же, как для пучков 

1( )p pE M M   и пучков ( ),p pE M M   т. е. при 

0Z   и 0 0Z   возможны следующие варианты:   

1. Если ,
2

m
a   тогда E   и .W   
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2. Если ,
2

m
a   тогда ,E const  но .W   

3. Если 
1

, ,
2 2

m m
a

   
 тогда 0,E   но 

.W   

4. Если 
1

,
2

m
a

   тогда 0E   и .W const  

Итак, необходимые и достаточные условия пере-
носимой конечной мощности W параксиальных 
параболических пучков К – К 1( )p pE M M   и, 

тем самым, их физической реализуемости сле-

дующие: 0

1
( 0) .

2

m
Z a

   
 

  При этом мни-

мая часть a  параметра a не влияет на КИ. Ком-
пьютерное моделирование подтверждает эти вы-
воды.  

В) Обсудим непараксиальный пучок типа 

   
 

( )
1 1

2

( )

,1 ; ( )

,1 ; ( ) .

i Q T

m m

E M M e

X iY R M a m m i R Q

M a m m i R Q


 




 

      

   

 

При 0X Y   и 0m   возникает неопределен-
ность в амплитуде типа 0 / 0,E   поэтому дела-

ем замену ( )m m   и получаем пучок 

   
 

( )
* 1 1( )

,1 ; ( )

,1 ; ( ) .

i Q T

m

E M M e

X iY M a m m i R Q

M a m m i R Q


   

      

   

. 

При последующих заменах 1,a m a   ( )Y Y   

пучок * 1 1( )E M M   преобразуется в пучок 

( ),E M M   рассмотренный ранее в [7]. 
 
2 Волновые поля Трикоми – Куммера 
Предварительно обсудим возможности ис-

пользования функций Трикоми U  и U  в (1.1). 

При Z   функции ,aU Q
   

2

,
2

R
U

Q


   что 

неплохо. Функции U  и U  при 0R   стре-

мятся к бесконечности, что физически неприем-
лемо. Попытки комплексифицировать перемен-
ные Z или X, Y функций U  и U  приводят к 

разрывам (скачкам) аргументов ( ( ))i R Q  и 

соответственно амплитуд вблизи 0,Z   что так-

же неприемлемо. Поэтому вариант U U   на всей 

оси Z не подходит. Однако можно использовать в 
(1.1), например, функцию M U   при 0Z   и 

функцию U M   при 0.Z   Далее мы будем об-

суждать пучки Т-К в области полупространства.  
А) Обсудим непараксиальные пучки Т – К 

 
   

( )( )

, 1; ( ) , 1; ( ) ,

mi Z TE U M e X iY

M a m i R Z U a m i R Z


     

      
 (2.1) 

которые пригодны при 0.Z   Рассмотрим воз-
можности КИ непараксиальных пучков Т – К c 
амплитудой ( ),E U M   которые аналитичны при 

0.Z   Тогда при R    функция  

1 2 1 2

.
( ) ( 1 ) ( ) ( 1 )

a m a mR R R R

Г a Г m a Г a Г m a

     
     

        
 

Отсюда, в лучшем случае, можно добиться толь-
ко квази-КИ. Конкретно, при ( 1) / 2a m    

функция 1( ) ,E U M R
    т. е. имеет место ква-

зи-КИ; при / 2a m   функция ;E const  при 

/ 2a m   функция .E   
В частности, пусть ( 1) / 2.a m   Тогда 

 ( )
/2

/2 (2)
/2

( )
exp

2 2

( )
exp ( )

2 2

mi Z T
m

m
m

i R Z R Z
E e X iY J

i R Z R Z
R Z H





          
   

           
   

.

( ) (1)
/ 2 / 2 .

2 2
i T

m m

R Z R Z
e J H         

   
 

Последний вариант соответствует Ковалеву [10], 
формула (21). Такие пучки он называет пучками 
Ханкеля – Бесселя. У него упоминаются также 
фактически пучки Т – К ( ).E U M   Таким образом, 

пучки Ханкеля – Бесселя обладают квази-КИ.  
В статье Изместьева [8], формула (17), про-

изводится переход к параксиальному пределу у 
функции Трикоми, следуя преобразованию, 
предложенному Пинни [13]. Однако, как показы-
вает компьютерное моделирование, преобразо-
вание Пинни не верно ни количественно, ни ка-
чественно. Поэтому проведем параксиализацию 
пучков Т – К с амплитудой ( )E U M   стандарт-

ным путем. Тогда получаем 

 

 

( )

2

( )

, 1; 2 , 1; .
2

mi Q T
p p

p p

E U M e X iY

R
U a m iQ M a m i

Q


 


 

  

 
     

 

 (2.2) 

Обсудим возможные условия КИ параксиальных 
пучков ( ).p pE U M   Как видим, они такие же, 

как для пучков ( ),p pE M M   рассмотренные в 

[7]. Итак, необходимые и достаточные условия 
переносимой конечной мощности W параксиаль-
ных параболических пучков T – K (2.2) и, тем 
самым, их физической реализуемости следую-

щие:

 
0

1
( 0) .

2

m
Z a

   
 

  При этом мнимая 

часть a  параметра a не влияет на КИ. Компью-
терное моделирование подтверждает эти выводы.  

Б) Перейдем к непараксиальным пучкам T – K 

   
 

( )
1( ) ( )

,1 ; ( )

,1 ; ( ) .

i Z T m

m

E U M e R Q

X iY M a m m i R Q

U a m i R Q

 
     

     

   

    (2.3) 
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Существует неопределенность в выражении 
(2.3), при 0X Y   и 0.Z   Заменяя ( )m m   

в (2.3) и преобразуя, устраняем неопределен-
ность и получаем непараксиальные пучки T – K 

    
 

( )
* 1( ) ( )

,1 ; ( )

,1 ; ( ) .

i Z T m

m

E U M e R Q

X iY M a m m i R Q

U a m i R Q

 
     

     

   

    (2.4) 

Пусть ,a m n    тогда при R    

функция * 1( ) n aE U M R 
    и нет КИ. При 

1 a n   1
* 1( ) ,E U M R

    т. е. квази-КИ. При 

R    функция 2 1 2 1( )( ).a m a mR R R R     
      

Тогда амплитуда непараксиальных пучков 
1,E R

  т. е. наблюдается квази-КИ, если удов-

летворяется условие 
1

.
2

m
a

   При ( ) / 2a m    

;E const  при ( ) / 2a m    E  .   

Исследуем условия КИ параксиальных пучков 

 

 

( )
* 1

2

( )

,1 ; ,1 ; 2 ) .
2

mi Z T m
p pE U M e Q X iY

R
M a m m i U a m i Q

Q

 
 



    

 
      

   

При R  функция  

* 1( )p pE U M 

2

2 2 2 2 .
R

i
a m a m QR R e



   
 

 
  
 
 

 

Пусть 0 0.Z   Тогда при 
2

m
a    ,E const  

при 
1

2

m
a

 
 

– квази-КИ. Однако, при 

1

2

m
a

   – строгая КИ для * 1( ).p pE U M   

В) Обсудим теперь пучки T – K  

 
   

( )( )

1 , 1; ( ) , 1; ( ) .

mi T RE U M e X iY

U m a m i R Q M a m i R Q


     

       


 

Здесь необходимо 0.Z   Тогда, при 1R   

амплитуда волнового поля  

 1( ) , 1; .aE U M R M a m iR
      

Исследуем условия КИ таких пучков. При 
1a m n n      нет КИ. В общем случае, при 

1,R   1 2 2( ) .a mE U M R R  
      При 

( 1) / 2a m    1E R
  – квази-КИ. Если 

( 2) / 2,a m    то .E const  При a n   снова 
1,E R

  но это условие входит в условие 

( 1) / 2.a m    

В параксиальной аппроксимации (при 
1)Z   функция 

 ( )( )
mi T Q

p pE U M e X iY
       

 
2

1 , 1; 2 1 , 1;
2

R
U m a m i Q M m a m i

Q
 

         
   

и при 1R    

2

( ) 1 , 1; .
2

m
p p

R
E U M R M m a m i

Q


  

 
      

 
  

Исследуем условия КИ.   
1. При 1m a n     2m nE R 

  и нет КИ. 

2. При 0( 0 0)a n m Z      выполняют-

ся условия КИ. 
3. Общий случай. Разлагаем М в ряд. Полу-

чаем при 1,R   что 

2
2 2 2( ) exp .

2
m a a m

p p

R
E U M R R i

Q
     

   

  
       



 
КИ может быть лишь при 0 0.Z   Анализ пока-

зывает, что при ( 2) / 2a m    E const  и нет 

КИ; при ( 1) / 2a m    1E R
  и квази-КИ; при 

( 1) / 2a m    – строго КИ. 

Г) Рассмотрим теперь пучки T – K 
   ( )

1( )
m mi T QE M U e X iY R Q


       

   1 ,1 ; ( ) 1 , 1; ( ) .M a m i R Q U m a m i R Q           

Существует неопределенность в последнем вы-
ражении, при 0.X Y   Заменяя здесь 

( )m m   и преобразуя, устраняем неопределен-

ность и получаем непараксиальные пучки T – K 

   ( )
* 1( )

m mi T QE M U e X iY R Q


       

   1 ,1 , ( ) 1 , 1; ( ) .M a m i R Q U m a m i R Q             

Амплитуда поля при 1R    

* 1( )E U M 
  1 1 ,1 ; .m aR M a m iR 

      
Исследуем условия КИ пучков * 1( ).E M U 

  

1. При 1 a n    2 .m nE R 
  Условий КИ 

нет. 
2.  1

* 1( ) ,1 ; .m aE U M R M a m m iR 
         

Если ,a m n    то 1E R
  – квази-КИ.  

3. Общий случай. При 1R    

2 1
* ( ) ( )m n a n aE U M R R     

      
и нет строгой КИ. Тогда при (2 ) / 2a m    

E const  и нет КИ; при (1 ) / 2a m    1E R
  

и квази-КИ.  
Рассмотрим параксиальное приближение 

для пучков * 1( ).p pE M U 
  Получаем  

 

 

( )
* 1

2

( )

1 ,1 ,
2

1 , 1; 2 .

i T Q
p p

m m

E M U e

R
X iY Q M a m i

Q

U m a m i Q


 

 

 

 
      

 
     


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Исследуем условия КИ. При 1R     

2

* 1( ) 1 ,1 , .
2

m
p p

R
E M U R M a m i

Q


  

 
     

 


 
Разлагая М в ряд, при 1R   получаем, что 

2 2 2 2

* 1( ) exp .
( ) (1 ) 2

a m a m

p p

R R R
E U M i

Г m a Г a Q

   
  

 

  
         



 
Необходимое условие КИ – 0 0.Z   Тогда при 

(2 ) / 2a m    ;E   при (2 ) / 2a m    

E const  и нет КИ; при (1 ) / 2a m    1E R
  

и квази-КИ; при (1 ) / 2a m    строгая КИ и пе-

реносимая мощность .W const  
 

Заключение 
 В данной работе проанализированы выра-
жения, описывающие дополнительные типы 3D 
световых пучков К – К и новых типов пучков 
Т – К с непрерывным угловым индексом m в па-
раболических вращательных координатах. Част-
ными случаями введенных здесь пучков являют-
ся соответствующие пучки с дискретным цело-
численным  индексом m. 

Установлено, что для непараксиальных 
пучков К – К и Т – К путем подбора свободных 
параметров можно добиться только квази-КИ. 
Показано, что непараксиальные пучки Т – К фи-
зически реализуемы только в области полупро-
странства 0Z   или при 0.Z    
 В то же время для параксиальных версий 
рассматриваемых пучков существуют несколько 
возможностей для строгой КИ. Существенно 
также, что здесь для КИ не требуется гауссова 
аподизация пучков.  
 Одновременный переход от дискретных 
значений m к непрерывному спектру, а также от 
вещественных к комплексным значениям a силь-
но расширяет класс известных в настоящее вре-
мя пучков с цилиндрической симметрией. 
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