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Подгруппа M группы G называется модулярной подгруппой в G, если выполняются следующие условия:  
(1) X M Z X M Z, = ,∩ ∩  для всех X G Z G≤ , ≤  таких, что X Z≤ ,  и  

(2) M Y Z M Y Z, = ,∩ ∩  для всех Y G Z G≤ , ≤  таких, что M Z≤ .   
Найдены условия ΦU -гиперцентрального вложения подгрупп конечных групп с заданными модулярными примарны-
ми подгруппами.  
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A subgroup M of a group G is a modular subgroup in G if the following conditions are true: 
(1) X M Z X M Z, = ,∩ ∩  for all X G Z G≤ , ≤  with X Z≤ ,  and  

(2) M Y Z M Y Z, = ,∩ ∩  for all Y G Z G≤ , ≤  with M Z≤ .   
Conditions for ΦU -embedding of hypercentral subgroups of finite groups with given modular primary subgroups are found. 
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Введение  
Все рассматриваемые в данной работе груп-

пы конечны.  
Напомним, что подгруппа M группы G на-

зывается модулярной подгруппой в G, если вы-
полняются следующие условия:  

(1) X M Z X M Z, = ,∩ ∩  для всех X G≤ ,  
Z G≤  таких, что X Z≤ ,  и  

(2) M Y Z M Y Z, = ,∩ ∩  для всех Y G≤ ,  
Z G≤  таких, что M Z≤ .   

Отметим, что модулярная подгруппа явля-
ется модулярным элементом (в смысле Куроша, 
[1, гл. 2, с. 43]) решетки всех подгрупп группы. 
Понятие модулярной подгруппы впервые анали-
зировалось в работе Р. Шмидта [2] и оказалось 
полезным в вопросах классификации составных 
групп. В частности, в монографии Р. Шмидта [1, 
гл. 5] модулярные подгруппы были использова-
ны для получения новых характеризаций раз-
личных классов групп.  

Мы используем символ U  для обозначения 
класса всех сверхразрешимых групп и N  – для 
обозначения класса всех нильпотентных групп. 
Символ [ ]A B  обозначает полупрямое произве-
дение групп A  и B,  где B  – оператор группы 
A.  Главный фактор H K/  группы G  называется 
фраттиниевым при условии ( )H K G K/ ≤ Φ / .   

Пусть X  – класс групп. Главный фактор 
H K/  группы G  называется X -центральным 
при условии [ ]( ( ))GH K G C H K/ / / ∈X  [3]. Про-
изведение всех нормальных подгрупп из G, чьи 
G-главные факторы являются X -центральными 
в G  называется X -гиперцентром группы G  и 
обозначается ( )Z GX  [4, c. 389].  

X -гиперцентр существенным образом вли-
яет на структуру группы. Например, если в груп-
пе G все подгруппы простого порядка или по-
рядка 4 содержатся в ( )Z G ,N  то G нильпотентна 
(Н. Ито). Если все такие подгруппы содержатся в 

( )Z G ,U  то G  сверхразрешима (Хупперт, Дерк). 
Если в группе G все подгруппы простого порядка 
содержатся в ( )Z G ,U  то G разрешима (Гашюц). 
Отметим также, что если G имеет нормальную 
подгруппу E  такую, что G E/ ∈X  и ( )E Z G≤ ,X  
то G∈ ,X  для многих конкретных классов .X   

Напомним, что ΦU -гиперцентром [5] груп-
пы G называется произведение всех нормальных 
подгрупп H из G таких, что все нефраттиниевы 
G-главные факторы группы H имеют простой 
порядок.  

Целью данной работы является доказатель-
ство следующей теоремы.  

МАТЕМАТИКА
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Теорема. Пусть E – нормальная подгруппа 
группы G, и p – простой делитель E| | .  Предпо-
ложим, что силовская p-подгруппа P из E имеет 
подгруппу D такую, что 1 D P<| |<| |  и каждая 
подгруппа H из P с порядком H D| |=| |  и каждая 
циклическая подгруппа из P порядка 4 (если 2D| |=  
и P является неабелевой 2-группой), не имеющие 
p-нильпотентного добавления в G, являются мо-
дулярными в G. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

(I) Если ( 1 ) 1p G− ,| | = ,  то 
( ) ( ( ))p pE O E Z G O E′ ′Φ/ ≤ / .  

(II) Если ( 1 ) 1p E− ,| | = ,  то 
( ) ( ( ))p pE O E Z G O E′ ′Φ/ ≤ /U . 

Мы докажем эту теорему в разделе 2. Ис-
пользуемая в статье терминология стандартна и 
при необходимости мы отсылаем читателя к мо-
нографиям [4], [6].  
 

1 Некоторые предварительные результаты  
Следующие известные свойства модулярных 

подгрупп будут использованы в данной работе.  
Лемма 1.1 [1, c. 201]. Пусть M – модуляр-

ная подгруппа в группе G. Тогда:  
(1)  H M∩  является модулярной подгруп-

пой в H  для всех H G≤ ;   
(2) eсли N G,  то MN N/  модулярна в 

G N/ ;   
(3) eсли 1M  и 2M  модулярные подгруппы в G, 

то 1 2M M,  так же модулярная подгруппа в G.  
Лемма 1.2 [1, гл. 5, теорема 5.2.5]. Если под-

группа M  модулярна в группе G,  то 
( )G

G GM M Z G M/ ≤ / .U  
Лемма 1.3 [5, лемма 2.3]. Пусть ( )Z Z GΦ= X  

и N и T – нормальные подгруппы группы G. Тогда: 
(1) каждый нефраттиниевый G-главный 

фактор из Z  является X -центральным в G;    
(2) ( );ZN N Z G NΦ/ ≤ /X  
(3) если ( )TN N Z G NΦ/ ≤ /X  и ( ) 1T N| |,| | = ,  

тогда T Z≤ .    
Лемма 1.4. Пусть N  – нормальная элемен-

тарная абелева подгруппа группы G.  Предпо-
ложим, что N  имеет подгруппу D  такую, что 
1 D N<| |<| |  и каждая подгруппа H  из N  удов-
летворяющая H D| |=| |  является модулярной в 
G.  Тогда некоторая максимальная подгруппа из 
N  нормальна в G.   

Доказательство. Предположим, что лемма 
не верна и ( )G N,  является контрпримером, для 
которого G N| | + | |  минимально. Тогда N p| |> .  
По условию леммы каждая подгруппа H  из N,  
удовлетворяющая условию H D| |=| |,  модулярна 

в G.  Предположим, что N  является минималь-
ной нормальной в G  подгруппой. Пусть V  – 
максимальная подгруппа из N .  Тогда V  моду-
лярна в G  по лемме 1.1 (3) как произведение 
некоторых модулярных в G  подгрупп из N .  По 
лемме 1.2 получаем 1 ( 1)GV V V Z G/ = / ≤ / .U  Но 
тогда 1 ( )V N Z G≠ ≤ .∩ U  Так как ( )Z G G,U  то 

( )N Z G≤ .U  Получили противоречие с тем, что 
N p| |≠ ,  где p – простое число. Предположим 

теперь, что N не является минимальной нор-
мальной в G подгруппой. Пусть R  – минималь-
ная нормальная в G  подгруппа, входящая в N .  
Тогда условие леммы выполняется для 
( )G R N R/ , /  и поэтому в силу выбора ( )G N,  
существует такая максимальная подгруппа 
M R/  из N R/ ,  что M R/  нормальна в G R/ .  
Но тогда M  – такая максимальная подгруппа из 
N ,  что M  нормальна в G.  Получили противо-
речие с выбором ( )G N, ,  которое завершает до-
казательство леммы.  

Лемма 1.5. Пусть F  – насыщенная форма-
ция, содержащая все нильпотентные группы, и 
пусть G – группа с разрешимым F -корадикалом 
P G= .F  Предположим, что каждая максималь-
ная подгруппа из G,  не содержащая P,  принад-
лежит .F  Тогда P  является p-группой для не-
которого простого числа p.  Более того, если 
каждая циклическая подгруппа из P  простого 
порядка или порядка 4 (если 2p =  и P  неабеле-
ва), не имеющая сверхразрешимого добавления в 
G,  является модулярной в G,  то ( )P P p| / Φ |= .   

Доказательство. Согласно [6, VI, теорема 
24.2] P G= F  является p-группой для некоторого 
простого числа p  и верны следующие утвер-
ждения:  

(1) ( )P P/ Φ  является G-главным фактором 
из P;   

(2) P  является группой экспоненты p  или 
экспоненты 4 (если 2p =  и P  неабелева). 
Предположим, что каждая циклическая подгруп-
па из P  простого порядка или порядка 4 (если 

2p =  и P  неабелева), не имеющая сверхразре-
шимого добавления в G,  является модулярной 
подгруппой в G.  Пусть ( )PΦ = Φ ,  X / Φ  – под-
группа простого порядка из P / Φ,  \x X∈ Φ  и 
L x= .  Тогда L p| |=  или 4L| |= .  Поэтому L  
либо имеет сверхразрешимое добавление T  в G,  
либо является модулярной подгруппой в G.  В 
первом случае мы можем предполагать, что 
T G≠  и поэтому T GΦ ≠ ,  так как ( )GΦ ≤ Φ .  С 
другой стороны LT G=  и поэтому 

( )( ) ( )( )T L T X GΦ / Φ Φ / Φ = Φ / Φ / Φ = / Φ.  
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Значит, G T p| / Φ : Φ / Φ |=  и поэтому  
( )P P p| / Φ |= ,  

так как ( )( )G P T/ Φ = / Φ Φ / Φ .  Предположим 
теперь, что L  модулярная в G  подгруппа. Тогда 

( ) ( ) ( )L P P X PΦ / Φ = / Φ  является модулярной в 
( )G P/ Φ  подгруппой по лемме 1.1 (2). Теперь 

согласно (1) и по лемме 1.4 заключаем, что 
( )P P p| / Φ |= .   
Лемма 1.6 [7, теорема 1.4]. Пусть H K/  – 

p-главный фактор группы G.  H K p| / |=  тогда 
и только тогда, когда 

( ) ( )G GG C H K Aut H K/ / /�  
является абелевой группой экспоненты, делящей 

1p − .    
Лемма 1.7 [8]. Пусть E – нормальная под-

группа группы G,  P  – силовская 2-подгруппа из 
E  с 4P| |> .  Предположим, что каждая под-
группа H  из P  порядка 4, не имеющая 2-ниль-
потентного добавления в G, является модуляр-
ной в G.  Тогда 2 2( ) ( ( ))E O E Z G O E′ ′∞/ ≤ / .   

Лемма 1.8 [5, лемма 2.10]. Пусть G – груп-
па, p  – наименьший простой делитель G| |  и P  
– нециклическая силовская p-подгруппа из G.  
Пусть E – нормальная неединичная подгруппа из 
G,  содержащаяся в P.  Если либо каждая мак-
симальная подгруппа из P имеет p-нильпо-
тентное добавление в G,  либо каждая макси-
мальная подгруппа из E имеет p-нильпотентное 
добавление в G,  то G  p-нильпотентна.  
 

2 Доказательство основной теоремы  
Предположим, что теорема неверна и рас-

смотрим контрпример ( )G E, ,  для которого про-
изведение G E| || |  минимально.  

(1) ( ) 1pO E′ = .   
Предположим, что ( ) 1pO E′ ≠ .  Легко пока-

зать, что по лемме 1.1 (2) условие теоремы вы-
полняется для ( ( ) ( ))p pG O E E O E′ ′/ , / .  Следова-
тельно, по выбору ( )G E,  теорема верна для 
( ( ) ( ))p pG O E E O E′ ′/ , / ,  и значит, для ( )G E, .  По-
лучили противоречие с выбором ( )G E, .   

(2) Если E G≠ ,  то E P= .  
Предположим, что E G≠ .  По лемме 1.1(1) 

условие теоремы остается верным для ( )E E, ,  
поэтому E является p-сверхразрешимой по выбо-
ру ( )G E, .  Но так как по условию ( 1 ) 1p E− ,| | = ,  
то E является p-нильпотентной группой. Но со-
гласно (1), ( ) 1pO E′ = .  Значит, E P= .   

(3) ( ) 1pO G′ = .   
Предположим, что ( ) 1pV O G′= ≠ .  Тогда со-

гласно (1) и (2), E P= .  По лемме 1.1 (2) условие 

теоремы остается верным для ( )G V EV V/ , / .  
Значит, теорема верна для ( )G V EV V/ , /  по вы-
бору ( )G E, .  Теперь согласно (1) и по лемме 
1.3 (3) мы заключаем, что теорема верна для 
( )G E, ,  что противоречит выбору ( )G E, .   

(4) D p| |> .    
Предположим, что D p| |= .  Сначала пока-

жем, что G не имеет циклического главного фак-
тора вида E V/ .  Предположим, что это не так. 
Тогда V не является циклической группой, по-
этому V| |  – не простое число. Пусть pV  – си-
ловская p-подгруппа из V. Предположим, что 

pV p| |= .  Так как ( 1 ) 1p E− ,| | = ,  то V p-нильпо-
тентна. Но так как ( )pO V char V′ ,  то 

( ) ( ) 1p pO V O E′ ′≤ = .  
Значит, V p| |= .  Получили противоречие с выбо-
ром V .  Поэтому pV p| |> .  Следовательно, усло-
вие теоремы остается верным для пары ( )G V, ,  
что влечет ( )V Z GΦ≤ U  по выбору ( )G E, .  Значит, 

( )E Z GΦ≤ .U  Если ( 1 ) 1p G− ,| | = ,  то из этого сле-
дует, что ( )E Z GΦ≤ .  Это противоречие показы-
вает, что G не имеет циклического главного фак-
тора вида E V/ .   

Cначала предположим, что ( 1 ) 1p G− ,| | = .  
Тогда G не имеет p-замкнутую подгруппу Шмид-
та вида [ ]p qH H H= ,  где pH E≤ .  Действитель-
но, по лемме 1.1 (1) каждая подгруппа из H по-
рядка p  и порядка 4  (если pH  является неабе-
левой 2-группой), не имеющая p-нильпотентного 
добавления в G, является модулярной в H. Но по 
лемме 1.5, ( )p pH H p| / Φ |= ,  что ввиду леммы 
1.6 противоречит условию ( 1 ) 1p G− ,| | = .  Так 
как каждая не p-нильпотентная группа  имеет  
p-замкнутую группу Шмидта [9, теорема IV, 5.4], 
то G E≠ .  Значит, согласно (2), E P=  и 

( )Gx C P∈  для любого p′ -элемента x  из G.  
Действительно, если ( )Gx C P∈ ,/  то [ ]H P x=  
не является p-нильпотентной группой. Значит, 
H  имеет p-замкнутую группу Шмидта [ ]p qA A .  
По лемме 1.1 (1) каждая подгруппа из H порядка 
p  и порядка 4  (если pA  является  неабелевой  

2-группой), не имеющая p-нильпотентного добав-
ления в G, является модулярной в H. Но тогда по 
лемме 1.5 ( )p pA A p| / Φ |= ,  что ввиду леммы 1.6 
противоречит условию ( 1 ) 1p G− ,| | = .  Так как  

( ) | элемент ,pO G x x p′= −  

то ( ) ( )p
GO G C P≤  и поэтому ( )GG C P/  – p-груп-

па. Следовательно, ( )P Z G∞≤ .  Получили проти-
воречие.  
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Предположим теперь, что p  не является 
наименьшим простым делителем G| | .  Тогда 

2p >  и согласно (2) E P= .  Предположим, что 
некоторая подгруппа H  из P  с H p| |=  имеет 
p-нильпотентное добавление T  в G.  Тогда 
T P∩  – максимальная подгруппа в P,  поэтому 
она нормальна в G.  Но тогда из 

P T P PT T G T p| : |=| : |=| : |=∩  
следует, что E P=  имеет циклический G-глав-
ный фактор P T P/ .∩   

Это противоречие показывает, что каждая 
подгруппа H  из P  с H p| |=  является моду-
лярной в G.  Применяем теорему 1.1 из [10] и 
получаем противоречие c выбором группы G.  
Значит, D p| |> .   

(5) Предположим, что P D p| : |> .  Тогда G  
не имеет нормальной максимальной подгруппы 
M  с G M p| : |=  и MP G= .  

В противном случае, условие теоремы выпол-
няется для ( )G E M, .∩  Следовательно, теорема 
верна для ( )G E M, ∩  по выбору ( )G E, .  С другой 
стороны, из G-изоморфизма G M E M E/ /� ∩  
заключаем, что E M E/ ∩  является центральным 
главным фактором группы G.  Значит, теорема 
верна для ( )G E, .  Получили противоречие.  

(6) P D p| : |> .   
Ввиду выбора группы G, это утверждение 

вытекает из [11, теорема 1.2].  
(7) N D| |≤| |  для любой минимальной нор-

мальной подгруппы N  из G,  содержащейся в P.   
Предположим, что D N| |<| | .  Если некото-

рая подгруппа H  из N  с порядком H D| |=| |  
имеем p-нильпотентное добавление T  в G,  то 
TN G=  и T G≠ .  Значит, N T∩  является собст-
венной неединичной в N  подгруппой потому, 
что ( )N N HT H N T= = .∩ ∩  Но очевидно, что 
N T∩  нормальна в G,  что противоречит мини-
мальности N .  Значит, каждая подгруппа H  из 
N  с порядком H D| |=| |  является модулярной в 
G  и поэтому по лемме 1.4 некоторая макси-
мальная подгруппа из N  является нормальной в 
G.  Получили противоречие, которое показывает, 
что утверждение (7) верно.  

(8) Если E P=  и p  – наименьший простой 
делитель G| |,  тогда P  является силовской под-
группой группы G.   

Пусть pG  – силовская p-подгруппа из G.  
Предположим, что pE P G= ≠  и пусть Q  – си-
ловская q-подгруппа из G,  где q p≠ .  Тогда 

PQ G| |<| |  и по лемме 1.1 (1) условие теоремы 
выполняется для ( )PQ P, .  Значит, ( )P Z PQΦ≤ .  

Поэтому PQ  нильпотентна. Следовательно, 
( )GQ C P≤ .  Пусть теперь 0 11 tP P … P P= ≤ ≤ ≤ = ,  

где 1i iP P+ /  – главный фактор группы pG ,  
0 1 1i … t= , , , − .  Тогда 1i iP P+ /  – главный фактор 

группы G.  Поэтому ( )P Z G≤ ,  что противоречит 
выбору ( )G E, .  Значит, pP G= .   

(9) Предположим, что 2p = ,  2P D| : |>  и 
некоторая подгруппа H  из P  порядка 4  имеет 
2-нильпотентное добавление T  в G.  Тогда H  
не является циклической группой, 4GG T A/ ,�  
каждая подгруппа из H  порядка 2  не является 
модулярной в G,  и GT  является 2-группой.   

Ввиду (5), 4G T| : |= .  Рассматривая пере-
становочное представление GG T/  на правые 
смежные классы группы GT T/ ,  можно заметить, 
что GG T/  изоморфна некоторой подгруппе сим-
метрической группы 4S  степени 4.  Но так как 
согласно (5) G  не имеет подгруппы M  с 

2G M| : |= ,  то 4GG T A/ .�  Отсюда следует, что 

G GH HT T/�  не является циклической группой. 
Так как согласно (3) 2 ( ) 1O G′ = ,  то получаем 

2 ( ) 1GO T′ = .  Значит, GT  является 2-группой. 
Предположим, что некоторая подгруппа V  из 
H  порядка 2  является модулярной в G.  Заме-
тим, что V  ненормальна в G.  Действительно, 
если V  нормальна в G,  то VT  нормальная мак-
симальная подгруппа в G,  что противоречит (5). 
Значит, 1GV =  и поэтому ( )V Z Z G∞≤ =  по лем-
ме 1.2.  Рассмотрим  ряд  G GT ZT G≤ ≤ .   Ввиду 
G-изоморфизма G G GZT T Z T Z/ /� ∩  заключаем, 
что ( )G G GZT T Z G T∞/ ≤ / .  Легко заметить, что 

2G G GP T ZT T| / : / |≤ .  Следовательно, порядок 
силовской 2-подгруппы из ( ) ( )G G GG T ZT T/ / /  не 
превосходит 2. Значит, ( ) ( )G G GG T ZT T/ / /  2-ниль-
потентна. Так как ( )G G GZT T Z G T∞/ ≤ / ,  то GG T/  
2-нильпотентна. Получили противоречие с тем, 
что 4GG T A/ .�   

(10) Если P – неабелева 2-группа и 2P D| : |> ,  
то 4D| |> .    

Это утверждение следует из леммы 1.7.  
(11) Если N является абелевой минимальной 

нормальной подгруппой из G,  содержащейся в 
E,  то условие теоремы остается верным для 
( )G N E N/ , / .   

Если либо 2p >  и N D| |<| |,  либо 2p =  и 
2 N D| |<| |,  то, применяя лемму 1.1 (2), получа-
ем, что утверждение (11) верно. Ввиду (6) 

P D p| : |>  и, либо 2p >  и N D| |=| |,  либо 
2p =  и { 2}N D D| |∈ | |,| |: .  По условию теоремы 
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каждая подгруппа H  из P  порядка D| |,  не 
имеющая p-нильпотентного добавления в G, яв-
ляется модулярной в G.  Кроме того, ввиду ут-
верждения (4), D p| |> .  Предположим, что 

N D| |=| | .  Тогда N  является нециклической 
группой и, значит, каждая подгруппа из G, со-
держащая N, является нециклической. Пусть 
N K P≤ ≤ ,  где K N p| : |= .  Так как K  – нецик-
лическая группа, то она имеет максимальную 
подгруппу L N≠ .  Если как минимум одна из 
подгрупп L или N имеет p-нильпотентное добав-
ление в G,  то также и K  имеет p-ниль-
потентное добавление. В противном случае 
K LN=  является модулярной подгруппой в G,  
как произведение двух модулярных в G под-
групп. Таким образом, если либо 2p > ,  либо 
P N/  абелева, то условие теоремы верно для 
( )G N E N/ , /  по лемме 1.1 (2). Предположим 
теперь, что P N/  неабелева 2-группа. Тогда P  
неабелева, поэтому 4D| |>  согласно (10). Пусть 
N K V≤ ≤ ,  где 4V N| : |=  и 2V K| : |= .  Пусть 

1K  – максимальная подгруппа из V  такая, что 

1V K K= .  Предположим, что 1K  – циклическая 
группа. Тогда 1N K ,  поэтому 1V K N= ,  что 
влечет 4N| |= .  Но тогда 4D| |= ,  что противоре-
чит (10). Значит, 1K  не является циклической 
группой и, следовательно, как и выше можно 
показать, что 1K  либо модулярна в G,  либо име-
ет 2-нильпотентное добавление в G.  Поэтому 
каждая подгруппа из P N/  порядка 2  или по-
рядка 4,  не имеющая p-нильпотентного добав-
ления в G N/ ,  является модулярной в G N/ .   

В заключение, предположим, что 2D N| |= | | .  
Если 2N| |> ,  то, рассуждая как и выше, можно 
показать, что каждая подгруппа из P N/  поряд-
ка 2  или порядка 4  (если P N/  неабелева), не 
имеющая 2-нильпотентного добавления в G N/  
является модулярной в G N/ .  Теперь предполо-
жим, что 2N| |=  и P N/  неабелева. Тогда P  
неабелева и 4D| |= ,  что противоречит (10). Сле-
довательно, утверждение (11) верно.  

(12) E G= .   
Предположим, что E P=  и пусть N  – лю-

бая минимальная нормальная подгруппа из G, 
содержащаяся в P.  Тогда согласно (11) условие 
теоремы верно для ( )G N E N/ , / .  Значит, 

( )E N Z G NΦ/ ≤ / ,U  ( )N GΦ  и N p| |> .  По-
этому ( ) 1G EΦ = .∩  Следовательно, согласно [6, 
лемма 7.9], P является прямым произведением 
некоторых минимальных нормальных подгрупп 
из G.  Ввиду леммы 1.4, P N≠ .  Значит, для не-
которой минимальной нормальной подгруппы R 

из G, содержащейся в P, имеем R N≠ .  Тогда 
согласно [4, гл. А, лемма 9.11], 

( )NR N G N/ Φ / .  
Поэтому R NR N p| |=| / |= ,  откуда следует, что 
теорема верна для ( )G E, .  Полученное противо-
речие показывает, что утверждение (12) верно.  

(13) Некоторая максимальная подгруппа из 
P не имеет p-нильпотентного добавления в G 
(это следует из леммы 1.8).  

(14) E p-разрешима.  
Согласно (11), необходимо только показать, 

что 1GP ≠ .  Предположим, что это не так. По 
условию теоремы каждая подгруппа H  из P  
порядка H D| |=| |,  не имеющая p-нильпотент-
ного добавления в G,  является модулярной. 
Пусть V P≤ ,  1V ≠  и V  – модулярная подгруп-
па в G.  Тогда ( )G GV V Z G V/ ≤ / .U  Очевидно, что 

1GV = .  Значит, ( )V Z G≤ .U  Следовательно, 
1 ( ) GV P Z G P≠ ≤ ∩ ≤ .U  

Получили противоречие. Таким образом, заклю-
чаем, что каждая подгруппа H из P порядка 

H D| |=| |  имеет p-нильпотентное добавление в G 
и поэтому каждая максимальная подгруппа из P 
имеет p-нильпотентное добавление в G, что про-
тиворечит (13). Отсюда получаем, что утвержде-
ние (14) верно.  

Заключительное противоречие.  
Пусть N – минимальная нормальная под-

группа из G.  Тогда ввиду (1), (12) и (14), N P≤ .  
Значит, согласно (11) и по выбору группы G для 
каждой минимальной нормальной подгруппы N 
из G  фактор-группа G N/  p-нильпотентна. По-
этому N p| |> ,  ( )N GΦ  и ( ) ( )pN O G F G= =  – 
единственная минимальная нормальная под-
группа в G согласно [4, гл. А, теорема 15.2]. Со-
гласно (6) P D p| : |> .  По условию теоремы каж-
дая подгруппа H  из P  порядка H D| |=| |,  не 
имеющая p-нильпотентного добавления в G, яв-
ляется модулярной. Так как каждая модулярная в 
G подгруппа из P cодержится в ( )pO G N= ,  то 
это влечет, что каждая подгруппа H  из P,  от-
личная от N  и удовлетворяющая H D| |=| |,  
имеет p-нильпотентное добавление в G. Поэтому 
каждая максимальная подгруппа из P имеет p-
нильпотентное добавление в G, что противоре-
чит (13). Это противоречие завершает доказа-
тельство теоремы.  
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