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Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

В работе [1] Л.С. Казарин определил неабелевы 
композиционные факторы конечной группы G, 
которая обладает цепью подгрупп 

0 11 nY Y Y G= ⊂ ⊂ ⊂ = ,  
где 1i iY Y −| : |  – простое число для всех 1 2i … n= , , , .  
Эта цепь начинается с единичной подгруппы 0Y .  
Обобщая данную ситуацию, в работе [2] введено 
следующее  

Определение. Подгруппа H группы G назы-
вается P -субнормальной в G (обозначается че-
рез H  P - sn  G ), если либо H G= ,  либо суще-
ствует цепь подгрупп 

0 1 1n nH H H H H G−= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =  
такая, что 1i iH H −| : |  – простое число для лю-
бого 1i … n= , , .   

Возникает естественная задача изучения 
строения групп, у которых любая подгруппа из 
заданной системы подгрупп является P -субнор-
мальной. В работе [2] было изучено строение 
конечных групп с P -субнормальными силов-
скими подгруппами. В частности, установлено, 
что такие группы дисперсивны по Оре.  

Другой важной системой подгрупп группы 
G является множество всех ее подгрупп Шмидта. 
Строение подгрупп Шмидта и их вложение в 
группу G во многом определяет структуру груп-
пы G. Отметим, что любая ненильпотентная 
группа содержит подгруппу Шмидта.  

В Коуровской тетради [3] был поставлен 
вопрос 18.30.  

Будет ли конечная группа разрешимой, если 
все ее подгруппы Шмидта P -субнормальны?  

С использованием теоремы о классифика-
ции конечных простых неабелевых групп мы 
докажем следующий результат.  

Теорема. Пусть G – конечная группа, у ко-
торой любая подгруппа Шмидта P -субнормаль-
на в G. Тогда G является разрешимой группой.  

Из теоремы следует положительный ответ 
на вопрос 18.30 [3].  
 

1 Предварительные результаты  
Используются стандартные обозначения и 

терминология, которые можно найти, например, 
в [4]–[6]. Для удобства приведем некоторые обо-
значения. Через ( )Gπ  обозначается множество 
всех различных простых делителей порядка 
группы G;  [ ]G N M=  – полупрямое произведе-
ние подгрупп N  и M  группы G  N G  и 

1N M∩ = ;  ( )GΦ  – подгруппа Фраттини группы 
G;  nR  – прямое произведение n  сомножителей, 
каждый из которых изоморфен группе R; если 
порядок группы G делится на простое число p, то 
G  называют pd-группой; ( )a b,  – наибольший 
общий делитель натуральных чисел a и b. Ко-
нечная ненильпотентная группа, все собственные 
подгруппы которой нильпотентны, называется 
группой Шмидта. В работе [7] О.Ю. Шмидт ис-
следовал строение таких групп. Сведения о 
группах Шмидта, используемые при доказатель-
стве теоремы, можно найти в обзоре [8].  

Из теоремы 6 [1] следует, что если единич-
ная подгруппа группы G является P -субнор-
мальной в G, то простые неабелевы факторы 
группы G  принадлежат списку: 3 (3)SL ;  3 (5)SL ;  

2 ( )PSL q  для подходящего значения параметра 
4q ≥ .  Мы несколько уточним данный результат.  

МАТЕМАТИКА
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Лемма 1.1. Пусть G – простая неабелева 
группа и 1  P - sn  G.  Тогда 3{ (3)G SL∈ ;  3 (5)SL ;  

2 (7)PSL ;  2 (11)PSL ;  2 (2 )nSL ,  где 2 1n p+ =  – про-
стое число Ферма}.  

Доказательство. Из [4] следует, что если 
3 (3)G SL≅  или 3 (5)G SL≅ ,  то 1  P - sn  G.  Рас-

смотрим случай когда 2 ( )G PSL q≅ .  По теореме 
II.8.27 [5] максимальными подгруппами M про-
стого индекса в G могут быть 4A ,  4S ,  5A  и бо-
релевская подгруппа порядка 1 ( 1)q q−ε − ,  где 

(2 1)qε = , − .   
Если 4M A≅ ,  то 22 3G t| |= ⋅ ⋅ ,  где t  – про-

стое число и {2 3}t∉ , .  Так как ( ) 3G| π |= ,  то из 
[9, с. 20] следует, что 2

2{ (2 )G PSL∈ ,  2
2 (3 )PSL ,  

2 (7)PSL ,  3
2 (2 )PSL ,  2 (17)}PSL .  Очевидно, что 

только группа 2
2 (2 )PSL  имеет максимальную 

подгруппу простого индекса, изоморфную 4A .  
Так как 22 1 5+ =  – простое число Ферма, то 

2
2 (2 )PSL  содержится в списке групп леммы 1.1. 

Ясно, что 1  P - sn  2
2 (2 )PSL .   

Если 4M S≅ ,  то как и в предыдущем пунк-
те показывается, что 2 (7)G PSL≅ .  Очевидно, что 
1  P - sn  2 (7)PSL .   

Пусть 5M A≅ .  Так как простая неабелева 
группа не содержит подгрупп индекса 2 и 3, то 

2 2{2 3 5G| |∈ ⋅ ⋅ ,  22 3 5 t⋅ ⋅ ⋅ ,  где t – простое число и 
{2 3 5}}t∉ , , .  Из [9, с. 20] следует, что не сущест-

вует простых неабелевых групп порядка 2 22 3 5⋅ ⋅ .  
Значит 2

2 ( ) 2 3 5G PSL q t| |=| |= ⋅ ⋅ ⋅  и 2 ( )G PSL t≅ .  
Поэтому 2 21

2 ( 1) 2 3 5t t t− = ⋅ ⋅ ⋅  и 11t = .  Следователь-
но, 2 (11)G PSL≅  и, очевидно, 1 P - sn  2 (11)PSL .   

Пусть M – борелевская подгруппа. Тогда 
1G M q| : |= +  – простое число. Поэтому 2nq =  и 

2 (2 )nG PSL≅ ,  где 2 1n p+ =  – простое число Фер-
ма. При этом 1 P - sn  2 (2 )nPSL .  Лемма доказана.  

Список групп, приведенных в лемме 1.1, 
будем обозначать ℜ.   

Лемма 1.2. Пусть G – простая неабелева 
группа, содержащая подгруппу простого индек-
са p. Тогда силовская p-подгруппа P из G имеет 
порядок p, где max ( )p G= π  и P  не является 
P -субнормальной подгруппой в G.   

Доказательство. Так как G – простая не-
абелева группа, то G изоморфно вкладывается в 
симметрическую группу pS .  Поэтому max ( )p G= π  
и P p| |= .  Предположим, что P  P - sn  G.  Тогда 
группа G имеет подгруппу простого индекса 
r p≠ .  Очевидно, что max ( )r G= π .  Противоре-
чие с тем, что max ( )G pπ = .   

Лемма 1.3. Пусть P G< ,  P  P - sn  G  и N  
нормальная в G подгруппа. Тогда:  

(1)  если P N⊆ ,  то P  P - sn  N;   

(2)  если P N ,  то P PN N= /  P - sn  

G N G/ =  и P P P N| |=| / ∩ | .   
Доказательство. Пункт 1) леммы 3.1 [10].  
Лемма 1.4. Пусть 3 (3)G \ SL∈ℜ .  Тогда най-

дется нечетное ( )r G∈π  такое, что r p< =  
max ( )G= π  и любая подгруппа порядка r не явля-

ется P -субнормальной в G.   
Доказательство. При рассмотрении случа-

ев 2{ (7)G PSL∈ ,  2 (11)PSL ,  3 (5)}SL  информация 
берется из [4].  

1. 2 (7)G PSL≅ .  Тогда 7p =  и силовская  
3-подгруппа R в G имеет порядок 3. Предполо-
жим, что R  P -субнормальна в G.  Тогда R  со-
держится в некоторой максимальной подгруппе 
M группы G  простого индекса и R  P -суб-
номальна в M .  Группа 2 (7)PSL  содержит два 
класса несопряженных максимальных подгрупп 
индекса 7, которые изоморфны симметрической 
группе 4S .  Следовательно, 4M S≅  и M  содер-
жит нормальную подгруппу 4H A≅ .  По лемме 
1.3 (1) R  P -субнормальна в H .  Однако 4A  не 
содержит подгрупп индекса 2. Противоречие. 
Поэтому R  не является P -субнормальной в 
группе G  и 3r = .   

2. 2 (11)G PSL≅ .  Тогда 11p =  и силовская 
5-подгруппа  R  в  G имеет порядок 5. Пусть R 
P -субнормальна в G.  Тогда R  содержится в 
некоторой максимальной подгруппе M группы 
G  простого индекса и R  P -субнормальна в M .  
Группа 2 (11)PSL  содержит два класса несопря-
женных максимальных подгрупп индекса 11, 
изоморфных 2 (5)PSL  и, очевидно, 2 (5)M PSL≅ .  
Поскольку 2 (5)PSL  не имеет собственных под-
групп простого индекса, отличного от 5, то R не 
является P -субнормальной в M .  Противоречие. 
Поэтому R  не P -субнормальна в G  и 5r = .   

3. 3 (5)G SL≅ .  Тогда  31p =   и  силовская  
3-подгруппа R в G имеет порядок 3. Пусть R   
P -субнормальна в G.  Тогда R  содержится в 
некоторой максимальной подгруппе M группы 
G  простого индекса и R  P -субнормальна в M .  
Группа 3 (5)SL  содержит два класса несопряжен-
ных максимальных подгрупп индекса 31, изо-
морфных 2

25 (5)GL:  и 2
25 (5)M GL≅ : .  Так как 

{2 5} 2( ) (5) 2M O M PSL, ⋅/ ≅ ,  то по лемме 1.3 (2) груп-
па 2 (5) 2PSL ⋅  имеет цепь подгрупп с простыми 
индексами, начинающуюся с ее силовской 3-под-
группы. Последнее невозможно. Поэтому R не 
является P -субнормальной в G  и 3r = .   
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4. 2 (2 )nG SL≅ ,  2 1 max ( )np G= + = π .  Груп-
па G  содержит подгруппу Бореля [ ]B U H= ≅  

2 2 1
[ ] n

nZ Z
−

≅ ,  которая является группой Фробе-
ниуса по теореме 2.8.2 (i) [6] и G B p| : |= .  Пусть 
r – простой делитель 2 1n −  и R – подгруппа по-
рядка r в G.  Предположим, что R  P -субнор-
мальна в G. Так как любая максимальная под-
группа группы G, имеющая простой индекс в G, 
сопряжена с подгруппой Бореля, то R  P -суб-
нормальна в B и B имеет цепь 

0 1 2 11 k kP P R P P P B−= ⊂ = ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ = .  
Найдется i  для которого iP| |  – нечетное число и 

1 2i iP P+| : |= .  Поскольку B – 2-замкнута, то 1i iP P T+ = × ,  
где 2T Z≅ .  Так как B  – группа Фробениуса, то 
последнее невозможно и R  не является P -суб-
нормальной в G.  

Лемма 1.5. Пусть 3 (3)G SL≅  и H – 2-зам-
кнутая подгруппа Шмидта в G. Тогда H не явля-
ется P -субнормальной в G.   

Доказательство. Пусть H – 2-замкнутая 
подгруппа Шмидта в G. Так как G не содержит 
{2 13}, -подгрупп и силовская 3-подгруппа в G  
экспоненты 3, то [ ]H U R= ,  где U  – 2-группа, R 
– группа порядка 3. По лемме 5.4.1 [6] U не цик-
лическая. Из строения силовской 2-подгруппы 
группы G  следует, что либо 8U Q≅ ,  либо 

2 2U Z Z≅ × .  Если 8U Q≅ ,  то 2 (3)H SL≅ .  Из [4] 
следует, что H содержится в максимальной под-
группе [ ]M V T= ,  где 3 3V Z Z≅ × ,  2 (3)T GL≅  и 

13G M| : |= .  V можно рассматривать как двумер-
ное векторное пространство над полем 3F  на ко-
тором действует группа операторов 2 (3)T GL≅  и 
H T< .  Так как H  действует на V  неприводи-
мо, то H  не P -субнормальна в M ,  а значит и в 
G.  Если 2 2U Z Z≅ × ,  то 4H A≅ .  Группа 2 (3)GL  
не содержит подгрупп, изоморфных 4A .  Поэто-
му из [4] следует, что H содержится в макси-
мальной подгруппе 4S  группы 3 (3)SL .  Однако 

4S  не P -субнормальна в 3 (3)SL .   
 

2 Доказательство теоремы  
Пусть G – минимальный контрпример к 

теореме. Если N – неразрешимая нормальная 
подгруппа группы G и L – ее подгруппа Шмидта, 
то по условию теоремы L  P - sn  G.  По лемме 
1.3 (1) L  P - sn  N .  Следовательно, N  удовле-
творяет условию теоремы. Поскольку G– мини-
мальный контрпример, то ( )G S G/  – простая 
неабелева группа.  

Отметим, что если L – подгруппа Шмидта в 
G,  то L  P - sn  G  и G содержит подгруппу про-
стого индекса. Кроме того, так как 1  P - sn  L,  
то 1  P - sn  G.   

Пусть сначала G – простая неабелева груп-
па. Так как G содержит подгруппу простого ин-
декса p,  то по лемме 1.2 имеем max ( )p G= π  и 
порядок силовской p-подгруппы P из G равен p. 
Из теоремы V.21.1 [5] следует, что ( )GN P  – 
группа Фробениуса с ядром P. Следовательно, 

( )GN P  содержит подгруппу Шмидта L  с нор-
мальной подгруппой P. Так как по условию тео-
ремы L  P - sn  G,  то, поскольку P  P - sn  L,  
получим P  P - sn  G.  Противоречие с леммой 
1.2. Таким образом, G не является простой не-
абелевой группой.  

Поэтому ( ) 1S S G= ≠  и G G S= /  – простая 

неабелева группа. Поскольку 1 P - sn  G, то G∈ℜ.  
Рассмотрим случай, когда 3 (3)G \ SL∈ℜ .  Пусть 
H – минимальное добавление к S в группе G.  
Тогда G SH= ,  поэтому G SH S H S H= / ≅ / ∩ .  
По лемме 11.1 [11] и лемме 11.2 [11] 

( )U S H H= ∩ ⊆ Φ  и ( ) ( )H Gπ = π .  

Обозначим max ( )p G= π .  Если ( )p U∉π ,  то си-
ловская p-подгруппа P  в H  имеет порядок p  и 

1P U∩ = ,  в частности, 1P S∩ = .  Так как H  не 
является p-нильпотентной группой, то она со-
держит p-замкнутую pd-подгруппу Шмидта 
[ ]P T  по теореме 4.3.1 [12], где T  – примарная 
циклическая  группа.  Отсюда следует, что P   
P - sn  G.  Так как 1P S∩ = ,  то по лемме 1.3 (2) 
PS S P/ =  P - sn  G  и P p| |= .  Противоречие с 
леммой 1.2. Следовательно, ( )p U∈π .   

По лемме 1.4 найдется ( )r G∈π  такое, что 

2 r p< <  и любая подгруппа порядка r  в G  не 

является P -субнормальной в G.  Так же как в 
случае max ( )p G= π  показывается, что ( )r U∈π .  

Поэтому будем считать, что max ( )p G= π  и r  из 
леммы 1.4 содержатся в ( )Uπ .   

В группе U имеется холлова нильпотентная 
{ }p r, -подгруппа T F D= × ,  где ( )pF Syl U∈ ,  

( )rD Syl U∈  и T  нормальна в H .  Очевидно, что 
в H  существует { }p r, -подгруппа 0T ,  содержа-
щая T ,  для которой 0T T p| : |=  и 0T S.  По-
скольку T U⊆ ,  то силовская p-подгруппа из 0T  
не содержится в S.   

Пусть сначала 0T  – нильпотентная группа. 
Обозначим ( )HC C D H= .  Так как силовская  
p-подгруппа из 0T  содержится в C,  то C U .  
Поскольку C H ,  то H CU= .  Отсюда следует, 
что H U CU U U C U G/ = / ≅ / ∩ ≅ .  Так как U  
разрешимая группа, то U C H⊆ ⊆ .  Поэтому 
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( )D Z H⊆  и U D B= × ,  где B – холлова r′ -под-

группа в U .  Пусть H H B= / ,  тогда H  – цен-
тральное расширение D D≅  с помощью простой 
неабелевой группы E G≅ .  Так как мультипли-
катор Шура ( )M G  [9, с. 316] либо тривиален, 

либо порядка 2, то H D E= × .  Для полного про-
образа E  в H  группы E  имеем, что E E B= /  
и ( )r B∉π .  Так как E не является r-нильпотент-
ной группой, то E содержит подгруппу Шмидта с 
нормальной r-подгруппой X  и 1X S∩ = .  От-
сюда следует, что X  P - sn  G  и по лемме 1.3 (2) 
1 X≠  P - sn  G.  Последнее невозможно по лем-
ме 1.4.  

Следовательно, 0T  не является нильпотент-
ной группой. Так как 0T  не r-нильпотентна, то она 
содержит r-замкнутую { }p r, -подгруппу Шмидта 
[ ]X Y ,  где X – r-группа, Y – циклическая p-группа 

и Y S.  По лемме 1.3 (2) 1 Y≠  P - sn  G.  Про-
тиворечие с леммой 1.2.  

Следовательно, 3 (3)G G S SL= / ≅ .  Пусть 
H  – минимальное добавление к S  в G.  Тогда 
G SH= ,  G H S H≅ / ∩ ,  ( )U S H H= ∩ ⊆ Φ  и 

( ) {2 3 13}Hπ = , , .  Как и в случае 3 (3)G \ SL∈ℜ  по-
казывается, что 13 ( )U∈π .  Докажем, что 2 ( )U∈π .  
Предположим, что 2 ( )U∉π .  Тогда для всякой 

2 ( )R Syl H∈  1R U∩ =  и, в частности, 1R S∩ = .  
Так как H не является 2-нильпотентной группой, 
то она содержит 2-замкнутую подгруппу Шмидта 
[ ]X Y  и 1X S∩ = .  Если Y U⊆ ,  то [ ]X Y X, ⊆  и 
[ ]X Y U, ⊆ .  Поэтому [ ] 1X Y X U, ⊆ ∩ = .  По-
следнее невозможно. Следовательно, Y S.  По 
условию теоремы [ ]X Y  P - sn  G.  Отсюда сле-

дует, что группа Шмидта [ ]X Y  P - sn  G.  Про-
тиворечие с леммой 1.5. Поэтому будем считать, 
что 2 13 ( )U, ∈π .   

В U имеется холлова {13 2}, -подгруппа 
T F D= × ,  где 13 ( )F Syl U∈ ,  2 ( )D Syl U∈  и T H .  
Пусть 0T T H< <  и 0 13T T| : |= .  Тогда силовская 
13-подгруппа из 0T  не содержится в S. Предпо-
ложим, что 0T  нильпотентная группа и C = 

( )HC D H= .  Тогда U C H⊆ = ,  ( )D Z H⊆  и 
U D B= × ,  где B  – холлова 2′ -подгруппа в U .  
Значит  H H B= /   –  центральное  расширение 

D D≅  с помощью 3 (3)E SL≅ .  Так как мультип-
ликатор Шура группы 3 (3)SL  тривиален, то 

H D E= × .  Для полного прообраза E  в H  
группы E  имеем, что E E B= /  и 2 ( )B∉π .  Так 
как E  не является 2-нильпотентной группой, то 
E  содержит 2-замкнутую подгруппу Шмидта 
[ ]X Y  и 1X S∩ = .  Отсюда следует, что группа 

Шмидта [ ]X Y  P - sn  G.  Противоречие с лем-
мой 1.5.  

Поэтому 0T  не является нильпотентной 
группой. Так как 0T  не 2-нильпотентна, то она со-
держит 2-замкнутую {13 2}, -подгруппу Шмидта 

[ ]X Y  и Y S.  По лемме 1.3 (2) 1 Y≠  P - sn  G.  
Противоречие с леммой 1.2. Теорема доказана.  
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