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Основным результатом работы являются оценки снизу для нормы резольвенты оператора, у которого спектр есть еди-
ничная окружность. Показано, что для произвольной функции ( )ϕ λ ,  аналитической в единичном круге, существует 
оператор, у которого норма резольвенты больше чем ( )| ϕ λ | .  
 
Ключевые слова: резольвента, дискретные операторы взвешенного сдвига. 
 
A lower estimation for the norm of a resolvent operator, the spectrum of which is a unite circle is considered. It is shown that 
for arbitrary function ( )ϕ λ ,  that is analytic on a unit circle, there exist an operator such that its resolvent norm is greater than 

( ) .| ϕ λ |  
 
Keywords: resolvent, discrete weighted shift operator. 

 
 

Введение 
Пусть B X X: →  есть линейный ограни-

ченный оператор в банаховом пространстве X  
над полем .C  Точка λ∈C  называется регуляр-
ной точкой оператора, если обратный оператор  

1( ) ( )I B R B−λ − := λ,  
существует и является ограниченным. Множест-
во регулярных точек называется резольвентным 
множеством оператора B  и обозначается ( )Bρ .  
Операторно-значная функция ( )R Bλ, ,  опреде-
ленная на резольвентном множестве, называется 
резольвентой оператора. Резольвента является 
аналитической операторно-значной функцией от 
λ.  Множество ( ) \ ( )B Bσ = ρC  называется спек-
тром оператора. Число 

( ) max{ ( )}R B B= | λ |: λ∈σ  
называется спектральным радиусом оператора 
B. Известно [2] , что для любого оператора при 
приближении λ  к спектру норма резольвенты 
растет и имеет место оценка снизу  

1( ) для ( )
( ( ))

R B B
d B

λ, ≥ λ∈ρ ,
λ,σ

   (0.1) 

где  
( ( )) min{ ( )}d B Bλ,σ = | λ −μ |: μ∈σ  

есть расстояние от λ  до спектра ( )Bσ .  В частно-
сти, если спектр оператор есть вся единичная 
окружность 1,S  то  

 1( )
1

R Bλ, ≥ .
| − | λ ||

                   (0.2) 

Норма резольвенты явно вычисляется толь-
ко для некоторых специальных классов операто-
ров и для отдельных примеров. Известно, на-
пример, что для любого нормального оператора 
в гильбертовом пространстве имеет место равен-
ство в (0.1).  

В частности, если оператор унитарный (или 
изометрический обратимый в банаховом случае) 
и его спектр есть вся единичная окружность 1,S  то  

1( )
1

R Bλ, = .
| − | λ ||

 

С разных точек зрения представляет инте-
рес получение информации о поведении нормы 
резольвенты при приближении λ  к спектру и 
оценок снизу и сверху для норм резольвент опе-
раторов [4], [5], [6]. В связи с этим возникает 
вопрос: насколько быстро может возрастать 
норма резольвенты произвольного оператора при 
приближении к спектру?  

Считается известным, что норма резольвен-
ты может быстро возрастать при приближении к 
спектру, но смысл слова «быстро» при этом не 
уточняется. В работе дано количественное опи-
сание возможной скорости роста резольвенты 
для операторов, спектром которых является ок-
ружность.  
 

1 Уточнение постановки задачи и фор-
мулировка основного результата 

Прежде всего напомним известные свойства 
резольвенты оператора, у которого спектр лежит 
на единичной окружности.  

МАТЕМАТИКА
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Лемма 1.1. Пусть у линейного ограничен-
ного оператора B  спектр есть единичная ок-
ружность 1( ( ) ).Bσ = S  Тогда при 1| λ |>  резоль-
вента задается в виде ряда  

1
0

1( ) n
nR B B

∞

+λ, = ,
λ∑  

а при 1| λ |<  задается в виде ряда  

1

1

( ) n nR B B
∞

− −λ, = − λ .∑  

Для нормы резольвенты имеют место оценки: 
при 1| λ |>   

1
1

0

1 1( )
1

n
nI B B

∞
−

+≤ λ − ≤ ,
| − | λ || | λ |∑  (1.1) 

при 1| λ |<   

 1 1

1

1 ( )
1

n nI B B
∞

− − −≤ λ − ≤ | λ | .
| − | λ || ∑  (1.2) 

Ниже мы рассматриваем резольвенты при 
1| λ |< .  Аналогичные результаты имеют место 

при 1.| λ |>  
Обозначим через Φ  класс функций ϕ,  удов-

летворяющих следующим условиям: ϕ  есть ана-
литическая функция в единичном круге 1| λ |< ,  у 
которой радиус сходимости степенного ряда  

0

( ) n
nz z

∞

ϕ = ϕ∑  

есть 1 и при этом 0nϕ > .  Так как коэффициенты 
разложения неотрицательны, такая функция име-
ет особенность в точке 1.  

Пусть  

 1

0

( ) n n
Bf z z B

∞
+ − −= .∑            (1.3) 

В условиях леммы 1.1 у обратного оператора 
спектральный радиус 1( )R B−  есть 1, согласно 
формуле Гельфанда [2] выполнено  

11( ) lim 1,
nn

n
R B B

/− −

→+∞
= =  

и радиус сходимости степенного ряда (1.2) есть 
1. Поэтому функция Bf

+  принадлежит введенно-
му классу функций Φ  и оценка (1.2) имеет вид  

1( ) ( )BI B f− +λ − ≤ | λ | .  

Функция 1
1( ) zf z −=  также принадлежит 

рассматриваемому классу, и оценка снизу в лем-
ме 1.1 имеет вид  

1 1( ) ( )
1

I B f−λ − ≥ | λ | = .
| − | λ ||

 

В общем случае оценки сверху из леммы 1.1 
грубые и часто оказывается, что в действитель-
ности норма резольвенты существенно меньше, 
чем ( ),Bf

+ | λ |  и существенно больше, чем 1
1| −|λ|| .   

Возникает естественный вопрос, насколько 
быстрым в действительности может быть рост 

нормы резольвенты при приближении к спектру. 
Согласно лемме 1.1 сверху норма резольвенты 
оценивается через одну из функций класса Φ  и, 
следовательно, не может возрастать быстрее, чем 
функции из этого класса. Основным результатом 
данной работы является следующее утверждение.  
 Теорема 1.1. Для любой функции ϕ∈Φ  су-
ществует линейный ограниченный оператор B,  
такой, что 1( )Bσ = S  и при 1| λ |<  для резоль-
венты оператора имеет место оценка снизу  

 ( ) ( )R Bλ, ≥ ϕ | λ | .                  (1.4) 
Таким образом, норма резольвенты может 

возрастать быстрее, чем любая функция из клас-
са Φ.  Из этого следует, в частности, что не су-
ществует универсальной оценки сверху для норм 
резольвент, подобной универсальной оценке 
снизу (0.2).  

Замечание. В качестве характеристики рос-
та резольвенты часто рассматривается функция  

( ) max ( )B r
M r R B

|λ|=
= λ,  

и строятся ее оценки [5]. С помощью норм опе-
раторов nB−  могут быть получены некоторые 
оценки снизу для этой функции. Действительно, 
для рассматриваемых операторов при 1r <  и 

0n ≥  имеем  
11 1 ( )

2
n

nr
B B d

i
− −

|λ|=
= λ − λ.

π λ∫  

Отсюда получаем, что  
1( )n n

BB M r r− − +≤  
и  

 1

1
( ) sup ( )n n

B
n

M r r B g B r− −

≥
≥ := , .         (1.5) 

В отличие от неравенства (1.4), оценка снизу 
(1.5) через функцию ( )g B r,  не дает оценки сни-
зу для нормы резольвенты во всех точках, так 
как в некоторых точках окружности r| λ |=  нор-
ма резольвенты может быть меньше, чем ( )BM r .   

Примеры показывают, что оценка (1.5) так-
же грубая, так как функция ( )g B r,  может быть 
существенно меньше, чем ( )BM r .  Она может 
оказаться даже хуже оценки (0.2). Действитель-
но, если 1nB− =  для всех n,  то оценка стано-
вится тривиальной, так как в этом случае 

( ) 1g B r, ≡ .   
 

2 Операторы взвешенного сдвига  
Доказательство теоремы заключается в яв-

ном построении по функции ϕ  дискретного опе-
ратора взвешенного сдвига B  в пространстве 

1( )l Z ,  обладающего требуемыми свойствами. 
При этом для построенного оператора норма 
резольвенты вычисляется в явном виде:  

( ) ( ) ( )BR B f +λ, = | λ | ≥ ϕ | λ | .  
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Пусть ( )pl ,  ( 1)p ≥  есть пространство дву-
сторонних последовательностей комплексных 
чисел ( ( ))u u k= ,  для которых конечна норма  

1

( )
p

p
p

u u k
/+∞

−∞

⎡ ⎤
= | | .⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑  

Оператор сдвига W  действует в этом простран-
стве по формуле  

 ( ) ( 1) .Wu k u k k= + , ∈               (2.1) 
Оператором взвешенного сдвига называется 

оператор в ( )pl ,  действующий по формуле  
 ( ) ( ) ( 1)Bu k a k u k k Z= + , ∈ ,          (2.2) 

где ( ( ))a a k=  есть заданная ограниченная чи-
словая последовательность.  

Если ( ) 0a k ≠  для ,k ∈  и последователь-
ность 1

( )a k  ограничена, то оператор B  обратим и  

1 1( ) ( 1)
( 1)

B u k u k
a k

− = − .
−

 

Приведем несколько известных утвержде-
ний о таких операторах [1].  

Лемма 2.1. Пусть B  есть оператор взве-
шенного сдвига вида (2.2) в ( )pl .  Тогда при 

0n >  норма оператора nB  задается формулой  

 
1

1

sup ( )
n

n

k j

B a k j
−

=

= | − | .∏             (2.3) 

Если оператор обратим, то  

 1

0

1sup
( )

n
n

k
j

B
a k j

−
−

=

= .
| + |∏

         (2.4) 

Лемма 2.2. Пусть ( ) 1a k →  при k →∞  и 
( ) 0a k ≠ .  Тогда спектр оператора (2.2) есть 

единичная окружность и для этого оператора 
справедливы утверждения леммы 1.1.   

Получение оценки снизу норм резольвент 
начнем со следующей простой леммы.  

Лемма 2.3. В пространстве ( )pl  имеют 
место оценки снизу нормы резольвенты:  

1

0 1

( ) ( )

1

p
n

p n

n j

R B a j

при

−+∞
−

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
λ, ≥ | − | | λ |⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
| λ |> ;

∑ ∏     (2.5) 

 

1

1
1

0

( )
( )

при 1

p
n

p
n

n
j

R B
a j

−+∞

−
=

=

⎡ ⎤| λ |⎢ ⎥λ, ≥
⎢ ⎥| |⎣ ⎦
| λ |< .

∑
∏    (2.6) 

Доказательство. Обозначим через 0e  по-
следовательность  

0

0 0
( )

1 0
k

e k
k
, ≠ ,⎧

= ⎨ , = .⎩
 

Поскольку очевидно, что 
0( ) ( )

pl p
R B R B eλ, ≥ λ, ,  

найдем элемент 0R( )B eλ,  и его норму. При 
1| λ |>  резольвента задается формулой (1.1), 

поэтому 

 0 01
0

1( ) n
nR B e B e

∞

+λ, = .
λ∑              (2.7) 

Запишем в явном виде слагаемые в (2.7):   

0n = ;  0

11 0 0 0e … …
⎛ ⎞

= , , , , , ,⎜ ⎟λλ ⎝ ⎠
 

1n = ;  202

11 0 0 ( 1)Be … a …
⎛ ⎞

= , , , − , ,⎜ ⎟⎜ ⎟λλ ⎝ ⎠
 

2n = ;  2
303

11 0 ( 2) ( 1) .B e … a a …
⎛ ⎞

= , , − − ,⎜ ⎟⎜ ⎟λλ ⎝ ⎠
 

Таким образом получаем, что  
0

1

2
1

( )

11 10 0 0 ( 1) ( )
n

n
j

R B e

… a … a j …
−

=

λ, =

⎛ ⎞
= , , , , , − , , | − |,⎜ ⎟⎜ ⎟λλ | λ |⎝ ⎠

∏
 

и  
1

0
0 1

1( ) ( )
p

n
p

np
j

R B e a j
−∞

=

⎡ ⎤
λ, = | − | .⎢ ⎥| λ |⎣ ⎦

∑ ∏  

При 1| λ |<  резольвента задается формулой 
(1.2), поэтому  

 1
0 0

1

( ) .n nR B e B e
∞

− −λ, = λ∑             (2.8) 

Записав в явном виде слагаемые в (2.8), ана-
логично получаем, что  

0

1

0

( )

1
0 0 0 0 0 )(1) (0) (0)( )

n

n

j

R B e

… … …a a aa j−

=

λ, =

⎛ ⎞−λ−λ⎜ ⎟= , , , , , , , , , ,
⎜ ⎟| |⎝ ⎠∏

 

и  

1

0 1
1

0

( )
( )

p
n

p
np

j

R B e
a j

−∞

−

=

⎡ ⎤| λ |⎢ ⎥λ, = .
⎢ ⎥| |⎣ ⎦

∑
∏

 

Теорема 2.1. Пусть ( ) 1a k →  при k →∞,  
( ) 0,a k ≠  ( ) ( 1) 1a k a k≤ + ≤  при 0k ≥  и 1 ( )a k≤ ≤  

( 1)a k≤ +  при 1k < − .  Тогда норма резольвенты 
оператора (2.2) в пространстве 1( )l  задается 
формулой:  

1

0 1

1

0

( ) ( )

( ) при 1;

n
n

n j

n n
B

n

R B a j

f B

−+∞
−

= =

+∞
− − −

=

λ, = | − || λ | =

= | λ | = | λ | , | λ |>

∑∏

∑
 

 

1
1

1
0

1

1

1( )
( )

( ) при 1

n
n

n
j

n n
B

n

R B
a j

f B

+∞
−

−
=

=

+∞
+ − −

=

λ, = | λ | =
| |

= | λ | = | λ | | λ |< .

∑
∏

∑
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Доказательство. В силу условия монотон-
ного возрастания коэффициентов при 1k < −  и 
условия, что ( ) 1a k ≤  при 0,k ≥  получаем, что 
супремум в (2.3) достигается при 0k = ,  т. е.  

1

1

( )
n

n

j

B a j
−

=

= | − | .∏  

Поэтому оценка снизу (2.7) из леммы 2.3 совпа-
дает с оценкой сверху (1.1) из леммы 1.1.  
Аналогично, в силу условия, что ( ) ( 1)a k a k≤ +  
при 1k < −  и условия, что ( ) 1a k ≥  при 0k ≥  
получаем, что супремум в (2.4) достигается при 

0k = ,  т. е. равен 1 1
( )0

n
a jj

−

| |=
.∏  Поэтому  

1

0

1
( )

n
n

j

B
a j

−
−

=

=
| |∏  

и оценка снизу (2.8) из леммы 2.3 совпадает с 
оценкой сверху (1.2) из леммы 1.1.  

В доказательстве теоремы 1.1 будет постро-
ен оператор взвешенного сдвига, коэффициенты 
которого удовлетворяют условиям теоремы 2.1 и 
выполнено равенство (2.6). Для выполнения ут-
верждения теоремы коэффициенты ( )a k  опера-
тора взвешенного надо подобрать так, чтобы 
было выполнено условие 

( ) ( )Bf
+ | λ | ≥ ϕ | λ | .  

Здесь осложнение заключается в том, что для 
произвольной функции из класса Φ  невозможно 
построить оператор B  так, чтобы имело место 
равенство  

( ) ( )Bf
+ | λ | = ϕ | λ | .  

Это связано с тем, что коэффициенты разложе-
ния функции Bf

+  есть числа nB− ,  а для норм 
степеней оператора выполнено неравенство  

n m n mB B B− − − −≤ .  

Таким образом, у функций вида ( )Bf
+ λ  коэффи-

циенты разложения удовлетворяют дополни-
тельным условиям и они составляют только 
часть класса Φ.   

Лемма 2.4. Для любой функции ϕ∈Φ  суще-
ствует аналитическая функция ψ∈Φ,  такая, 
что для коэффициентов разложения  

0

( ) n
nz z

+∞

ψ = ψ∑  

имеют место неравенства n nφ ≤ ψ ,  и при этом 
справедливы соотношения 2

1 1n n n− +ψ ≤ ψ ψ  и по-

следовательность частных 1n

n

+ψ
ψ  монотонно 

убывая стремится к 1.   
При построении функции ψ  будет исполь-

зовано преобразование Фенхеля – Лежандра [3]. 
Обычно такое преобразование связано с рас-
смотрением выпуклых (вниз) функций. Нам по-
требуется вариант, связанный с рассмотрением 

вогнутых (выпуклых вверх) функций, который 
отличается от классических формул знаками.  

Определение 2.1. Пусть задана функция 
( )f x  со значениям на расширенной числовой 

прямой. Функция f ∗ ,  определяемая равенством  
 ( ) sup( ( ) )

x
f y f x xy∗ = −                  (2.9) 

называется сопряженной к f  (по Лежандру). 
Второй сопряженной к f  называется функция 
f ∗∗ ,  определяемая равенством  

 ( ) inf ( ( ))
y

f x xy f y∗∗ ∗= + .                (2.10) 

Известно, что функция f ∗∗  выпукла вверх и это 
есть наименьшая из выпуклых вверх функций, 
мажорирующих f .   

Доказательство леммы 2.4. Без ограниче-
ния общности можем считать, что 1nϕ ≥ .  Рас-
смотрим последовательность lnn nγ = ϕ .  Зададим 
на полупрямой [0 )+ = ,+∞R  непрерывную ку-
сочно-линейную функцию ( )xγ ,  такую, что 

( ) nnγ = γ  и функция линейна на каждом отрезке 

[ 1]n n, + .  Пусть ( )xγ  есть наименьшая выпуклая 
вверх функция, мажорирующая ( )xγ .  Как отме-
чено выше, такая функция может быть задана с 
помощью преобразования Фенхеля – Лежандра по 
формулам (2.9)–(2.10): ∗∗γ = γ .  Положим ( )n n= γ ,γ  

n
n eγψ = .   

Проверим, что для построенной последова-
тельности выполнены требуемые свойства.  

Прежде всего отметим, ( ) ( ) 0x xγ ≥ γ ≥ .   
В общем случае в теории преобразования 

Фенхеля-Лежандра рассматриваются функции, 
которые могут принимать значения ±∞.  Пока-
жем сначала, что функция ( )xγ  принимает толь-
ко конечные значения.  

Из условия  
1lim 1n
n
/ϕ =  

получаем, что  

lim 0n

n
γ

= .  

Это означает. что 0 ( )y N N y∀ > ∃ =  такое, что для 
x N≥  выполнено ( )x yxγ ≤ ,  т. е. ( ) 0x xyγ − ≤ .  
Так как функция ( )x xyγ −  непрерывна, она на 
отрезке [0 ( ]N y,  ограничена. Поэтому для всех 
положительных y  выполнено  

( ) sup( ( ) )
x

y x xy∗γ = γ − < +∞.  

Отсюда следует, что  
( ) inf ( ( )) (1)

y
x xy y x∗ ∗γ = + γ ≤ + γ < +∞.  
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По построению, для 0 0x y> , >  выполнено не-
равенство  

( ) ( )x xy y∗γ ≤ + γ .  
Поэтому для любого 0y >  имеем  

10 lim ( )x y
x

≤ γ ≤ ,  

откуда  
1 1lim ( ) 0 lim ( ) 0x n
x n
γ = , γ = .  

Из этого получаем, что  
 1 1lim n

n n
/

→∞ψ = .                      (2.11) 

Из выпуклости вверх функции γ  следует, что 
выполнено неравенство  

1 1

1
2n n n+ −
⎡ ⎤≥ + .γ γ γ⎣ ⎦  

Обозначим 1n n n+
Δ = − .γ γ  Так как  

1 1 1n n n n n n− + −
Δ − Δ = − − + ,γ γ γ γ  

из записанного выше свойства выпуклости полу-
чаем, что последовательность nΔ  монотонно 
убывает и, следовательно, имеет предел  

lim nn
C

→+∞
Δ := .  

Если 0C > ,  то  

0( )n C n N C≥ − + .γ  
Эта оценка противоречит (2.11).  

Поэтому  
lim 0nn→+∞

Δ = .  

Из этого следует требуемое свойство последова-
тельности nψ :   

1lim 1n

n
n

+

→+∞

ψ
= .

ψ
 

Заметим, что из монотонного убывания последо-
вательности nΔ  следует монотонное убывание 

последовательности частных 1n

n

+ψ
ψ .   

Замечание. Свойство n m n m+ψ ≤ ψ ψ  следует 

из выпуклости функции γ.   
Доказательство теоремы 1.1. Пусть nψ  

есть последовательность, построенная в лемме 
2.4 по функции ϕ.  Зададим последовательность 

( )a k  по правилу  

0

1

1

1 0
( ) 0

, 0k

k

k
a k k

k−

ψ

ψ
ψ

⎧ , < ;⎪⎪= , = ;⎨
⎪

> .⎪⎩

 

Для этой последовательности выполнены все 
условия теоремы 2.1. Поэтому, согласно теореме 
2.1, для резольвенты оператора B aW=  в про-
странстве 1( )l Z  при 1| λ |<  выполнено 

( ) ( ) ( )R Bλ, = ψ | λ | ≥ ϕ | λ | .  
Замечание. Если все ( ) 1a k = ,  то оператор 

сдвига W  является изометрическим и обрати-
мым и для резольвенты имеет место равенство 
(0.2). Рассматриваемые операторы имеют вид 
B W K= + ,  где K  есть оператор взвешенного 
сдвига с коэффициентами ( ) 1a k − .  Такой опера-
тор K  является компактным и квазинильпотент-
ным (его спектр состоит из одной точки 0). По-
этому рассматриваемый вопрос связан с еще од-
ним общим вопросом – насколько сильно может 
измениться поведение резольвенты при возму-
щении оператора с помощью компактного. Как 
видно из теоремы 1.1, возмущение оператора с 
помощью компактного может привести к сколь 
угодно сильному изменению поведения резоль-
венты.  
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