
 

 

 
 

УДК 917.925 
 

Условия наличия рациональных интегралов дифференциального  

уравнения третьего порядка с рациональной правой частью 
 

Г.Т. МОЖДЖЕР 

 
Объектом исследования является нелинейное дифференциальное уравнение третьего порядка с 
рациональной правой частью. Цель работы – нахождение необходимых и достаточных условий 
существования первых интегралов определенного вида у рассматриваемого уравнения и изучение 
аналитических свойств полученных первых интегралов. В основной части получены необходимые 
и достаточные условия наличия первых интегралов рассматриваемого нелинейного дифференци-
ального уравнения третьего порядка с рациональной правой частью. Для этих дифференциальных 
уравнений приведены вычеты и соответствующие им резонансы, а также корни характеристиче-
ского уравнения. 
Ключевые слова: дифференциальное уравнение третьего порядка, первый интеграл, резонансы, 
уравнение для вычетов, характеристическое уравнение. 
 
The object of study is a nonlinear third-order differential equation with a rational right side. The goal of 
the study is to find the necessary and sufficient conditions for the existence of the first integrals of the 
equation and to study the analytical properties of the obtained first integrals. Introduction contains the ob-
ject of study and the equations for residues and resonances of the equation, as well as the characteristic 
equation, relations connecting the roots of the characteristic equation and some coefficients of the given 
differential equation of the third order. The main part contains necessary and sufficient conditions for  
the existence of the first integrals of the given nonlinear differential equation of the third order with ra-
tional right side. For these differential equations residues and roots of the characteristic equation are given.  
The obtained results can be used in the analytical theory of the ordinary differential equations. 
Keywords: differential equation of the third order, the first integral, resonances, the equation for residues, 
characteristic equation. 

 

Постановка задачи. Рассмотрим дифференциальное уравнение третьего порядка 
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Найдем условия на коэффициенты уравнения (1), при которых оно имеет первый интеграл 

веса kp 21   вида 












 KyyyAyy
nmnnmk

mn

n

mn

k 4121422
12

1

4

1

4122     (2) 

где mnA   – постоянные коэффициенты, K  – произвольная постоянная интегрирования. 

Предварительные сведения. Упрощенным уравнением к уравнению (1) является 








2

3

21
y

y
a

y

yy
ay  

Для данного уравнения характеристический многочлен )(  имеет вид 
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Отсюда 

1 1 2 2 1 21 2( ) 2a a              (4) 

где 1 2   – корни характеристического многочлена )( . Решение уравнения (1) можно 

представить в виде ряда 
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В работах [1], [2] показано, что имеют место следующие уравнения для вычетов 0h  и 

резонансов r : 
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где 
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ih0  – корни уравнения (5). 

В [2] показано, что 
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Из соотношения (5) будем иметь 
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В работе [3] показано, что существуют целые числа nm , рациональное  такие, что 
nm 0  и 

  21)( mmn       (9) 

При этом уравнение (1) имеет первый интеграл вида 
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где K  – постоянная интегрирования. 
 
Основной результат. Рассмотрим дифференциальное уравнение (1). Будем предпола-

гать, что (6) при 01h  найденном из (5), имеет корень kr 2 . Тогда (7) при 1i  с учетом (4) 

примет вид 
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Пусть l  является вторым корнем уравнения (6) найденном при 01h  из (5). Получим 

следующие соотношения: 
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Следовательно, имеем следующие случаи: 
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Рассмотрим каждый из этих случаев отдельно. 

1. Пусть имеем (12), тогда получим 
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Из (8) и первого соотношения из (11) найдем 
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Если 
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Тогда уравнение (1) примет вид 
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Умножим (16) на интегрирующий множитель 
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и, проинтегрировав его, получим первый интеграл вида 
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где c  – произвольное. 

Если 
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3 3 3

51 17 17

10 10 70
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       , то из (4), (14) и (15) найдем 
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Тогда уравнение (1) примет вид 
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Умножим (18) на интегрирующий множитель 
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где c  – произвольное. 

Тогда уравнение (1) примет вид 
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Умножим (20) на интегрирующий множитель  
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2. Пусть теперь имеет место (13), тогда получим 
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Умножив уравнение (24) на интегрирующий множитель 
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Теорема 1. Пусть kr 2  является одним из корней резонансного уравнения (6), 

найденного хотя бы при одном 0 1 2 3ih i     из (5). 

Если имеют место соотношения (4), (14), (15), то при: 
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1). 
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, где c — произвольное, получим уравнение 
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Если имеют место соотношения (4), (22), (23), то при 
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получим уравнение (24), которое имеет первый интеграл вида (25). 
Замечание. Если имеют место (14) или (22), то в (9) будет 04  mn . 

Предположим, что уравнение (1) имеет первый интеграл вида (2). 
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а соотношение (9) с учетом (26) примет вид 
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Вес 1p  первого интеграла (10) равен )2(21 np   . Отсюда будем иметь 
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Получим  )12(44)12( pmpn  

Данное соотношение будет справедливо при 0,4  mn . Тогда соотношение (27) 

примет вид  8k  а вес интеграла kp 21  . 

Найдем условия на коэффициенты уравнения (1), при которых оно имело бы первый 
интеграл (2). 

Исключая K  из (2) и с учетом (1), получим следующие условия: 
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Найдем случаи совместности условий (28). В результате выделим все классы уравне-
ний (1), имеющие первые интегралы вида (2), которые удовлетворяют (4) при условии (26), 
т.е. имеют место соотношения 
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Получим следующие классы дифференциальных уравнений вида (1), которые имеют 
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Тогда первый интеграл (2) примет вид 
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В данном случае интегрирующий множитель ( )A y y y    уравнения (1) будет 

3 2
2 22 15 2 2 3

3

4 2
( ) (4 3 (2 ( 4) ) (2

2

k k a
A y y y y yy a yy k y y yyy y

k
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3 2
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2 2
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8
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a a a a a
y y y y yy k yy k yy y
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a
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Пусть 1

00

 hy  главная часть решения уравнения (1). Тогда получим 
2 9

2 2 20
0 0 0 3 0 3 5 0 3 02 2 3

1
( ' '') (2 )(4(2 ) 4 )

2

k

k

h
A y y y a h k a a h a kh k

k 




           

Согласно [3], если 
0 0 0( ' '') 0A y y y   , то сумма корней резонансного уравнения (6) при 

310  ih i  равна весу первого интеграла, т.е. krrp 2211  . 

Здесь при 
3

0
2a

k
h   имеем резонансы, удовлетворяющие соотношению krr 221  . 

2. Если 
3

23 3
4 5 3 6

5 18
( 4) 9

2 2

a a
p a k a a a

k
         , то получим уравнение (20), кото-

рому соответствует первый интеграл вида (21) при 
2

1
c . 

3. Если 
2 3

3 3 3
4 5 6

5 2
( 4)

2 2 9 9

a a a
p a k a a

k
         , то получим уравнение (16), которо-

му соответствует первый интеграл вида (17). 

4. Если 
2 3

3 3 3
4 5 6

5 3 54
( 4)

2 2 7 343

a a a
p a k a a

k
         , то получим уравнение (20), кото-

рому соответствует первый интеграл вида (21) при 
6

7
c . 

5. Если 
2 3

3 3 3
4 5 6

5 13 10
( 4)

2 2 9 9

a a a
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k
         , то получим уравнение (20), кото-

рому соответствует первый интеграл вида (21) при 
2

3
c . 

6. Если 
2 3

3 3 3
4 5 6

21 55 50
(5 12)

2 6 9 9

a a a
p a k a a

k
        , то соотношения (26) примут вид 
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  В этом случае дифференциальное уравнение (1) будет 
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 (31) 

Следовательно, уравнение для вычетов (5) имеет вид 

 0)10)(310)(910( 030303 khakhakha  Отсюда при 
3

0
10

3

a

k
h   из уравнения резонансов (6) 

найдем резонансы  kr1  
5

2
2

k
r  Если же 

3

0
10

9

a

k
h  то  krkr 321  Если же 

3

0
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k
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то 
3

2

3
21

k
r

k
r  

Тогда первый интеграл (2) примет вид 
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В данном случае интегрирующий множитель ( )A y y y    уравнения (1) будет  
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Пусть 1

00

 hy  главная часть решения уравнения (1). Тогда получим 
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Здесь, при 
3

0
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9

a

k
h   имеем резонансы удовлетворяющие соотношению krr 221  . 

7. Если 
2 3

3 3 3
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k
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которому соответствует первый интеграл вида (19). 
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 (33) 

Следовательно, уравнение для вычетов (5) имеет вид 
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Тогда первый интеграл (2) примет вид 
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Следовательно, уравнение для вычетов (5) имеет вид  0)14)(314)(37( 030303 khakhakha  
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10. Если 
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Следовательно, уравнение для вычетов (5) имеет вид 
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Тогда первый интеграл (2) примет вид 
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 (38) 

Теорема 2. Если уравнение (1) имеет первый интеграл вида (2), то: 

1). уравнениям (16), (18), (20), (33), (35), (37) соответствуют первые интегралы (17), 

(19), (21), (34), (36), (38), которые отвечают резонансу 2k ; 

2). уравнениям (29), (31) соответствуют первые интегралы (30), (32). Если соответ-

ствующий интегрирующий множитель )( yyyA   уравнений (29), (31) равен нулю при 
1

00

 hy , то вес соответствующего первого интеграла (30), (32) равен сумме корней соот-

ветствующего резонансного уравнения (6). 
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