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В настоящей работе строится математическая модель взаимодействия системы армирующих элементов с 

линейно – деформируемым грунтовым основанием и исследуется эффективность данного взаимодей-

ствия. Математическая модель системы строится на основе принципа минимума полной энергии систе-

мы.  
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In the paper the mathematical model of the interaction of the system of reinforcing elements with linearly – de-

formable soil basis is under construction and the efficiency of this interaction is investigated.  The mathematical 

model of the system is under construction on the basis of the principle of the minimum of total energy of the sys-

tem. 

Keywords: soil, bearing ability, mathematical modeling, reinforcing. 

 

Физическая постановка задачи. В настоящее время часто под застройку использу-

ются территории с неблагоприятными грунтовыми условиями. В силу этого возникает необ-

ходимость повышения несущей способности таких грунтов как оснований фундаментов воз-

водимых зданий и сооружений. Армирование грунтов является одним из способов решения 

этой проблемы. Методы и технологии армирования могут быть самые разнообразные: арми-

рование может производиться металлическими или железобетонными сваями, пленками или 

сетками, изготовленными из прочных материалов, стойких к коррозии и воздействию грун-

товой среды. 

Как показали исследования, эффективность горизонтального пленочного армирования 

при одном слое дает повышение несущей способности на 11 %, нескольких – на 17 %. Эф-

фективность многослойного армирования можно повысить путем уплотнения грунтов между 

элементами горизонтального пленочного армирования. В силу этого предлагается использо-

вание горизонтального пакетного армирования грунтов, которое заключается в использова-

нии нескольких элементов горизонтального армирования, послойно расположенных на неко-

тором расстоянии от подошвы фундамента, при этом грунт внутри пакета будет уплотненным. 

При таком армировании грунтовое основание, фундамент и армирующие элементы 

образуют единую сложную физическую систему. При исследовании этой системы возникает 

необходимость оценки эффективности каждого ее элемента при определении несущей спо-

собности армированного основания в целом. Для решения поставленной задачи воспользу-

емся энергетическими методами оценки деформирования каждого элемента системы. Наибо-

лее эффективными методами исследования указанной системы является системный подход и 

математическое моделирование на основе метода конечных элементов. 

1. Построение математической модели. Свойства системы, как сложного объекта, не 
обнаруживаются в свойствах её отдельных подсистем. Это значит, что традиционный метод 
изучения целого путём анализа его частей и последующего объединения (суперпозиции) их 
свойств непригоден для больших и сложных систем. А для физических нелинейных систем 
принцип прямой суперпозиции и вовсе неприемлем. Решением проблемы становится си-
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стемный подход [1], который заключается во взаимосвязанном рассмотрении всех элементов 
(подсистем) системы. При системном подходе система рассматривается не изолированно, а 
как подсистема более общей системы (системы более высокого ранга). Основным при  
системном подходе является определение цели, например, условие предельного равновесия 
деформируемой среды. Системный подход при исследовании различных систем, явлений и 
объектов позволяет с единых позиций строить общую методику исследования указанных си-
стем и процессов независимо от их природы. Эта методика, как и любая другая, содержит 
определенные этапы. 

Математическое моделирование основывается на известном факте: различные изуча-
емые процессы могут иметь одинаковое математическое описание. Следовательно, если си-
стема определена, и ее функция может быть описана с помощью математических предложе-
ний, то исследование системы возможно математическими средствами и средствами вычис-
лительной техники [1], [2]. 

Математическая модель концентрирует в себе записанную в форме математических 
предложений совокупность наших знаний и гипотез о соответствующем объекте, процессе, 
явлении или системе. Поскольку эти знания никогда не бывают абсолютными, то можно 
утверждать, что математическая модель только с определенной достоверностью описывает 
поведение реальной системы.  

В настоящей работе в основу концептуальной модели системы основания и фунда-
мента положены следующие критерии: 

1. Основание, фундамент и здание рассматриваются как единая система. 
2. Основание по своей структуре, геологическим напластованием и их физико-

механическим свойствам может быть произвольным, вплоть до учета линз, включений и 
вклиниваний. Все элементы структуры основания должны быть геометрически и физически 
описаны. 

3. В целом, в общем случае, основание считается неравномерно сжимаемым и нели-
нейно-деформируемым. 

4. Форма, размеры и жесткость фундамента могут быть произвольными. 
Таким образом, концептуальная модель системы представляется как конечная сово-

купность механико-математических моделей элементов системы. 
Учитывая произвольность постановки задачи решать ее лучше методом математиче-

ского моделирования на основе метода конечных элементов и методов численного решения 
нелинейных краевых задач. Это сразу накладывает свои требования на структуру ядра мате-
матической модели. Будем строить его на основе одного из энергетических принципов: на 
основе принципа минимума полной энергии системы. Математическая модель системы осно-
ваний и фундаментов в этом случае будет иметь следующее содержание [1]: 

1. Геометрическая модель геологического разреза основания. 
2. Механико-математическая модель элементов системы 

– при линейно-упругом деформировании: ii E  , 

– при нелинейно-упругом деформировании: )( ii f   , в частности 

,10,0,  mAA m

ii   

где σi, εi – интенсивности напряжений и деформаций, E – модуль деформации, A, m – пара-
метры закона нелинейного деформирования. 

3. Система краевых условий задаётся в соответствии с классификацией поставленной 
задачи как краевой задачи математической физики. 

4. Условия равновесия системы (ядро математической модели): 
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где         
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PUdV

2

1 – полная энергия деформируемой системы; {P} – вектор внеш-

них сил; {σ},{ε},{U} – векторы напряжений, деформаций и перемещений; V – объём области 
существования исследуемой системы. 

5. Математическая модель искомого решения: zyx 3210   . 
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Данная структурная схема является общим эффективным алгоритмом построения ма-
тематических моделей систем или объектов. 

2. Энергия деформирования элементов горизонтального армирующего пакета 
2.1 Основные положения методики моделирования деформируемого состояния си-

стемы. По своей структуре горизонтальный армирующий пакет состоит из ряда элементов: 
армирующего материала различной геометрической формы и размеров, грунтов различных 
физико-механических характеристик и различной степени уплотнения. Рассматривая задачу 
управления несущей способностью указанного пакета, в физической постановке мы имеем 
многокритериальную задачу нелинейной математической физики [3]. Поэтому естественно 
возникает вопрос минимизации количества оптимизируемых параметров. Это приводит к за-
даче сравнения энергий деформирования каждого элемента армирующего пакета. 

Для исследования выделяется структурный элемент – пакет, состоящий из n армиру-
ющих пленок и грунтового основания, расположенный в одной вертикальной плоскости на 
некотором расстоянии от подошвы фундамента и имеющий полное сцепление с грунтовой 
средой по всей контактной поверхности. 

Полная энергия деформируемой системы имеет вид: 

 ,WЭП   (1) 

где Э – потенциальная энергия деформаций, W – работа внешних сил. 
Для рассматриваемой задачи 

 )( трараигр ЭЭЭnЭЭ  , (2) 

   PUW T , 

где трараигр ЭЭЭЭ ,,, – потенциальная энергия деформации грунта, армирующей пленки при 

изгибе, растяжении и трении пленки о грунт, n – количество армирующих пленок в пакете, 

},,{}{ wvuU   – вектор перемещений, }{P  – вектор внешних сил. 

 Заметим, что отношение потенциальных энергий деформаций в армирующем пакете 
без уплотнения и с уплотнением больше единицы, а значит, несущая способность грунта, 
армированного уплотненным пакетом, возрастает. 

На основании принципа стационарности полной энергии деформируемой системы 
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Энергия деформации выделенного объёма упругого тела будет равна 
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В соответствии с законом Гука 
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где ][D  – матрица упругих констант материала, }{},{   – векторы деформаций и напряжений. 

Содержание }{},{  и ][D  зависит от вида решаемой задачи. Например, для случая плоской 
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2.2 Энергия деформирования армирующих элементов пакета. Методику и алгоритм 
этой задачи покажем для случая, когда армирующим элементом является стержень из мате-
риала, отвечающего указанным требованиям. 

Энергия прогиба элемента армирующего пакета. Для того чтобы из (3) получить вы-
ражение для энергии прогиба и других видов деформаций армирующих элементов в пакете, 
необходимо деформации выразить через прогиб. Тогда горизонтальная составляющая векто-
ра перемещения будет равна [2], [3], [4]: 

.
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В случае армирующего пакета 
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где w  – прогиб, cE  – модуль упругости материала элементов пакета, n – количество арми-

рующих элементов пакета. 

Подставив (5) и (6) в (3), при этом учтём, что ED ][ , получим: 
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т.к.   JJdzdyz x

2  – осевой момент инерции сечения. 

Для армирующих элементов с плоским поперечным сечением 
12

2hF
J  , h  – толщина элементов. 

Очевидно, что функция прогиба ),(xfw   должна быть непрерывна в подобласти (в 

конечном элементе) и, по крайней мере, дважды дифференцируема. Примем 
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Длина элементов равна a . Коэффициенты α1, α2, α3, α4 определим из граничных условий: 
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Рассматривая граничные условия как систему уравнений, получим 
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Подставив полученные значения коэффициентов в (8) и после несложных преобразований 
будем иметь: 
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Подставим (10) в (7) и после ряда преобразований получим: 
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является матрицей жёсткости элементов армирующего пакета при изгибе. 
 

Энергия растяжения элемента армирующего пакета. Потенциальная энергия растя-
жения элемента армирующего пакета при его прогибе в одной плоскости может быть полу-
чена из (3) и будет иметь следующий вид [4]: 
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F  – площадь поперечного сечения армирующих элементов, t  – коэффициент вида дефор-
мации, n – количество армирующих элементов в пакете. 
При плоской деформации  
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Для рассматриваемого случая 
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Подставим в (14) (15) и после ряда несложных преобразований будем иметь 
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Здесь матрица жёсткости будет равна 
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Матрица жёсткости деформации элемента армирующего пакета будет равна сумме 
матриц жёсткости при растяжении и прогибе и будет иметь следующий вид 
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Соотношение энергий деформирования при растяжении и прогибе определится отно-
шением соответствующих коэффициентов матрицы жёсткости [K] 
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Как правило, ,1,,  tanah  следовательно, ,1k т.е. энергией изгиба можно 

пренебречь при компьютерном моделировании системы армирования грунтовых оснований. 
 

Энергия трения армирующего элемента с грунтом. Вычислим энергию трения арми-
рующего пакета с грунтом в соответствии с законом Кулона, который для несвязных и связ-
ных грунтов имеет вид (16) и (17) [5]: 

 , tg . (16) 

 , tgc  . (17) 
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где   – напряжение сдвига,  – нормальное напряжение,   – угол внутреннего трения 

грунта, c  – сцепление грунта. 

Для рассматриваемой задачи при выбранной ориентации системы координат z  и, 

согласно [6], можно принять  

 2/zc  . (18) 

Для рассматриваемого случая на контактной поверхности .0 zy   При этом усло-

вии из физических уравнений следует 
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где zyx  ,,  нормальные составляющие вектора напряжений, zyx  ,,  нормальные со-

ставляющие вектора деформаций, Eгр и µ – модуль деформации грунта и коэффициент Пуассона. 

Подставив соотношения (18 – 20) в (16) и (17), получим: 
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Выражения (21) и (22) можно объединить следующим образом: 
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где ks – коэффициент связности, ks=0 – несвязный грунт, ks=1 – связный грунт. 

Сила трения равна 

  
a

S

xdnLsdnF
0
 , (24) 

где L – периметр поперечного сечения элементов пакета. 

 

Энергия трения определится выражением 
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Подставим в (25) выражение (23) 
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Для линейно-упругих стержней их растяжение может быть представлено линейной 
функцией 

 xU 21   . (27) 

Рассматривая элементы дискретизации стержней с двумя узлами ji,  на их концах, 

значения коэффициентов в (27) определим через узловые перемещения 
ji UU , , в итоге получим 

  jiij UxxUxx
a

U )()(
1

 , (28) 

где а – длина стержней. 

Для рассматриваемого случая 
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В (26) подставим (29), проинтегрируем полученное выражение по {U} и получим 
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где S  – площадь боковой поверхности стержней. 

Следовательно, матрица жёсткости при трении будет равна 
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Сравнение энергий деформирования элементов пакета. Заметим, что энергия растя-

жения элемента армирующего пакета значительно превосходит его энергию прогиба. Срав-

ним энергию растяжения элемента армирующего пакета с энергией его трения с грунтом. 

Матрица жёсткости деформации элемента армирующего пакета имеет следующий вид: 
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матрица жёсткости при трении равна 
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Полученные выражения матриц жёсткости позволяют сравнить энергоёмкость каждо-

го из деформационных процессов. Отношение этих матриц равно 

 .
)1(2

)2(
2

c

гр

FEt

SEtgks
m








  (31) 

Из выражения (31) видно, что энергия трения примерно в десять раз превосходит 
энергию растяжения, которая значительно превосходят энергию изгиба. Следовательно, 
энергия трения, или сила сцепления армирующего материала с грунтом, имеет определяю-
щее значение при расчёте и устройстве армированных грунтовых оснований фундаментов. А 
значит, в качестве армирующего материала может быть использован нежёсткий материал, 
имеющий хорошее сцепление с грунтом и с физико-механическими характеристиками в не-
сколько раз превосходящими соответствующие характеристики армируемого грунта. 

3. Аналитический метод определения параметров элементов горизонтального ар-
мирующего пакета грунтовых оснований фундаментов. При компьютерном объектно-
ориентированном моделировании задач указанного класса в каждом частном случае выделя-
ется структурный элемент – пакет, состоящий из нескольких армирующих пленок и грунто-
вого основания. Пакет сверху и снизу ограничен армирующим материалом. Армирующие 
элементы могут быть и внутри пакета. Грунт между армирующими элементами может быть 
уплотнен. Количество горизонтальных армирующих элементов, их геометрические и физи-
ческо-механические характеристики, а также степень уплотнения грунта внутри армирующе-
го пакета подлежат определению. Необходимые значения этих характеристик всегда превы-
шают соответствующие характеристики грунта в пакете и определяются таким образом, что-
бы применение горизонтального пакетного армирования повысило общую несущую способ-
ность до необходимого уровня. 

Дискретизация всей области существования системы может быть своя, способ задания 
граничных условий и физико-механические характеристики элементов дискретизованной об-
ласти определяются на основании экспериментальных данных. А значит, дискретизованная об-
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ласть по своей структуре и свойствам будет неоднородная и нелинейно-деформируемая. В та-
кой постановке решение этой задачи возможно только посредством компьютерного моделиро-
вания. Разработан подход для получения приближённого аналитического решения поставлен-
ной задачи, сущность которого заключается в построении некоторого условного однородного 
грунтового основания, по своей несущей способности эквивалентного исходному реальному 
армированному грунтовому основанию. Такое основание будем называть эквивалентным од-
нородным грунтовым основанием. При заданной внешней нагрузке осадка фундамента на эк-
вивалентном грунтовом основании должна быть равна осадке этого фундамента на исходном 
армированном грунтовом основании. Следовательно, для обеих систем грунтовых оснований 
должно выполняться энергетическое условие равновесия системы. Одной из возникающих за-
дач является оценка деформируемости каждого элемента грунтового основания. 

На основе результатов компьютерного моделирования реальных задач об осадке 

плитных фундаментов на однородных грунтовых основаниях были определены необходимые 

данные для их горизонтального пакетного армирования и построены аналитические соотно-

шения для определения количества горизонтальных армирующих элементов, их геометриче-

ских и физическо-механических характеристик, а также степени уплотнения грунта внутри 

армирующего пакета. 

В общем случае рассматривается выделенный объём армированного грунта V, для ко-

торого при условии эквивалентности его по несущей способности реальному армированному 

грунтовому основанию плитного фундамента будет иметь место следующее соотношение: 

 ,)( VEEnVEknVV грплплслуплпл   (32) 

где n – количество армирующих пленок в горизонтальном армирующем пакете, Vпл и Епл – 

объём и модуль упругости армирующей пленки, kупл – коэффициент уплотнения грунта внут-

ри горизонтального армирующего пакета, Есл – модуль деформации малопрочного слоя грун-

та, Егр – модуль деформации грунтового основания плитного фундамента. 

Из (32) следует  
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Полученные формулы были верифицированы методом компьютерного моделирова-
ния, и таким образом была показана их практическая приемлемость для оценки способа ар-
мирования грунтового основания плитного фундамента горизонтальным армирующим паке-
том. Наиболее точное решение поставленной задачи может быть получено методом компью-
терного объектно-ориентированного моделирования неоднородных и нелинейных систем 
деформируемых твёрдых тел. 

Заключение. Как показали результаты компьютерного моделирования и соответ-
ствующие экспериментальные исследования, несущая способность армированных грунтовых 
оснований значительно возрастает [7]. Таким образом, использование горизонтально арми-
рующего пакета с уплотненным внутри грунтом определенных размеров позволит иметь су-
щественный экономический эффект и снизить стоимость возводимых зданий и сооружений. 
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