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Введение 
Все рассматриваемые группы конечны. В 

обозначениях и определениях мы следуем моно-
графиям [1], [2]. Исследование пересечений мак-
симальных подгрупп восходит к работе Фратти-
ни [3]. Полученные им результаты в дальнейшем 
развивались в работах многочисленных авторов. 
В частности, в работе В. Гашюца [4] исследова-
лось пересечение ( )GΔ  всех абнормальных мак-
симальных подгрупп группы G. В работе Д. Бей-
длемана и Т. Сео [5] изучалось поведение нор-
мальных подгрупп в обобщенно фраттиниевых 
расширениях.  

В работе Д. Бейдлемана и Ш. Смита [6] был 
поставлен следующий вопрос: «Если H субнор-
мальная подгруппа группы G, содержащая ( ),GΦ  
то будет ли из сверхразрешимости ( )H G/ Φ  
следовать сверхразрешимость подгруппы H?» 
Эта задача рассматривалась в работах многих 
авторов (см. монографию [2]). В данной работе 
этот вопрос рассматривается с позиции теории 
формаций и операторного обобщения подгруппы 
Фраттини.  

 
1 Определения и обозначения 
Пусть даны группа G, множество A и ото-

бражение ( ),f A End G: 6  где ( )End G  – гомо-
морфное отображение группы G в себя или эн-
доморфизм группы G. Подгруппа M называется 
A-допустимой, если M выдерживает действие 
всех операторов из A, то есть, M Mα ⊆  для лю-
бого оператора .Aα∈   

Несложно заметить, что так как операторы 
действуют как соответствующие им эндомор-
физмы, то каждая характеристическая подгруппа 
является A-допустимой для произвольной груп-
пы операторов.  

В работе [7] Д. Горенштейн исследовал су-
ществование силовских A-допустимых подгрупп 
и установил, что для любого ( ),p G∈π  если 
группа G имеет группу операторов A, такую, что 
(|G|,|A|) = 1, тогда в ней существует A-допусти-
мая силовская p-подгруппа и любые две из них 
сопряжены между собой в G. 

Пусть группа G имеет группу операторов A, 
такую, что ( ) 1G A| |,| | = . Тогда A-допустимую 
нормальную подгруппу H группы G назовем 
операторно-обобщённой подгруппой Фраттини, 
если ( )GG N K=  для каждой нормальной под-
группы L из G и каждой A-допустимой силов-
ской подгруппы K из L такой, что ( ).GG HN K=   

Через ( )pF G  обозначают p-нильпотентный 
радикал группы G, то есть, произведение всех нор-
мальных p-нильпотентных подгрупп группы G.  

Подгруппа H группы G называется пронор-
мальной, если для любого x G∈  подгруппы H  и 

xH  сопряжены между собой в xH H< , > ; абнор-
мальной, если xx H H∈< , >  для любого .x G∈  

Отметим, что силовские подгруппы любой 
группы являются пронормальными. 

Напомним, что классом групп называют 
всякое множество групп, содержащее вместе с 
каждой своей группой G и все группы, изоморф-
ные G.  

Класс групп ℑ  называется формацией, если 
выполняются следующие условия:  

1) если G∈ℑ  и ,N G�  то G / N∈ ;ℑ   
2) если G / N1∈ℑ  и G / N2∈ ,ℑ  то  

G / N1∩N2∈ .ℑ  
Отображение f  класса G  всех групп в 

множество классов групп называют экраном, 
если для любой группы G  выполняются сле-
дующие условия:  

МАТЕМАТИКА
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1) ( )f G  – формация;  
2) ( ) ( ) ( )f G f G f Kerϕ⊆ ∩ ϕ  для любого го-

моморфизма ϕ  группы G;  
3) (1) .f G=  
Экран f называют локальным, если для лю-

бого простого числа p он принимает одинаковые 
значения на всех неединичных p-группах и 

( )
( ) ( )

p G
f G f p

∈π
=∩  для любой группы G.  

Формацию ℑ  называют локальной, если 
она имеет хотя бы один локальный экран.  

Необходимо отметить, что не всякая макси-
мальная подгруппа будет являться максимальной 
A-допустимой относительно некоторой группы 
операторов A.  

Пример. Рассмотрим группу  
2 3 3 1 aG a b c a b c bc cb b c∗ =< , , | = = = , = , = > .  

Тогда [ ] ,G G A∗ =  где G b c=< > × < >  и 
A a=< >  – группа операторов группы G. Простая 
проверка показывает, что в группе G есть макси-
мальная A-допустимая подгруппа H bc=< >  по-
рядка 3, но не все подгруппы порядка 3, напри-
мер, b, являются A-допустимыми. Отмеченный 
классс групп становится достаточно широким, 
если образовать группу ,R G Q∗= ×  где Q  – 
сверхразрешимая группа и ( ) 1.G Q| |,| | =  
 

2 Вспомогательные результаты 
Лемма 2.1 [1]. Если подгруппа H пронор-

мальна в группе G, то ( )GN H  – абнормальная 
подгруппа группы G.  

Лемма 2.2 [1]. Пусть f – локальный экран 
формации .ℑ  Группа G тогда и только тогда 
принадлежит ,ℑ  когда / ( ) ( )pG F G f p∈  для 
любого ( ).p G∈π  

Лемма 2.3 [7]. Пусть группа G имеет груп-
пу операторов A, Н – A-допустимая подгруппа 
группы G. Тогда NG(H) также является A-до-
пустимой подгруппой в группе G. 
 Теорема 2.4 [8]. Пусть ℑ  – локальная фор-
мация, G∈ℑ  и p является простым делителем 
порядка группы G. Тогда формация ℑ  содержит 
циклическую группу порядка p.  

 
3 Cвойства операторно-обобщенной под-

группы Фраттини 
Теорема 3.1. Пусть группа G  имеет группу 

операторов A, такую, что ( ) 1G A| |,| | =  и H  – 
операторно-обобщенная подгруппа Фраттини 
группы G. Тогда  

1) H – нильпотентная подгруппа группы G;  
2) любая нормальная подгруппа, содержа-

щаяся в операторно-обобщенной подгруппе 
Фраттини, является операторно-обобщенной 
подгруппой Фраттини;  

3) если ( ) ,G GΔ ≠  то ( )GΔ  – операторно-
обобщенная подгруппа Фраттини группы ;G  

4) ( )H GΦ  – операторно-обобщенная под-
группа Фраттини группы ;G  

5) ( )HZ G  – операторно-обобщенная под-
группа Фраттини группы G.  

Доказательство. Пусть ( )p H∈π  и K  – 
силовская p-подгруппа подгруппы H. По обоб-
щенной лемме Фраттини ( ) .GG N K H=  Так как 
H – операторно-обобщенная подгруппа Фратти-
ни группы G, то ( ).GG N K=  Итак, любая силов-
ская p-подгруппа из H нормальна в ней. Отсюда 
заключаем, что подгруппа H p-нильпотентна для 
любого простого числа ( ),p H∈π  следовательно, 
H – нильпотентная подгруппа группы G.  

Пусть Q – нормальная подгруппа, содержа-
щаяся в операторно-обобщенной подгруппе 
Фраттини H. Рассмотрим для каждой нормаль-
ной подгруппы L из G такие силовские p-под-
группы K из L, что ( ).GG QN K=  Из того, что 

,Q H⊆  следует, что ( )GG HN K=  и ( ).GG N K=  
Следовательно, Q – операторно-обобщенная под-
группа Фраттини группы G.  

Рассмотрим для каждой нормальной под-
группы L из G  такие силовские p-подгруппы K  
из L, что ( ) ( ).GG G N K= Δ  По лемме 2.1 ( )GN K  
– абнормальная подгруппа группы G, следователь-
но, ( )GN K  содержится в некоторой абнормаль-
ной максимальной подгруппе T. Так как 

( ),T G⊇ Δ  то .G T=  Из полученного противоре-
чия получаем, что ( ),GG N K=  а это означает, 
что ( )GΔ  – операторно-обобщенная подгруппа 
Фраттини группы G.  

Следующие утверждения выполняются в 
силу того, что ( )GΦ  состоит из необразующих 
элементов, а ( )Z G  содержится в нормализаторе 
каждой подгруппы группы G. Теорема доказана.  

Теорема 3.2. Пусть группа G имеет группу 
операторов A, такую, что ( ) 1G A| |,| | =  и K  – 
операторно-обобщенная подгруппа Фраттини. 
Если N – нормальная подгруппа группы G и N K/  
π-замкнута, то N – π-замкнутая подгруппа 
группы G.  

Доказательство. Пусть N K/  имеет нор-
мальную Sπ -подгруппу .H K/  Так как K  – 
операторно-обобщенная подгруппа Фраттини, то 
K нильпотентна. Нетрудно заметить, что 'Sπ -под-
группа R  из K  является 'Sπ -подгруппой в H. 
По теореме Шура-Цассенхауза H  содержит 
Sπ -подгруппу S  и любые две такие подгруппы 
сопряжены в H. По обобщенной лемме Фраттини 

( ) .GG N S H=  С учётом того, что ,H SR=  полу-
чаем ( ) .GG N S R=  Тогда по свойству 2 теоремы 
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3.1 R – операторно-обобщенная подгруппа Фрат-
тини. Следовательно ( ),GG N S=  а значит S  
нормальна в G.  

Следствие 3.2.1. Пусть группа G имеет 
группу операторов A, такую, что ( ) 1G A| |,| | =  и 
K – операторно-обобщенная подгруппа Фратти-
ни, тогда ( ) ( ) ,p pF N K F N K/ = /  в частности, 

( ) ( ) .F N K F N K/ = /  
Теорема 3.3. Пусть группа G имеет группу 

операторов A, такую, что ( ) 1,G A| |,| | =  K  – 
операторно-обобщенная подгруппа Фраттини и 
M – нормальная подгруппа группы G, содержа-
щая K. Тогда M K/  является операторно-
обобщенной подгруппой Фраттини в G K/  то-
гда и только тогда, когда M операторно-обоб-
щенная подгруппа Фраттини группы G.   

Доказательство. Допустим, что M – опера-
торно-обобщённая подгруппа Фраттини группы 
G. Пусть L K/  – нормальная подгруппа из 
G K/  и пусть H – A-допустимая силовская p-под-
группа нормальной подгруппы L из G, такая, что 

( ) ( ).G KG K M K N KH K// = / /  
Тогда ( ).GG MN KH=  Пусть ,g mx=  где m M∈  
и ( ).Gx N KH∈  Тогда .xH KH⊆  Так как L  – 
нормальная подгруппа группы G, то H  и xH  – 
A-допустимые силовские p-подгруппы в под-
группе .L KH∩  Поэтому существует элемент y  
из ,L KH∩  такой, что .xyH H=  Следовательно, 

( ).Gxy N H∈  Тогда ( )gy m xy=  содержится в 
( )GMN H . Так как ( )GMN H  содержит .KH  От-

сюда следует, что ( ),Gy MN H∈  следовательно, 
( ).Gg MN H∈  Мы показали, что ( ).GG MN H=  В 

силу того, что M – операторно-обобщённая под-
группа Фраттини группы G, следует, что 

( ).GG N H=  Отсюда заключаем, что M K/  – 
операторно-обобщённая подгруппа Фраттини 
группы .G K/   

Предположим, что M K/  – операторно-
обобщённая подгруппа Фраттини группы .G K/  
Пусть L – нормальная подгруппа группы G и 
пусть H – A-допустимая силовская p-подгруппа 
нормальной подгруппы L из G, такая, что 

( ).GG MN H=  Тогда 
( ) ( ).G KG K M K N KH K// = / /  

Следовательно, так как KH K/  – A-допустимая 
силовская p-подгруппа нормальной подгруппы 
KL K/  из ,G K/  то ( ).G KG K N KH K// = /  От-
сюда получаем, что KH  – нормальная подгруп-
па группы G. Пусть 1H  – A-допустимая силов-
ская p-подгруппа из KH, содержащая H. По обоб-
щённой лемме Фраттини 

1 1( ) ( ).G GG KHN H KN H= =  
Следовательно, 1( )GG N H= . Значит 1H  – нор-
мальная подгруппа.  

Из свойства 1 теоремы 3.1 следует, что M – 
нильпотентная подгруппа группы G. Тогда MH  
– нильпотентная подгруппа. Из того, что 

( ),GG MN H=  следует, что MH  – нормальная 
нильпотентная подгруппа группы G.  

Покажем, что ( )GN H  содержит .MH  Пусть 

2H  – A-допустимая силовская p-подгруппа под-
группы .MH  Тогда 2H  нормальна в G. Следова-
тельно, 2 .H H⊆  Пусть 3H  – A-допустимая си-
ловская p-подгруппа группы G, содержащая 2 .H  
Так как L – нормальная подгруппа группы G, то 

3L H H∩ =  и 3( ) ( ).G GN H N H⊆  Из этого следу-
ет, что 2 ( ).GH N H⊆  Так как MH  – нормальная 
нильпотентная подгруппа группы G, то 

( ).GMH N H⊆  Мы показали, что ( ).GG N H=  
Следовательно, M – обобщенная подгруппа 
группы G.  

Теорема 3.4. Пусть группа G имеет группу 
операторов A, такую, что ( ) 1,G A| |,| | =  K  – 
операторно-обобщенная подгруппа Фраттини, 
ℑ  – локальная формация, ( ).π = π ℑ  Если суб-
нормальная подгруппа H группы G содержит 

( )O Kπ  и ( ) ,H O Kπ/ ∈ℑ  то .H ∈ℑ   
Доказательство. Согласно теореме 2.4 ℑ  

содержится в классе всех π -групп. Не ограничи-
вая общности, можно считать, что K – π -группа. 
Таким образом H – π -группа и .H K/ ∈ℑ  Пусть 

.p∈π  Так как H – субнормальная подгруппа 
группы G и согласно следствия 3.2.1 ( )pF G K/ =  

( )pF G K= /  получаем, что  
( ) ( ) .p pF H K F H K/ = /  

Так как ,H K/ ∈ℑ  то, используя следствие 3.2.1 
и лемму 2.2, получаем, что  

( ) ( ) ( )p pH K F H K H K F H K/ / / = / / /  
( ) ( )pH F H f p/ ∈ .  

Так как последнее справедливо для любого 
( ),p H∈π  то по лемме 2.2 подгруппа H  входит 

в .ℑ  Теорема доказана.  
В случае, когда ℑ  содержит формацию 

нильпотентных групп, Pπ =  и теорема 3.4 дает 
ответ на вопрос: «Если H  субнормальная под-
группа группы G, такая, что ,H K/ ∈ℑ  где K – 
операторно-обобщенная подгруппа Фраттини, то 
будет ли H ∈ℑ ?»  

Если группа операторов A единична, а в ка-
честве операторно-обобщенной подгруппы Фрат-
тини выбрать подгруппу Гашюца ( ),GΔ  то из 
теоремы 3.4 получаем  

Следствие 3.4.1. Пусть ℑ  – локальная фор-
мация, ( ).π = π ℑ  Если субнормальная подгруппа H 
группы G содержит ( ( ))O Gπ Δ  и ( ( )) ,H O Gπ/ Δ ∈ℑ  
то .H ∈ℑ   
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Если группа операторов A единична и в ка-
честве операторно-обобщенной подгруппы Фрат-
тини выбрать подгруппу Фраттини ( ),Ф G  то из 
теоремы 3.4 получаем результат работы [9].  

Замечание. Если локальная формация ℑ  не 
содержит формацию нильпотентных групп, то 
даже в случае единичной группы операторов из 
того, что ( )H Ф G/ ∈ℑ  для субнормальной под-
группы ,H  не всегда следует, что .H ∈ℑ  Дейст-
вительно. Пусть pSℑ =  – насыщенная формация 
всех p-групп, p – простое число. Рассмотрим q p≠  
и пусть 2 2p q

G C C= ×  – циклическая группа по-

рядка 2 2 .p q  Если 2 ( ),
p

H C Ф G=  тогда H G�  и 

( ) ,H Ф G/ ∈ℑ  но .H ∉ℑ  
Теорема 3.5. Пусть группа G имеет группу 

операторов A, такую, что ( ) 1,G A| |,| | =  K  – 
операторно-обобщенная подгруппа Фраттини, 
ℑ  – локальная формация. Если N – субнормаль-
ная подгруппа группы G  и .N N K/ ∩ ∈ℑ  Тогда 
N  представима в виде прямого произведения 

1 2 ,N N N= ×  множители которого удовлетво-
ряют следующим условиям:  

1) 1 ;N ∈ℑ   
2) 2( ) ( ) ;Nπ ∩π ℑ = ∅  
3) 2 .N K⊆   
Доказательство. Пусть ,D N K= ∩  ( ).π = π ℑ  

По теореме 3.4 подгруппа N  представима в виде 
1 2 ,N N N= ×  где 1N  – холловская π -подгруппа 

из .N  Так как 2 ,N K⊆  то 1 1 ,N DN D/ / ∈ℑ  где 

1 1 .D N K= ∩  Пусть .p∈π  Так как 1 1 ,N D/ ∈ℑ  
то, используя следствие 3.2.1 и лемму 2.2, полу-
чаем, что  

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )
p

p p

N D F N D

N D F N D N F N f p

/ / / =

= / / / / ∈ .
 

Так как последнее справедливо для любого 
1( ),p N∈π  то по лемме 2.2 подгруппа 1N  входит 

в .ℑ  Теорема доказана.  
Следствие 3.5.1. Пусть группа G имеет 

группу операторов A, такую, что ( ) 1,G A| |,| | =  
K  – операторно-обобщенная подгруппа Фрат-
тини, ℑ  – локальная формация, содержащая все 
нильпотентные группы. Если N – нормальная 
подгруппа группы G  и ,N N K/ ∩ ∈ℑ  то .N ∈ℑ   

Если группа операторов A единична, а в ка-
честве операторно-обобщенной подгруппы Фрат-
тини выбрать подгруппу Гашюца ( ),GΔ  то из 
теоремы 3.5 получаем  

Следствие 3.5.2. Пусть ℑ  – локальная фор-
мация. Если N  – нормальная подгруппа группы 
G  и ( ) ,N N G/ ∩Δ ∈ℑ  тогда N  представима в 
виде прямого произведения 1 2 ,N N N= ×  мно-
жители которого удовлетворяют следующим 
условиям:  

1) 1 ;N ∈ℑ   
2) 2( ) ( )Nπ ∩π ℑ = ∅;  
3) 2 ( ).N G⊆ Δ   
Следствие 3.5.3. Пусть ℑ  – локальная фор-

мация, содержащая все нильпотентные группы. 
Если N  – нормальная подгруппа группы G  и 

( ) ,N N G/ ∩Δ ∈ℑ  то .N ∈ℑ  
Если группа операторов A единична, а в ка-

честве операторно-обобщенной подгруппы Фрат-
тини выбрать подгруппу Фраттини ( ),Ф G  то из 
теоремы 3.5 получаем результат работы [1].  

 
Заключение 
В работе установлены основные свойства 

операторно-обобщенной подгруппы Фраттини и 
описано её влияние на строение самой группы. 
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