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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

 Предлагаемое практическое пособие соответствует программе образо-

вательного стандарта РД РБ 02100.5.046-98 по дисциплине «Численные ме-

тоды математической физики» для студентов факультета математики и тех-

нологий программирования Гомельского государственного университета 

имени Франциска Скорины по специальности «Прикладная математика». 

Цель его – облегчить изучение студентами теоретических сведений и 

способствовать эффективному применению практических навыков в обла-

сти вычислительной математики. 

В работе рассматриваются классические методы численного реше-

ния задачи Коши, численные методы решения краевых задач, методы по-

строения и основные понятия теории разностных схем, разностные схемы 

для основных уравнений математической физики, краевые задачи для 

уравнений параболического типа, их численная реализация. Рассмотрены 

вопросы устойчивости и сходимости полученных разностных схем. При-

водятся примеры, поясняющие теоретический материал. Для самостоя-

тельного решения приведены постановки краевых задач для уравнений 

параболического типа. 

Практическое пособие может быть использовано преподавателями 

при проведении практических занятий и студентами, а также при самосто-

ятельной работе над предметом. 
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ТЕМА 1. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

 

1.1 Краевые задачи для уравнений в частных 

производных 
 

1.1.1 Классификация уравнений второго порядка с двумя 

переменными 

 Дифференциальные уравнения с частными производными имеют 

широкое применение в математической физике, гидродинамике, акустике 

и т. д. В большинстве случаев эти уравнения в явном виде не решаются. 

Поэтому широкое распространение получили методы приближенного ре-

шения таких уравнений, в частности метод сеток. 

 В общем случае дифференциальные уравнения с частными произ-

водными второго порядка с двумя независимыми переменными имеют вид 
 

0),,,,,,(
,


yyxyxxyx

uuuuuuyxF ,   (1.1) 

 

где x , y  – переменные,  

      u  – искомая функция,  

      , , , ,x y xx xy yyu u u u u  – первые и вторые частные производные по x  и y .  

Решением уравнения (1.1) называется функция ),( yxuu  , обраща-

ющая это уравнение в тождество. График решения представляет собой ин-

тегральную поверхность в соответствующем пространстве. 

 Уравнение (1.1) называется линейным, если оно первой степени от-

носительно искомой функции и всех ее производных и не содержит их 

произведений, т. е. если это уравнение может быть записано в виде 
 

2 2 2

2 2
( ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

u u u
L u a x y b x y c x y

x x y y

u u
d x y l x y g x y u f x y

x y

  
   

   

 
   

 

  (1.2) 

 

Если коэффициенты gldcba ,,,,,  не зависят от x  и y , то уравнение 

(1.2) является линейным дифференциальным уравнением с постоянными 

коэффициентами. 
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 Построение разностных схем метода сеток для уравнений с частны-

ми производными зависит от типа уравнений и вида граничных условий. 

Поэтому сделаем несколько замечаний о классификации уравнений (1.2). 

 Пусть 2),( Ryx  , а   – граница области  . Говорят, что в об-

ласти   задано дифференциальное уравнение в частных производных 

второго порядка для функции ),( yxuu  , если для любой точки из   име-

ет место соотношение (1.2), в котором ),...,(),,( yxbyxa  – коэффициенты, 

),( yxf  – свободный член уравнения, определенные в области 

 . 

 Пусть ),(),(),(2 yxcyxayxbD  . Тогда уравнение (1.2) называют 

эллиптическим, параболическим или гиперболическим в области  , если 

соответственно выполняются условия: 
 

0),(,0),(,0),(  yxDyxDyxD  

 

для любой точки ),( yx . Если ),( yxD  в области   не сохраняет посто-

янного знака, то имеем так называемый смешанный тип. 

 Построение и исследование разностных схем непосредственно для 

уравнения (1.2) связано с большими техническими трудностями. Поэтому 

будем рассматривать некоторые его частные случаи: 

 1) уравнение Пуассона (уравнение эллиптического типа) 
 

),(
2

2

2

2

yxf
y

u

x

u
u 









 . 

 

Если ( , ) 0f x y  , то имеем уравнение Лапласа; 

 2) уравнение теплопроводности (уравнение параболического типа) 
 

),(
2

2

txf
x

u

t

u










; 

 

 3) волновое уравнение (уравнение гиперболического типа) 
 

),(
2

2

2

2

yxf
y

u

x

u










. 

 

1.1.2 Задача Коши 

 Дифференциальные уравнения в частных производных имеют в об-

щем случае бесконечное множество решений. Поэтому для однозначной 
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разрешимости необходимо на искомое решение налагать дополнительные 

условия, которые состоят из начальных и краевых (граничных) условий. 

При этом условия, относящиеся к начальному моменту времени, называ-

ются начальными, а условия, относящиеся к фиксированным значениям 

координат (обычно это координаты граничных точек), – краевыми. 

 Пусть дано линейное дифференциальное уравнение 
 

),()( yxfuL  ,         (1.3) 

 

где  ( )L u   является левой частью в равенстве (1.2). 

Нахождение решения ),( yxuu   уравнения (1.3), удовлетворяющего 

начальным условиям 
 

0 0( , ) ( ), ( , ) ( )yu x y x u x y x   ,         (1.4) 

 

называется задачей Коши, а сами условия – начальными данными Коши. 

 Геометрическая интерпретация задачи Коши достаточно проста: 

требуется найти интегральную поверхность ),( yxuu   уравнения (1.3), 

проходящую через данную пространственную кривую 0, ( )y y u x   и 

касающуюся в точках 0( , , )M x y u  этой кривой заданной системы векторов 

a , расположенных в плоскостях constx   и составляющих с осью Oy  

угол  , определяемый равенством tg ( )x  . 

 Можно ставить общую задачу Коши: найти решение ( , )u u x y  диф-

ференциального уравнения (1.3), удовлетворяющее граничным условиям: 
 

( , ), ( , )
u

u x y x y
x

 


   


. 

 

Далее вместо производной xu   можно задавать производную yu   или нор-

мальную производную cos( , ) cos( , )
u u u

n x n y
n x y

  
 

  
. 

 Задача Коши обычно ставится для уравнений параболического и ги-

перболического типов. 

 Пусть данные Коши для уравнения (1.3) заданы на отрезке a x b  , 

а решение ( , )u u x y  этого уравнения нужно определить в полуполосе 

{ , 0 }K a x b y     . Тогда для однозначности этого решения необхо-

димо дополнительно задать условия на прямых x a  и x b , что приво-

дит к смешанной задаче. Достаточно общей задачей этого типа является 

нахождение в полуполосе K  решения ( , )u u x y  дифференциального 

уравнения (1.3), удовлетворяющего начальным и граничным условиям: 
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( ,0) ( ), ( ,0) ( ) ( , 0)yu x x u x x a x b y       ,  (1.5) 

0 1

0 1

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )

x

x

u a y u a y y

u b y u b y y

    


   
,          (1.6) 

причем 0 1 0 10, 0, 0 y           . 

 Решение смешанной задачи имеет практическую ценность лишь в 

том случае, если небольшие ошибки в начальных и краевых условиях не 

могут привести к большим отклонениям соответствующего решения. 

В этом случае говорят, что смешанная задача поставлена корректно, или 

непрерывно зависит от начальных и краевых условий. 

 

1.1.3 Краевые задачи для уравнений эллиптического типа 

 Пусть 

( ) ( , )x yL u u au bu cu f x y       ,         (1.7) 

где , , ,a b c f  – непрерывные функции от ( , )x y . 

 Первая краевая задача формулируется так: на контуре  , ограни-

чивающим область  , задана непрерывная функция ( ) ( , )P x y   . Требу-

ется найти функцию ( ) ( , )u P u x y , удовлетворяющую внутри   уравне-

нию (1.7) и принимающую на границе заданные значения ( )P : 

( ( )) ( ),L u P f P P  , 

( ) ( ),u P P P   . 
 

Вторая краевая задача ставится следующим образом: 
 

( ( )) ( ),L u P f P P  , 

( )
( ),

u P
P P

n


  


, 

 

где n  – вектор внешней нормали. 

Третья краевая задача имеет вид: 

( ( )) ( ),L u P f P P  , 

0 1

( )
( ) ( ),

u P
u P P P

n


     


, 

где 0 1 0    . 

 Если область G  ограниченная, то соответствующая краевая задача 

называется внутренней, в противном случае – внешней. 
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 Для уравнения Лапласа 0u   первая краевая задача называется за-

дачей Дирихле, вторая – задачей Неймана, третья – смешанной краевой 

задачей. 

 

1.2 Сходимость разностных схем 
 

1.2.1 О сходимости разностных схем 

 Пусть требуется приближенно вычислить решение u  некоторой кра-

евой задачи 

Lu f ,     (1.8) 

поставленной в области   с границей  . 

 Для решения задачи (1.8) следует выбрать дискретное множество 

точек h  (сетку), принадлежащее  ; ввести линейное нормирован-

ное пространство hU  функций, определенных на сетке h ; установить со-

ответствие между решением u  и функцией [ ]h hu U , которую будем счи-

тать искомой таблицей решения u . Для приближенного отыскания табли-

цы [ ]hu , которую условились считать точным решением задачи (1.8), 

необходимо на основе задачи (1.8) составить систему разностных уравне-

ний (разностную схему) 
( ) ( )h h

hL u f      (1.9) 
 

относительно функций ( )hu  из hU , чтобы имела место сходимость 
 

( )[ ] 0
h

h

h U
u u      (1.10) 

при 0h . Причем в линейных пространствах hU  и hF  заранее должны 

быть введены соответственно сеточные нормы 
hU

  и 
hF

 , которые яв-

ляются сеточными аналогами норм 
U

  и 
F

  в пространствах U  и F . 

 Если для решения разностной краевой задачи (1.9) выполнено нера-

венство 
( )[ ]

h

h k

h U
u u Ch  , 

то говорят, что сходимость имеет порядок k  относительно h . 

 Задачу построения сходящейся разностной схемы (1.9) разбивают на 

две подзадачи: 

1) построение разностной схемы, аппроксимирующей исходную 

дифференциальную задачу (1.8); 

2) проверка устойчивости разностной схемы (1.9). 
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1.2.2 Аппроксимация разностных схем 

 Пусть в пространстве hF  уже введена норма. Разностная задача (1.9) 

аппроксимирует задачу (1.8) на решении u , если в равенстве 

( ) ( )[ ] h h

h hL u f f    

невязка ( )hf , возникающая при подстановке решения исходной диффе-

ренциальной задачи [ ]hu  в разностную краевую задачу (1.9), стремится к 

нулю при 0h : 
 

( ) ( )[ ] 0
h h

h h

h hF F
f L u f    . 

Если  
( )

h

h k

F
f Ch  , 

где C  не зависит от h , то аппроксимация имеет порядок k  относи-

тельно h . 

 Пример. Построим для следующей задачи Коши 

( , ), , 0

( ,0) ( ), ,

u u
x t x t T

t x

u x x x

 
        

 
      

  (1.11) 

одну из аппроксимирующих ее разностных схем. 

 Задача (1.11) запишется в форме (1.8), если положить 

( , ), , 0, , 0
,

( ), .
( ,0),

u u
x t x t Tx t T

Lu ft x
x x

u x x

 
               

   
          

  

В качестве сетки h  используем совокупность точек пересечения 

прямых 

, , 0, 1, 2,... 0,1,...,
T

x mh t n m n
 

         
, 

где 0, 0h     – некоторые числа. 

 Будем считать, что шаг   связан с шагом h  зависимостью rh  , где 

constr  , так что сетка h  зависит только от одного параметра h .  

Искомой сеточной функцией является таблица [ ] { ( , )}hu u mh n   

значений решения ( , )u x t  задачи (1.11) в точках сетки h . 
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 Построим аппроксимирующую схему. Значение сеточной функции 
( )hu  в точке ( , ) ( , )m nx t mh n   сетки h  обозначим через n

mu . Схему (1.9) 

получим, приблизив производные tu  и xu  разностными отношениями 

, ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
,t x t x x t

u x t u x t u x h t u x t
u u

h

    
  


, 

где ,x mh t n   . Тогда схема (1.9) будет иметь вид 
 

1

1

0

( , )

( ), 0, 1,...; 0,1,..., 1.

n n n n

m m m m

m

u u u u
mh n

h

T
u mh m n




  

   
 


          

  (1.12) 

 

Оператор hL  и правая часть ( )hf  для системы (1.12) определяются следу-

ющим образом: 
 

1

1
( ) ( )

0

( , ), 0, 1, 2,...

,
( ), 0,1,..., 1.

n n n n

m m m m
h h

h

m

mh n mu u u u

L u f Th
mh n

u




      

 
    

       

 

 

Разностное уравнение из системы (1.12) можно разрешить относительно 
1n

mu  . Получаем 
 

1

1(1 ) ( , ),n n n

m m mu r u ru mh n rh

        .  (1.13) 
 

Таким образом, зная значения , 0, 1,...n

mu m    решения ( )hu  в точках 

сетки при t n  , можно вычислить значения 1n

mu   в точках сетки 

( 1)t n   . Значения сеточной функции на первом слое заданы. 

 
 

1.2.3 Порядок аппроксимации 
 

Выясним порядок аппроксимации, которым обладает разностная 

схема (1.12). В качестве пространства hF  возьмем линейное пространство 

всех пар ограниченных функций ( )

n

h m

m

g
 

  
 

, определив норму в нем сле-

дующим образом: 
 

( )

,
max max

h

h n

m mF m n m
g     . 
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 Предположим, что решение ( , )u x t  задачи (1.11) имеет ограниченные 
вторые производные. Тогда, применяя формулу Тейлора, получим 

2

2

2

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
,

2

m n m n m n m n

m n m n m n m n

u x h t u x t u x t u x th

h x x

u x t u x t u x t u x th

t t

      
   


       

   

      (1.14) 

где   и   – некоторые числа, зависящие от ,m n  и h , и удовлетворя-

ющие неравенствам 0 , 0h     . 

 С помощью формул (1.14) выражение 
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

[ ]

( ,0),

m n m n m n m n

h h

m

u x t u x t u x h t u x t

L u h

u x

    


 



 

можно переписать в виде 

2 2

, 2 2

( , ) ( , )

[ ] 2 2

( ,0) 0,

m n

m n m n
x t

h h

m

u x t u x tu u h

L u t x t x

u x

        
   

     
 

 

или 
( ) ( )[ ] h h

h hL u f f   , 

где 
2 2

( ) 2 2

( , ) ( , )

2 2

0

m n m n
h

u x t u x th

f t x

      


   



 

Следовательно, 
2 2

( )

2 2

1
Sup Sup

2 2h

h

F

u r u
f h

t x

  
   

  
. 

 Таким образом, рассматриваемая разностная схема (1.12) имеет пер-

вый порядок аппроксимации относительно h  на решении ( , )u x t , облада-

ющим ограниченными вторыми производными. 
 

 

1.3 Устойчивость разностных схем 
 

1.3.1 Определение устойчивости разностных схем 

, 

, 

. 
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 Разностная краевая задача (1.9) называется устойчивой, если суще-

ствуют числа 0   и 0 0h   такие, что при любом 0h h  и любом ( )hf  из 

hF , удовлетворяющим неравенству ( )

h

h

F
f   , следующая разностная 

краевая задача 
( ) ( ) ( )h h h

hL z f f    

имеет одно и только одно решение, причем выполняется условие 
 

( ) ( ) ( )

h h

h h h

U F
z u C f   , 

 

где C  – некоторая постоянная, не зависящая от h . 

 Определение устойчивости разностной схемы можно дать и следу-

ющим образом: разностная краевая задача (1.9) устойчива, если существу-

ет 0 0h   такое, что при 0h h  и любом ( )h

hf F  она однозначно разреши-

ма, причем 
( ) ( )

h h

h h

U F
u C f , 

 

где C  – некоторая постоянная, не зависящая от h  и от ( )hf . 

 Свойство устойчивости разностной схемы можно трактовать как 

равномерную относительно h  зависимость решения разностной схемы от 

входных данных. 

 

1.3.2 Связь аппроксимация и устойчивости разностных схем 

со сходимостью 

 Связь аппроксимации и устойчивости разностной схемы со сходимо-

стью определяется следующей теоремой: 

 Теорема. Пусть разностная схема ( ) ( )h h

hL u f  аппроксимирует зада-

чу Lu f  на решении ( , )u x y  с порядком 0s   относительно h  и устой-

чива. Тогда эта схема будет сходящейся, и порядок ее сходимости будет 

совпадать с порядком аппроксимации, т. е. справедлива оценка 
 

( )( , ) , ( , ) [ ] ,
h

h s

h h hU
u x y u Ch u x y u        (1.15) 

 

где C  – постоянная, не зависящая от h . 

  

1.3.3 Принцип максимума для исследования устойчивости 

разностных схем 
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 Покажем, что разностная схема (1.12)  

1

1

0

( , )

( ), 0, 1,...; 0,1,..., 1,

n n n n

m m m m

m

u u u u
mh n

h

T
u mh m n




  

   
 


          

 

 

устойчива при 1r  . Норму 
hU

  определим равенством 

( )

,

max
h

h n n

m mU nm n m

u Sup u Sup u  . 

Норму в пространстве hF  введем следующим образом: если ( )h

hg F , и  

( )

, 0, 1, 2,...

, 0,1,..., 1,

n

m

h

m

m

g T
n

    


   
     

 

то 
( )

,
max max max[max max ]

h

h n n

m m m mF m n m n m m
g         . 

 

 Разностную задачу 

1

1

0 , 0, 1,...; 0,1,..., 1,

n n n n
nm m m m
m

m m

u u u u

h

T
u m n




  

  
 


          

  (1.16) 

которая отличается от задачи (1.12) только тем, что n

m  и m  произволь-

ные правые части, вообще говоря, не совпадающие с ( , )mh n   и ( )mh , 

перепишем в форме 
1

1

0

(1 )

.

n n n n

m m m m

m m

u r u ru

u




     


 
   (1.17) 

Поскольку 1r  , то 1 0r  . В этом случае справедлива оценка  

1 1 1(1 ) (1 ) max( , ) max( , ) maxn n n n n n n

m m m m m m m
m

r u ru r r u u u u u         . 

Используя эту оценку, из (1.17) получим 

1

,
max max max maxn n n n n

m m m m m
m m m m n

u u u         .  (1.18) 
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В случае 0n

m   из неравенства (1.18) следует, что max n

m
m

u  не возрастает 

с ростом n . Отмеченное свойство разностной схемы принято называть 

принципом максимума. Так как неравенство (1.18) справедливо для про-

извольного m , то получим 
 

1

,
max max maxn n n

m m m
m m m n

u u     . 

Аналогичным образом получаем 
 

1

,

1 0

,

max max max ,

........................................

max max max .

n n n

m m m
m m m n

n

m m m
m m m n

u u

u u

   

   

 

После почленного сложения этих неравенств и приведения подобных чле-

нов будем иметь 
1 0

,
max max ( 1) maxn n

m m m
m m m n

u u n      . 

Отсюда непосредственно следует 

1 ( ) ( ) ( )

,
max max max (1 )

h h h

n n h h h

m m m F F Fm m m n
u T f T f T f         . 

Доказанное неравенство 
1 ( )max (1 )

h

n h

m Fm
u T f    

имеет место для всех n . Поэтому оно остается справедливым, если вместо 
1max n

m
m

u   записать ( )max max
h

n h

m Un m
u u . Таким образом, окончательно 

имеем 
( ) ( )(1 )

h h

h h

U F
u T f  .    (1.19) 

 

Неравенство (1.19) означает устойчивость разностной схемы (1.12). 
 Не следует думать, что одна только аппроксимация дифференциальной 
краевой задачи (1.8) разностной краевой задачей (1.9) обеспечивает устойчи-
вость и, следовательно, сходимость (1.10). Так, например, в случае 1r   раз-
ностная задача (1.12)  по-прежнему аппроксимирует задачу (1.11), но указан-
ная аппроксимация не является устойчивой, а следовательно, и сходящейся. 

 
 

1.4 Построение аппроксимирующих разностных схем 
 

1.4.1 Замена производных разностными отношениями 
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 Простейший прием построения разностных краевых задач, аппрок-
симирующих дифференциальные задачи, состоит в замене производных 
соответствующими разностными отношениями. Для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений их можно записать следующим образом 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

df z f z z f z z
f z O z

dz z

    
      

,     (1.20) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

df z f z f z z z
f z O z

dz z

    
       

,      (1.21) 

2
2( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 3!

df z f z z f z z z
f z O z

dz z

      
    

  
,    (1.22) 

2 2
(4) 2

2 2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

12

d f z f z z f z f z z z
f z O z

dz z

       
    

  
. (1.23) 

В квадратных скобках записаны остаточные члены этих формул. Ука-

занные формулы могут быть получены из разложения функции в ряд Тейлора 

2 3
3( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (( ) )
2! 3!

z z
f z z f z zf z f z f z O z

 
           . 

 Формулы (1.20)–(1.23) вместе с выражениями остаточных членов 

можно использовать и при замене частных производных разностными от-

ношениями. Например, 

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( )

2
tt

u x t u x t t u x t t
u x t O t

t t

     
      

 

или 

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( )

2
xx

u x t u x x t u x t x
u x t O x

x x

     
      

. 

 

1.4.2 Простейшие разностные схемы 

Пример. Рассмотрим ту же задачу Коши, что и раньше. 

( , ), , 0

( ,0) ( ), .

u u
x t x t T

t x

u x x x

 
        

 
      

  (1.24) 

Для аппроксимации этой дифференциальной задачи построим три раз-

ностные схемы. Во всех этих схемах используем сетку h , образованную 

точками пересечения прямых x mh , t n  , попавшими в полосу  
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0 t T  . Будем считать также, что rh  . Здесь r  – некоторая положи-

тельная постоянная. 

 Простейшая из разностных схем с использованием формулы (1.20), 

аппроксимирующих задачу (1.24) имеет вид 

( ) ( )h h

hL u f  

или 
1

1
( )

0

( , )

( ).

n n n n

m m m m
h

h

m

u u u u
mh n

L u h

u mh




  

   
 
  

 

 Для этой схемы невязка ( )hf , возникающая при подстановке реше-

ния [ ]hu  дифференциальной задачи в левую часть разностной задачи 

( ) ( )[ ] h h

h hL u f f   , 

выражается формулой 

( )
,

( )
2 2

0.

tt xxh
m n

h
u u O h

f

  
     

   



 

Нормой элемента ( )hf  пространства hF  будем считать максимум всех 

компонент элемента ( )h

hf F . Тогда 

( ) ( ) ( , ) ( )
h

h

F
f O h O rh h O h      , 

т. е. получаем первый порядок аппроксимации. 

 Вторая  разностная схема получается при использовании формулы 

(1.21) для замены xu : 

( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x h t

x h

  



. 

После замены производных в (1.24) получим следующую разностную 

схему: 
1

1
( )

0

( , )

( ).

n n n n

m m m m
h

h

m

u u u u
mh n

L u h

u mh




  

   
 
  

  (1.25) 

Здесь невязка имеет вид 

( )
,

( )
2 2

0

tt xxh
m n

h
u u O h

f

 
     

   



   (1.26) 
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и ( ) ( )
h

h

F
f O h  , т. е. снова порядок аппроксимации равен единице. 

Вторая разностная схема незначительно отличается от первой. Одна-

ко она неустойчива при любом constr
h


   и непригодна для счета. 

 Одна и та же разностная схема в случае различной связи ( )h    

может аппроксимировать при 0h  различные дифференциальные зада-

чи. Такого рода разностные схемы называют негибкими. 

 Для облегчения записи разностной схемы ее обычно принято сопо-

ставлять с картинкой, на которой изображено взаимное расположение то-

чек сетки (шаблон), значения решения в которых связывает разностное 

уравнение при некоторых фиксированных значениях m  и n . Для приве-

денных трех схем (рисунок 1.1) эти шаблоны следующие. 
 

 
 

Рисунок 1.1 – Шаблоны разностных схем 

 

1.4.3 Метод неопределенных коэффициентов построения  

аппроксимирующих разностных схем 

 Более общий способ построения разностных схем состоит в том, что 

приближается не каждая производная в отдельности, а сразу весь диффе-

ренциальный оператор. Разъясним этот способ на примере следующей за-

дачи Коши (1.24). Как и раньше считаем rh   и возьмем шаблон I.  

Если положить t xu u u    , то ранее получали 
1

( ) 1 ( , )
n n n n

h m m m m
h

u u u u
u mh n

h



 
     


 

или  

( ) 1

1

1 1
( , )h n n n

h m m m

r r
u u u u mh n

h






      

 
.       (1.27) 

Запишем последнее равенство с неопределенными коэффициентами 

( ) 1

0 1 2 1 ( , )h n n n

h m m mu a u a u a u mh n

       .      (1.28) 

Постараемся подобрать коэффициенты так, чтобы имело место равенство 

[ ] ( ) ( ).h h x mh x mh t x x mh
t n t n t n

u u u u O h  
     

           (1.29) 
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По формуле Тейлора имеем: 

2( ,( 1) ) ( , ) ( , ) ( )tu mh n u mh n u mh n O         , 

2(( 1) , ) ( , ) ( , ) ( )xu m h n u mh n hu mh n O h       . 

Подставив эти выражения в правую часть равенства 

0 1 2[ ] ( ,( 1) ) ( , ) (( 1) , ),h h x mh
t n

u a u mh n a u mh n a u m h n
 

          

получим 

0 1 2

2 2

0 2 0 2

[ ] ( ) ( , )

( , ) ( , )
( , ).

h h x mh
t n

u a a a u mh n

u mh n u mh n
a a h O a a h

x


 

     

   
    

 

  (1.30) 

  

Поскольку нашей целью является подбор коэффициентов 0 1 2, ,a a a , 

чтобы выполнялось условие аппроксимации (1.29), то естественно пред-

варительно так сгруппировать слагаемые в правой части равенства (1.30), 

чтобы выделился член u . Тогда остальные слагаемые образуют остаточ-

ный член аппроксимации, который должен быть мал. Чтобы выделить 

член u , можно заменить в правой части равенства (1.30) производные tu  

или xu  соответственно по одной из формул: t xu u u     или x tu u u   . 

Воспользуемся первой из них. Тогда равенство (1.30) примет вид 
 

0 0 1 2

2 2 2

0 2 0 2

[ ] ( ) ( , )

( , )
( ) ( , ).

h h x mh x mh
t n t n

u a rh u a a a u mh n

u mh n
a r a h O a r h a h

x

 
   

       

 
  



      (1.31) 

  

Среди всех гладких функций ( , )u x t  можно указать такие, для кото-

рых , xu u  и tu  в любой заранее заданной фиксированной точке принимают 

любые независимые друг от друга значения. Следовательно, и значения 

, xu u  и ( , )t xu u u x t       также можно считать независимыми друг от 

друга. В виду этого из равенства (1.31) следует, что для выполнения при 

любой правой части ( , )x t  задачи (1.27) условий аппроксимации (1.29) 

необходимо, чтобы выполнялись равенства 

      0 11 ( ),a rh O h   0 1 2 2( ) 0 ( ),a a a O h     0 2 3( ) 0 ( ),a r a h O h      (1.32) 

где 1 2 3( ), ( ), ( )O h O h O h  – произвольные величины порядка h . Поло-

жим их равными нулю. Тогда получившаяся система будет иметь един-

ственное решение 
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0 1 2

1 1 1 1 1 1
, , ,

r
a a a

rh rh h h


      

 
 

которое приводит к уже известной схеме (1.25). 

 Таким образом, дополнительно узнали, что среди разностных схем вида 

1

( ) 0 1 2 1

0

( , )

( ),

n n n

h m m m

h

m

a u a u a u mh n
L u

u mh




     

 
 

 

она является единственной, аппроксимирующей рассматриваемую задачу 

Коши.  

 Отметим, что существуют специальные методы позволяющие стро-

ить разностную схему с аппроксимацией порядка 2h , использующую 

только четыре указанные точки разностной сетки. 

  

 Вопросы для самоконтроля 
 

1 Назовите основные типы уравнений в частных производных 2-го 

порядка. 

2 Для каких уравнений ставится задача Коши? 

3 Какие задачи ставятся для уравнений эллиптического типа? 

4 Как происходит построение аппроксимирующих разностных схем? 

5 Для чего используется формула Тэйлора? 

6 Как определяется порядок аппроксимации разностных схем? 

7 Какая связь аппроксимации и устойчивости разностной схемы со 

сходимостью? 

8 В чем состоит смысл принципа максимума для исследования 

устойчивости разностных схем? 

9 Какие способы построения разностных схем вы знаете? 

 

 

ТЕМА 2. РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ  

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 
 

2.1 Решение задачи Коши для уравнения  
теплопроводности 

 

2.1.1 Решение задачи Коши 

 Рассмотрим задачу Коши для уравнения теплопроводности 
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2

2
( , ), , 0

u u
x t x t

t x

 
       

 
   (2.1) 

 

с условием на прямой 0t   

( ,0) ( ),u x x      (2.2) 

где ( , )u u x t  – температура и t  – время. 

 Необходимо найти функцию ( , )u u x t , удовлетворяющую (2.1)–

(2.2). Будем считать, что задача (2.1)–(2.2) имеет в верхней полуплоскости 

единственное решение ( , )u x t , непрерывное вместе со своими производ-

ными ( ) , 1,2j

tu j   и ( ) , 1,4k

xu k  . Запишем задачу (2.1)–(2.2) в виде 
 

Lu f ,        (2.3) 

где 

 

2

2

,0 ,

u u

Lu t x

u x

 


  



     
( , )

( ).

x t
f

x


 


 

 

Будем считать, что [0, ]t T . 

 Выберем прямоугольную сетку и заменим область    се-

точной областью  
 

: , ; 0, 1, 2,..., 0,1,..., , 0, 0h m n

T
x mh t n m n h

  
              

. 

 

Заменим задачу (2.3) разностной схемой ( ) ( )h h

hL u f . Обозначим че-

рез 
,

[ ] ( , )
m tn

x m nu u x t  точное значение решения задачи (2.3) в узле ( , )m nx t , 

через n

mu  – соответственно приближенное сеточное значение. Имеем 
 

( , ) ( , )
[ ]

( ,0),

m n m nt x t xx x t

h

m

u u
L u

u x

  
 


     ( , )

( , )

( ).m n

m n

x t

m

x t
f

x


 


 

Для замены выражений ( , )m nt x tu  и ( , )m nxx x tu  разностными отношениями 

воспользуемся формулами численного дифференцирования. Получим 
 

1
( , ) ( , )

( , ) ( , )

2m n m n

m n m n
t x t tt x t

u x t u x t
u u  
  


, 

2
(4)1 1

( , ) ( , )2

( , ) 2 ( , ) ( , )

12m n m n

m n m n m n
xx x t xxxx x t

u x t u x t u x t h
u u

h

  
   . 
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 Приведем шаблоны, наиболее употребляемые для параболических 

уравнений (рисунок 2.1). 
 

 
 

а) явный 

двухслойный шаблон 

  

б) неявный  

двухслойный шаблон 
 

Рисунок 2.1 – Двухслойные шаблоны 

 

 Рассмотрим явный двухслойный шаблон. Тогда 
 

1 1 1

2

( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )
( )

[ ]

( ,0),

m n m n m n m n m n
mn

h

m

u x t u x t u x t u x t u x t
r h

L u h

u x

    
 

 



 

где  

4

2
(4)

( , ) ( , )( )
2 12m n m nmn tt x t x tx

h
r h u u


   . 

 

Обозначая ( )
( , )

( ),

m nh

m

x t
f

x


 


 имеем следующую разностную схему 

 

( ) ( )h h

hL u f ,     (2.4) 

где 
1

1 1

2
( )

0

2
, 0, 1, 2,...

, 0,1,..., .

n n n n n

m m m m m

h

h

m

u u u u u
m

h
L u

T
u n N



 
   

   
 

 
      

  (2.5) 

Если же воспользоваться неявной разностной схемой, то оператор 

hL  примет вид 
 

1 1 1 1

1 1

2
( )

0

2
, 0, 1, 2,...

, 0,1,..., .

n n n n n

m m m m m

h

h

m

u u u u u
m

h
L u

T
u n N

   

 
   

   
 

 
      

  (2.6) 
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Учитывая вышеизложенное, можно записать 
 

( ) ( )[ ] h h

h hL u f f      и   ( )
( )

0.

mnh
r h

f


  


 

2.1.2 О порядке аппроксимации разностных схем 

 Выясним порядок аппроксимации разностных схем (2.4)–(2.5) и 

(2.4)–(2.6). В качестве hF  возьмем линейное множество всех пар ограни-

ченных функций ( )

n

h m

m

g


 


. Норму в hF  определим по правилу 

( )

,
max max

h

h n

m mF m n m
g     . 

Заметим, что если мах не достигается, то вместо него будем брать sup. 

Пусть srh   где ,r s  – некоторые положительные числа. Предполо-

жим, что имеют место оценки 
 

1max ttu M


  ,   4

(4)

2max
x

u M


 . 

 

Тогда имеем 
 

2
( )

, 1 2
,

max ( )
2 12h

s
h s

m nF m n

r h
f r h M M h

 
    

 
.   (2.7) 

 

Для параболических уравнений, как увидим далее, в случае схемы (2.4)–

(2.5) можно взять 2s  , а в случае схемы (2.4)–(2.6) –  1s  . 

 Таким образом, из (2.7) следует, что разностные схемы (2.4)–(2.5) и 

(2.4)–(2.6) аппроксимируют задачу (2.3) на решении ( , )u x t  с погрешно-

стью порядка 2( )O h  . 

 Разностная схема (2.4)–(2.5) позволяет по значениям решения на ну-

левом слое 0

mu  вычислять значения на первом слое 1

mu . Потом по значени-

ям 1

mu  вычисляются значения 2

mu  и т. д. В силу таких вычислительных 

свойств разностную схему (2.4)–(2.5) называют явной. Разностная схема 

(2.4)–(2.6) упомянутыми выше свойствами не обладает, так как для вы-

числения значения на первом слое 1 1 1 1 1

2 1 0 1 2..., , , , , ,...u u u u u   необходимо ре-

шать бесконечную систему линейных уравнений. По этой причине раз-

ностную схему (2.4)–(2.6) называют неявной. 

 
2.1.3 Об устойчивости двухслойных разностных схем 
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 Определим норму в пространстве hU  следующим образом 
 

( )

,
max

h

h n

mU m n
u u . 

 

Рассмотрим явную разностную схему (2.4)–(2.5). Выясним, при каких зна-

чениях r , 2rh  , возможна устойчивость рассматриваемой схемы. 

 Для доказательства устойчивости надо показать, что разностная схе-

ма однозначно разрешима и при любых ( )

n

h m

m

g


 


, ( )h

hg F  имеет место 

оценка 
( ) ( )

h h

h h

U F
z M g , 

 

где M  – постоянная не зависящая от h  и ( )hg  и 
 

( ) ( )h h

hL z g .        (2.8) 

 

 Так как разностная схема (2.4)–(2.5) явная, то ее однозначная разре-

шимость очевидна. Перепишем (2.8) в виде 
 

1 0

1 1( ) (1 2 ) ,n n n n n

m m m m m m mz r z z r z z

        .  (2.9) 

 

Пусть выполнено условие 1 2 0r   или  
 

2

1

2
r

h


  .     (2.10) 

 

Тогда из (2.9) имеем 
 

1

,
max (max max ) (1 2 )max maxn n n n n

m m m m m
m m m m m n

z r z z r z         

или 
1

,
max max maxn n n

m m m
m m m n

z z     .   (2.11) 

Из (2.11) следует, что при 0n

m   1max maxn n

m m
m m

z z  , т. е. max n

m
m

z  не воз-

растает с ростом n . Это свойство однородной разностной схемы (2.4) 

называют принципом максимума.  
 

Как и ранее, пусть 0,1,..., 1,
T T

n N
   

         
. Тогда 
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1

,
max max maxN n n

m m m
m m m n

z z     , 

…………………………. 
1 0

,
max max max n

m m m
m m m n

z z    . 

 

Просуммировав эти неравенства, получим 

, ,

( )

,

max max max max max

max 1, (max max ) .
h

N n n

m m m m m
m m m n m m n

n h

m m Fm m n

z N T

T N M g

         

     
 

Так как это неравенство верно для любого n , то имеем 

( )

,
max

h

n h

m Fm n
z M g  или ( ) ( )

h h

h h

U F
z M g . 

 

 Таким образом, разностная схема (2.4)–(2.5) при выполнении усло-

вия (2.10) устойчива. Отметим, что условие (2.10) налагает жесткие огра-

ничения на выбор  . Это приводит к тому, что если мы хотим сохранить 

устойчивость, то при вычислениях по схеме (2.4)–(2.5) шаг   приходится 

брать достаточно малым. 

 Замечание. Для уравнения теплопроводности с переменными коэф-

фициентами 
2

2
( , ) ( , ), ( , ) 0, , 0

u u
a x t x t a x t x t

t x

 
        

 
 

достаточное условие (2.10) приняло бы вид 
 

2

( , )

1
.

2max ( , )
x t

r
h a x t




   

 

 Пусть теперь оператор hL  задает неявную разностную схему (2.6). 

Тогда перепишем разностную схему (2.4)–(2.6) в виде 
 

1 1 1 0

1 1( ) (1 2 ) ( , ), ( )n n n n

m m m m m n m mr u u r u u x t u x  

          . 

Это есть бесконечная система линейных алгебраических уравнений отно-

сительно неизвестных 1 1 1 1 1

2 1 0 1 2..., , , , , ,...( 0,1,..., )n n n n nu u u u u n N    

   . 

Решение таких систем является сложной и трудоемкой задачей. По-

этому разностные схемы (2.4)–(2.6) неудобны для задач Коши на беско-

нечных отрезках. Однако, если отрезок оси x  конечен, т. е. a x b  , а на 

границах x a  и x b  заданы некоторые ограничения на решение ( , )u x t , 

то разностные схемы вида (2.4)–(2.6) оказываются весьма эффективными. 
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В частности, как будет показано ниже, такие схемы являются абсолютно 

устойчивыми, т. е. устойчивы при любом 
2

0r
h


  . 

 Отметим, что из аппроксимации 2( )O h   и устойчивости разност-

ной схемы (2.4)–(2.5) следует ее сходимость. 

 

2.1.4 Наилучшая расчетная формула 

 Получим наилучшую расчетную формулу для явной разностной 

схемы (2.4)–(2.5). Запишем оператор [ ]h hL u  в разложениях соответствую-

щих функций в ряды Тейлора, учитывая, что 2rh  : 
 

2 2 2 3
2

, , , , ,

2 3 4
(4)

, , , , , ,

2 3 4
(4)

, , , , ,

1 ( ) ( )
[ ]

2! 3!

2
2! 3! 4!

2! 3! 4!

h h m n t m n tt m n ttt m n m n

m n x m n xx m n xxx m n xxxx m n m n

m n x m n xx m n xxx m n xxxx m n

rh rh
L u u u rh u u u

r

h h h
u hu u u u u

h h h
u hu u u u

  
         

 


        




      



4

2

1
( ).O h

h






 

 

После приведения подобных членов будем иметь 
 

   2 (4) 4

, ,

1
[ ] ( ) ( )

2 12
h h t xx m n tt xxxx m n

r
L u u u h u u O h

 
       

 
.      (2.12) 

 

Так как ( , )u x t  является решением однородной задачи t xxu u  , то tt xxxxu u  . 

Подставляя эти равенства в (2.12), получаем 
 

2 (4) 41
[ ] ( )

2 12
h h xxxx

r
L u h u O h

 
   

 
. 

Выберем r  так, чтобы 
1

0
2 12

r
  . Отсюда следует, что 

1

6
r  . При этом по-

грешность будет 4( )O h , в то время как для других 
1

2
r   – 2( )O h . Таким об-

разом, наилучшая расчетная формула имеет вид  1

1 1

1
4

6

n n n n

m m m mu u u u

    . 

 

 

2.2 Решение смешанных граничных задач 
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2.2.1 Решение смешанной задачи 

 Пусть требуется определить функцию ( , )u x t , которая в области 

 0 1, 0x t T       удовлетворяет уравнению 
 

2

2
( , )

u u
x t

t x

 
  

 
    (2.13) 

с начальными и краевыми условиями: 
 

( ,0) ( )u x x  ,    0 1x  ,        (2.14) 

 

 
0 0 0 0

1 1 1 1

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

x x

x x

t u t u t

t u t u t





   

   
          (2.15) 

 

Функции ( , ), ( ), ( ), ( ), ( )i i ix t x t t t      – известны, и 2 2( ) ( ) 0i it t    

( 0,1)i  . Кроме того, будем считать, что задача (2.13)–(2.15) имеет един-

ственное решение, непрерывное вместе со своими производными 
( )

..., , ( 1,2,3,4)l

t tt x xu u u l    в области  . 

 В области   введем прямоугольную сетку 
 

1
, ; 0,1,..., , 0,1,..., , 0, 0, ( 1) .h m nx mh t n m M n N h N T N

M

 
                

 
 

 

Аппроксимируем граничные условия (2.15): 
 

(1)
0 0

(1)1 0
( , ) 0 0 1( , )

( , ) ( , )
,

2n n

n n
x x t xx x t

u x t u x t h
u u x x x

h


     , 

(1)

(1)1
( , ) 1( , )

( , ) ( , )
,

2M n nM

M n M n
x x t xx M M Mx t

u x t u x t h
u u x x x

h





     . 

 

Тогда при nt t  краевые условия (2.15) перепишутся таким образом: 

(1)
0

1 0 0
0 0 0 0 ( , )

( , ) ( , )
( , ) ,

2 n

n n n
n n n n xx x t

u x t u x t h
u x t u

h

 
      

 

 

(2.16) 

(1)

1 1
1 1 1 ( , )

( , ) ( , )
( , ) ,

2 nM

M n M n n
n n M n n xx x t

u x t u x t h
u x t u

h

 
      

 

 

где ( ), ( ), ( ) ( 0,1)in i n in i n in i nt t t i         . 

 Отбрасываем в (2.16) члены, имеющие первый порядок относитель-

но h , получаем сеточные граничные условия: 
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1 0
0 0 0 0

1
1 1 1 .

n n
n

n n n

n n
nM M

n n M n

u u
u

h

u u
u

h



 
   


   



      (2.17) 

  

Построим явную и неявную разностные схемы 

( ) ( ) ,h h

hL u f      (2.18) 

аппроксимирующие задачу (2.13)–(2.15) с погрешностью порядка 2( )O h  . 

На явном шаблоне получаем следующую явную разностную схему: 
 

1

1 1

2

0

( )

1 0
0 0 0

1
1 1

2
, 0, 1; 0, 1

, 0,1,...,

, 0,1,..., 1

.

n n n n n

m m m m m

m

h n n
h n

n n

n n
nM M

n n M

u u u u u
m M n N

h

u m M

L u u u
u n N

h

u u
u

h



 



   
    







  
   



 

  (2.19) 

 

Правая часть ( )hf  из (2.18) определяется следующим образом: 

( )

0, 1

1, 1

, 0, 1; 0, 1

, 0,

, 0, 1

.

n

m

h m

n

n

m M n N

m M
f

n N



    

 

 
  

 

 

 На неявном шаблоне получаем следующую неявную разностную 

схему: 
1 1 1 1

1 1

2

0

( )
1 1

11 0
0 1 0 1 0

1 1
11

1 1 1 1

2
, 0, 1; 0, 1

, 0,

, 0, 1

.

n n n n n

m m m m m

m
h

n n
h n

n n

n n
nM M

n n M

u u u u u
m M n N

h

u m M

L u u u
u n N

h

u u
u

h

   

 

 


 

 


 

   
    



 


  
   


 
 



 (2.20) 
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Правая часть для оператора (2.20) определяется также, как и для операто-

ра (2.19). 

 Явная разностная схема (2.18)–(2.19) устойчива при 
2

2

h
  , а неяв-

ная схема (2.18)–(2.20) устойчива при любых соотношениях шагов   и h . 

Кроме того, явная и неявная разностные схемы аппроксимируют исход-

ную задачу (2.13)–(2.15) с порядком 2( )O h  , а значит, являющиеся схо-

дящимися: явная схема – при 
2

1

2
r

h


  , а неявная при любом 

2
0r

h


  .  

Неявная разностная схема приводит к системе линейных алгебраиче-

ских уравнений с трехдиагональной матрицей, которая может быть реше-

на методом прогонки. 

 

2.2.2 Необходимое спектральное условие устойчивости  

Неймана 

 Для многих задач несложным путем могут быть указаны необходи-

мые условия устойчивости. Такие условия позволяют отбрасывать те схе-

мы, для которых они не выполняются. 

 Вывод этого условия дадим на примере следующей задачи Коши 
 

2
2

2
( , ), , 0 , const

u u
a x t x t T a

t x

 
       

 
 (2.21) 

 

с условием ( ,0) ( )u x x  . 

 Как и ранее, запишем две разностные схемы 
 

( ) ( )h h

hL u f :            (2.22) 

 

– явную: 
1

2 1 1

( ) 2

0

2
, 0, 1,...;

, 0, 1,

n n n n n

m m m m m

h

h

m

u u u u u
a m

L u h

u n N



 
   

  
 
  

 (2.23) 

( )
( , )

( )

m nh

m

x t
f

x


 


; 

 

– неявную: 
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1 1 1
2 1 1

( ) 2

0

2 1
, 0, 1,...;

, 0, 1.

n n n n n

m m m m m

h

h

m

u u u u u
a m

L u h

u n N

  

 
    

  
 
  

    (2.24) 

 

Из вышеизложенного следует, что явная и неявная схемы аппроксимиру-

ют задачу (2.21) с погрешностью 2( )O h  . Остановимся на устойчивости. 

 Пусть схема (2.22)–(2.23) устойчива. Тогда по определению устой-

чивости существует такое 0 0h  , что для любого 0h h  и любого ( )h

hf F  

выполняется условие 
 

( ) ( ) ,
h h

h h

U F
u M f  

 

где M  – постоянная, не зависящая от h  и ( )hf . Так как ( )hf  есть лю-

бой элемент из hF  и ( )

n

h m

m

f


 


. Так что, в частности, может быть 

( , )n

m m nx t    и ( )m mx  , и следовательно, ( )hf  будет совпадать с пра-

вой частью (2.22)–(2.23). Из определения норм последнее неравенство пе-

репишем в виде 
 

, ,
max (max max ).n n

m m m
m n m n m

u M     

 

Поскольку это неравенство имеет место для любых ( )h

hf F , положим 

( )
0

h

m

f


 


. Тогда оно примет вид 

0

,
max max , 0,1,..., ,n

m m
m n m

u M u n N         (2.25) 
 

так как здесь n

mu  является решением разностной схемы со специальной 

правой частью 

( ) ( )
0

.

h h

h

m

L u f


  


      (2.26) 

 

 Говорят, что разностная схема (2.22)–(2.23) устойчива по началь-

ным данным, если для нее имеет место оценка (2.25). Оценка (2.25) долж-

на иметь место при некоторых частных значениях 0

mu . Положим  
 

0 ,i m

m mu e        (2.27) 
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где   – некоторый численный параметр,   . 

 Выпишем решение задачи (2.26) при условии (2.27). Это можно сде-

лать, используя метод разделения переменных. Положим 
 

.т n i m

mu e            (2.28) 
 

 Подберем здесь численный параметр   так, чтобы выполнялось од-

нородное разностное уравнение из схемы (2.26). Подставляя это значение 
n

mu  в однородное уравнение, будем иметь 
 

1 ( 1) ( 1)
2

2

2
0.

n i m n i m n i m n i m n i me e e e e
a

h

            
 


 

Сокращая на n i me   и преобразовывая оставшуюся часть, получим 
 

1
2

2

1 2
0.

i n ie e
a

h

     
 


 

 

Учитывая, что  

2 22 2
2

2 ( ) 4sin , ,
2

i i

i ie e e e r
h

 


    
        

имеем 

2 21 4 sin .
2

a r


         (2.29) 

На основании (2.28) можно записать 

,
max , 0,1,..., ,n n

m
m n

u n N    

так как 1i me   . Из этого неравенства видно, что его правая часть может 

быть ограниченной при любых сколь угодно больших значениях n , 

например, в случае, когда 

1 ,C             (2.30) 

где C  – постоянная, не зависящая от  . 

Из формулы (2.29) следует, что неравенство (2.30) будет выполнять-

ся при 
2

1
.

2
r

a
  

Условие (2.30) называют необходимым спектральным условием 

устойчивости Неймана. Для схемы (2.22)–(2.23) это условие будет вы-

полняться только для 
2

1

2
r

a
 , т. е. при 

2

22

h

a
  . 

 После соответствующих вычислений для неявной разностной схемы 

(2.22)–(2.24) выражение для   будет иметь вид 
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2 2

1
.

1 4 sin
2

ra

 




 

Из последнего выражения видно, что для разностной схемы (2.22)–(2.24) 

необходимое спектральное условие Неймана будет выполняться при лю-

бых значениях 0r  . 

 

2.2.3 Разностные схемы расщепления 

 В тех случаях, когда число пространственных переменных в задачах 

теплопроводности больше или равно двум, сильно возрастает объем вы-

числительной работы, которую необходимо выполнить при численной ре-

ализации разностных схем. Схемы, которые наряду со свойством устойчи-

вости обладают и свойством минимальности объема вычислений, называ-

ются схемами расщепления. 

 Рассмотрим следующую задачу Коши: 

2 2

2 2
, , , 0 ,

u u u
x y t T

t x y

  
       

  
  ( , ,0) ( , )u x y x y  .  (2.31) 

Обозначим xx yyAu u u   . Выберем квадратную сетку по пространству с 

шагом 0h   по направлению x  и y ; по времени t  – шаг  , причем 

( 1)N T N     . Координаты некоторого узла ( , , )m n px y t  будут опреде-

ляться формулами 
 

, , ; , 0, 1, 2,...; 0,1,...,m n px mh y nh t p m n p N        . 

 

Предположим, что нам известно решение задачи (2.31) в момент времени 

pt t , т. е. известны значения функции ( , , ) p

pu x y t u . 

 Поставим задачу: Найти значение 1pu   через pu  и значение опера-

тора А.  Воспользовавшись формулой Тейлора, запишем 
 

2

1

2 2

( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )

1!

( , , ) ( , , ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) .
1!

p

p p p

p p p

u x y t
u x y t u x y t u x y t O

t

u x y t Au x y t O I A u x y t O




       




        

  (2.32) 
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Здесь I – единичный оператор. Положим 
2

1 2
A

x





 и 
2

2 2
A

y





, тогда опе-

ратор 1 2A A A  . Наряду с задачей (2.31) рассмотрим две вспомогатель-

ные задачи ( ,x y    ): 
 

2

12
, ,p p

v v
t t t

t x


 
  

 
     ( , , ) ( , , )p pv x y t u x y t ,  (2.33) 

2

12
, ,p p

w w
t t t

t y


 
  

 
     1( , , ) ( , , )p pw x y t v x y t  .    (2.34) 

 

 Задачи (2.33) и (2.34) являются одномерными и их можно решать по-

следовательно: сначала задачу (2.33) (найдем 1( , , )pv x y t  ), затем задачу 

(2.34) (найдем 1( , , )pw x y t  ). Установим связь между значениями 1( , , )pu x y t   

и значениями 1( , , )pw x y t  . Учитывая зависимости (2.32)–(2.34), имеем 
 

2

1 1( , , ) ( ) ( , , ) ( )p pv x y t I A u x y t O      , 

2 2

1 2 2 1

2 2

2 1

2

1

( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( , , ) ( )

( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( , , ) ( )

( , , ) ( ).

p p p

p p

p

w x y t I A w x y t O I A v x y t O

I A I A u x y t O I A u x y t O

u x y t O

 



          

              

  

 

  

Таким образом, отыскание решения двумерной задачи (2.31) замени-

ли последовательным нахождением решений одномерных задач (2.33) и 

(2.34), причем решения 1( , , )pu x y t   и 1( , , )pw x y t   будут отличаться на ве-

личину 2( )O  . 

 Построим схемы расщепления для задачи (2.31), заменяя задачи 

(2.33) и (2.34) подходящими разностными аппроксимациями. Возьмем два 

явных двухслойных шаблона следующих видов (рисунок 2.2): 

 
 

Рисунок 2.2 – Явные двухслойные шаблоны 
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Теперь разностные схемы для (2.33) и (2.34) запишутся: 
 

1

( ),
p p

p p pmn mn
xx mn mn mn

v v
v v u

 
  


,     (2.35) 

где 

1, 1,

2

2
( ) , , 0, 1, 2,...; 0,1,..., 1

p p p

m n mn m np

xx mn

v v v
v m n p N

h

  
       . 

1
1( ),

p p
p p pmn mn

xx mn mn mn

w w
w w v




  


,      (2.36) 

где 

   
, 1 , 1

2

2
( ) , , 0, 1, 2,...; 0,1,..., 1

p p p

m n mn m np

xx mn

w w w
w m n p N

h

  
       . 

Формулы (2.35) и (2.36) в совокупности образуют численную разностную 

схему расщепления задачи (2.31). 

 Численная реализация этой схемы осуществляется так. При 0p   

значения 0

mnu  – известны, поэтому в (2.35) при 0p   имеем 
0 0 ( , )mn mn m nv u x y   . Значение 1p

mnv   при 0p   вычисляем по явной формуле: 

1 0( , ) ( )mn m n xx mnv x y v    . 

Полагая в (2.36) 0p  , вычисляем значение 1

mnw  по формуле 

1 1 1( )mn mn yy mnw v v   . 

Таким образом, вычислим все значения 1

mnw  ( , 0, 1, 2,...m n    ) на первом 

временном слое. Далее, полагая 1 1

mn mnu w , получаем приближенное реше-

ние задачи (2.31) на первом временном слое. И далее по 1

mnu  находим 2

mnu  и 

т. д. Для устойчивости вычислений схемы (2.35) и (2.36) требуют жестких 

ограничений на шаг  : 
2

2

h
  . 

 Рассмотрим теперь два следующих неявных шаблона (рисунок 2.3): 
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Рисунок 2.3 – Неявные двухслойные шаблоны 

 

Согласно этим шаблонам задачи (2.33) и (2.34) запишутся: 

         
1

1( ),
p p

p p pmn mn
xx mn mn mn

v v
v v u




  


,                         (2.37) 

                 
1

1 1( ),
p p

p p pmn mn
xx mn mn mn

w w
w w v


 

  


.                      (2.38) 

Формулы (2.37)–(2.38) в совокупности образуют неявную разностную 

схему расщепления для задачи (2.31). Численная реализация этой схемы 

осуществляется следующим образом. Полагая в (2.37) 0,p   вычисляем 

значения 1

mnv  как решение системы линейных алгебраических уравнений: 

1 1( ) ( , ), , 0, 1, 2,...mn xx mn m nv v x y m n       . 

Так как 0 0 ( , )mn mn m nv u x y   , то полагая 0p   в (2.38), вычисляем значе-

ние 1

mnw  как решение системы линейных алгебраических уравнений: 

1 1 1( ) , , 0, 1, 2,...mn xx mn mnw w v m n      , 

где 1

mnv  уже вычислено на первом этапе. Затем полагаем 1 1

mn mnu w . Да-

лее по аналогии вычисляем 2

mnu , 3

mnu  и т. д. Для решения приведенных систем 

линейных алгебраических уравнений можно применить метод прогонки. 

 Разностные схемы (2.37) и (2.38) устойчивы, а значит, и сходящиеся 

при любом   и h . 
 

2.3 Экономичные разностные схемы 
 

2.3.1 Постановка задачи 

 Рассмотрим следующую смешанную краевую задачу: 

2 2

2 2
, , , 0 ,

u u u
x y t T

t x y

  
       

  
  (2.39) 

( , ,0) ( , )u x y x y  ,     ( , , ) 0u x y t   , 

где   – боковые грани прямоугольного параллелепипеда 

{0 , 1, 0 }x y t T      . Предположим, что задача (2.39) имеет един-

ственное решение ( , , )u x y t , непрерывное в    с производными. 

В рассматриваемой области   введем такую сетку, что  
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( , , ) ( , , )m n px y t mh nh p  , 

1
, 0,1,..., ; ; 0; 0,1,..., ; ( 1)m n M h p N N N

M
           . 

  

Выберем следующие шаблоны (рисунок 2.4): 
         

 

а) явный б) неявный 
 

Рисунок 2.4 – Двухслойные шаблоны 

Запишем для задачи (2.39) явную и неявную разностные схемы 
 

( ) ( )h h

hL u f .     (2.40) 
 

 Явная разностная схема запишется 

1

( ) 0

1

( ) ( ), , 0, 1; 0, 1

, , 0,

, ( , , ( 1) ) ,

p p
p pmn mn

xx mn yy mn

h

h mn

p

mn h

u u
u u m n M p N

L u u m n M

u mh nh p





 
     




 


  


 (2.41) 

 правая часть для разностного оператора будет ( )

0

( , )

0.

h

m nf x y




 



 

 Неявная разностная схема имеет вид 
 

1
1 1

( ) 0

1

( ) ( ), , 0, 1; 0, 1

, , 0,

, ( , , ( 1) ) .

p p
p pmn mn

xx mn yy mn

h

h mn

p

mn h

u u
u u m n M p N

L u u m n M

u mh nh p


 



 
     




 
   



 (2.42) 
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 Разностные схемы (2.40)–(2.42) аппроксимируют задачу (2.39) с по-

грешностью 2( )O h  . С помощью принципа максимума можно показать, 

что явная схема (2.40)–(2.41) устойчива при 
2

4

h
  , в то время как схема 

(2.40)–(2.42) устойчива при любых значениях 
2

0r
h


  . 

 При использовании явной разностной схемы для перехода от уже из-

вестного значения решения { , , 0,1,..., }k k

mnu u m n M  , 0,1,...,k N N   к 

неизвестному 1 1{ }k k

mnu u   требуется проделать арифметические действия 

в количестве, пропорциональном числу 2( 1)M   неизвестных значений 
1{ }k

mnu  . В этом смысле явная схема не улучшаемая. Разностные схемы, в 

которых число арифметических действий для перехода от ku  к 
1 1{ }k k

mnu u   пропорционально числу неизвестных значений, называются 

экономичными. Явная схема, будучи экономичной, устойчива лишь при 

жестком ограничении
2

4

h
   на шаг   сетки. Неявная разностная схема 

(2.40)–(2.42) является абсолютно устойчивой, но она не является эконо-

мичной. Так как для решения такой системы необходимо произвести 

арифметические действия в количестве, пропорциональном третьей сте-

пени, если пользоваться каким-либо методом исключения неизвестных. 

 

2.3.2 Построение экономичных разностных схем 

 Построим разностную схему, которая является экономичной и без-

условно устойчивой, то есть, соединяющей достоинства явной и неявной 

разностной схемы. 

 Для этого проведем расщепление многомерной задачи (2.39) в це-

почку одномерных задач: 

2

2
,

v v

t y

 


 
     1( , , ) ( , , )p pv x y t w x y t  ,     0v  ,  (2.43) 

2

2
,

w w

t x

 


 
     1( , , ) ( , , )p pw x y t u x y t  ,     0w  .  (2.44) 

 Для решения одномерной задачи (2.43) на неявном шаблоне, пред-

ставленном на рисунке 2.4 б), построим разностную схему вида 
 

( ) ( ) ,h h

hL u f      (2.45) 
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где 
1

1

( )

1

( ), , 0, 1; 0, 1

, , 0, ; 0, 1

, ( , , ( 1) ) .

p p
pmn mn

yy mn

h

ph

mn

p

mn h

u u
u m n M p N

L u
u m n M p N

u mh nh p






 
    


 

  

   

 

 

Правая часть для этого оператора определяется следующим образом: 
 

( ) 1

0

0

h p

mnf u 




 



. 

  

Для определения сеточной функции 1p

mnu   на неявном шаблоне, пред-

ставленном на рисунке 2.4 а),  строим вспомогательную разностную схе-

му, которая аппроксимирует дифференциальную задачу (2.44) 
 

1
1

0

1

( ), , 0, 1; 0, 1

, , 0,

, ( , , ( 1) ) ,

p p
pmn mn

yy mn

mn

p

mn h

u u
u m n M p N

u m n M

u mh nh p






 
    






   

  (2.46) 

где  

1, , 1,( )

2

2
( )

p p p

m n m n m np

xx

v v v
v

h

  
  ,  

, 1 , , 1( )

2

2
( )

p p p

m n m n m np

yy

v v v
v

h

  
  . 

  

Можно показать, что разностная схема (2.45) аппроксимирует задачу 

(2.39) с погрешностью 2( )O h  , устойчива и экономична. 

 Остановимся на реализации разностной схемы (2.45). 

Положим в (2.46) 0p  , получим 
 

1 1 11 0
1, 1,

2

2
, 1,2,..., 1

m n mn m nmn mn
u u uu u

m M
h

  
  


  (2.47) 

 

1

0 0nu  , 1 0Mnu   – граничные значения, 1,2,..., 1n M  . 

 Формулы (2.47) представляют собой при фиксированном n  линей-

ную граничную задачу для разностного уравнения второго порядка. Для 

решения этой задачи применим метод прогонки. 

 

2.3.3 Метод прогонки 
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 Пусть n  – фиксировано. Представим (2.47) в виде: 

1 1 1

1, 1,

1 1

0 2

(1 2 ) , 1,2,..., 1

0, 0, 0.

m n mn m n mn

n Mn

ru r u ru m M

u u r
h

 
       

 

   


    (2.48) 

 

 Пусть 1 (0 )knu k M   – искомое решение задачи (2.48). Предположим, 

что между двумя соседними значениями этого решения существует связь 
 

1 1

1, , 0,1,..., 1in in i n inu u i M     ,   (2.49) 
 

где ,in in   – некоторые числовые коэффициенты. При 0i   опреде-

лим 0 0,n n   таким образом, чтобы выполнялось граничное условие на ле-

вой границе 1

0 0nu  . Для этого положим  

0 0n  ,     (2.50) 

0 0n  .     (2.51) 
 

Возьмем 1i m  . Значение 1

inu  из (2.49) подставим в (2.48) и выполним 

элементарные преобразования. Получим 
 

1,1 1

1, 1,(1 2 ) (1 2 )

mn m n

mn mn

m n m n

rr
u u

r r r r



 

  
 

     
.       (2.52) 

Выберем ,in in   так, чтобы выражение (2.49) при i m  и (2.52) совпада-

ли. Это дает следующие формулы: 

1,(1 2 )
mn

m n

r

r r 

 
  

,    (2.53) 

1,

1,(1 2 )

m n mn

mn

m n

r

r r





  
 

  
.    (2.54) 

Теперь по методу разностной прогонки можно вычислить 1

1nu , 
1

2nu ,…, 1

1,M nu  , а именно: 

1) по формулам (2.50), (2.53) и (2.51), (2.54) при 1,2,..., 1m M   по-

следовательно вычисляются коэффициенты 1 2 1, ,...,n n M n    и 

1 2 1, ,...,n n M n    – этот процесс называют прямым ходом метода прогонки; 

2) учитывая, что 1 0Mnu  , по формуле (2.49) вычисляются искомые 

значения 1

1nu , 1

2nu ,…, 1

1,M nu   при 1, 2,...,1,0i M M    – это обратный ход 

метода прогонки. 

 Нетрудно видеть, что 0 1,mn    и потому метод прогонки устойчив 

к ошибкам округления. 
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 Указанные вычисления необходимо проделать для каждого значения 

n , т. е. необходимо вычислять 
 

11 21 1,1, ,..., M    ,   11 21 1,1, ,..., M    ,   1 1 1

1,1 2,1 1,1, ,...,M Mu u u  , 

12 22 1,2, ,..., M   ,   12 22 1,2, ,..., M   ,   1 1 1

1,2 2,2 1,2, ,...,M Mu u u  , 
 

и так далее до 1n M  . 

 Так как для дальнейших вычислений требуются только значения 1

mnu , 

то их следует хранить в памяти ЭВМ. 

 Рассмотрим теперь решение задачи (2.45). Положив 0p  , получим 
 

1 1 11 1
, 1 , 1

2

2m n mn m nmn mn
u u uu u

h

  



, 

1

0 0mu  , 1 0mMu  , , 1,2,..., 1m n M  . 

 

 

Пусть m  фиксировано. Тогда задачу (2.55) можно записать в следующем виде: 

1 1 1 1

, 1 , 1

1 1

0 2

(1 2 ) , 1,2,..., 1

0, 0, 0.

m n mn m n mn

m mM

ru r u ru u n M

u u r
h

 
      

 

   


 (2.56) 

  

Метод прогонки для решения задачи (2.55) полностью аналогичен 

методу прогонки для задачи (2.48). Поэтому укажем только порядок вы-

числений: 

1) по формулам  

0

, 1

, 0
(1 2 )

mn m

m n

r

r r 

   
  

, 

1

, 1

0

, 1

, 0
(1 2 )

m n mn

mn m

m n

r u

r r





 
   

  
, 

 

вычисляются прогоночные коэффициенты 1 2 , 1, ,...,m m m M    и 

1 2 , 1, ,...,m m m M    ; 

2) приближенные значения 1

mnu  на первом слое вычисляются по 

формулам: 
 

1 1 1

, 1 , 0, 1, 2,...,1,0mi mi m i mi mMu u u i M M        . 
 

 Вычисления в 1) и 2) необходимо проделать для каждого m , 

1 1m M   , т. е. необходимо вычислить 
 

(2.55) 
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11 12 1, 1, ,..., M   ;   11 12 1, 1, ,..., M    ,   1 1 1

11 12 1, 1, ,..., Mu u u  , 

21 22 2, 1, ,..., M   ;   21 22 2, 1, ,..., M   ,   1 1 1

21 22 2, 1, ,..., Mu u u  , 

……………………………………………………….. 

1,1 1, 1,...,M M M    ;   1,1 1, 1,...,M M M    ,   1 1

1,1 1, 1,...,M M Mu u   . 

  

Отметим, что как при вычислении таблиц 1, ,mn mn mnu  , так и при вы-

числении таблиц 1, ,mn mn mnu   необходимо выполнять число арифметиче-

ских операций, которое пропорционально 2( 1)M  , т. е. пропорционально 

числу неизвестных 1

mnu . Поэтому схема (2.45) является экономичной. 

 Далее при вычислении 2

mnu  поступаем так же, как и при вычислении 
1

mnu , только 0

mn mnu    заменяем на 1

mnu ; при вычислении 2

mnu  правую часть 
1

mnu  заменяем на 2

mnu  и т. д., пока не получим таблицу значений p

mnu  для 

, 1.2,..., 1; 1,2,...,m n M p N   . 

 Вопросы для самоконтроля 
 

1 Сформулируйте задачу Коши для уравнения параболического типа. 
2 Каков порядок аппроксимации разностных схем? 
3 Чем характеризуются явная и неявная разностная схема? 
4 Какова наилучшая расчетная формула? 
5 В чем заключается суть смешанной задачи? 
6 В чем состоит необходимое спектральное условие устойчивости 

Неймана? 
7 Когда применяются разностные схемы расщепления? 
8 Что такое экономичные разностные схемы? 
9 Как строятся экономичные разностные схемы? 
10 В чем состоит метод прогонки для явной схемы? 
11 В чем состоит метод прогонки для неявной схемы? 

 
Задания для уравнения параболического типа 
 

Задание 1.1. Найти приближенное решение уравнения  

2

2
,

u u

t x

 


 
 

удовлетворяющее условиям (по вариантам таблицы 1.1) 

( ,0) ( ), (0, ) ( ), (1, ) ( ),u x f x u t t u t t     
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для значений 0 ,t T   взяв по аргументу x  шаг 0,1h  , 2/l h  . Для 

вариантов 1–9 использовать разностное уравнение  1

1 1

1

2

n n n

m m mu u u

   , 

а для вариантов 10–22 – разностное уравнение  1

1 1

1
4

6

n n n n

m m m mu u u u

    . 

 

Таблица 1.1 – Значение функций ( ), ( ), ( )f x t t   

Вариант ( )f x  ( )t  ( )t  T  a  b  

1 2 3 4 5 6 7 

1 )sin()( 2 xbax   0 0 0,02 1,1 0,1 

2 22( ) xax b e  2b  12( )a b e  0,01 1,3 0,2 

3 4(1 )( )x x ax b   0 0 0,01 0,5 0,3 

4 2( )cos( )ax b x   b  b a  0,02 1,5 0,4 

5 sin( )bxe ax  0 sin( )be a  0,02 / 4  0,5 

Продолжение таблицы 1.1 

 

1 2 3 4 5 6 7 

6 cos(2 )bxe ax  1 cos(2 )be a  0,02 /12  0,6 

7 2( )cos( / 2)ax b x   b 0 0,02 1,4 0,7 

8 sin( )axe bx    0 sin( )ae b    0,02 0,5  0,8 

9 2( 2 ) xax b e  -2 b  1( 2 )a b e  0,01 1,3 0,15 

10 2( )sin( )ax b x   0 0 0,02 1,2 0,25 

11 2 1.5( ) xax b e  b  1.5( )a b e  0,01 1,33 0,35 

12 3(1 )( )x x ax b   0 0 0,01 0,5 0,45 

13 2( )sin( )bx a x   0 0 0,02 1,6 0,55 

14 4(1 )( 2 )x x ax b   0 0 0,01 0,7 0,65 

15 cos( )bxe ax  1 cos( )be a  0,02 0,5  0,75 

16 sin(2 ) bxax e  0 sin(2 )be a  0,02 0,25  0,85 

17 2 cos( / 2* )bx x  0 0 0,01 1,25 0,45 

18 3( )(1 )x ax b x   0 0 0,02 0,35 0,4 

19 2( 1)sin( )ax bx  0 ( 1)sin( )a b  0,02 1,2 0,42 

20 2sin( / 2)( )x b ax   0 b a  0,03 0,4 0,84 

21 2( )( 1)axe x b x    1 0 0,02 1,3 0,6 

22 2( 2 ) xax b e  -2b  2( 2 )a b e  0,02 1,2 0,15 

 

Задание 1.2. Найти приближенное решение уравнения  
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2

2
( , )

u u
F x t

t x

 
 

 
, 

по вариантам таблицы 1.2 для значений 0 ,t T   взяв по аргументу x  шаг 

0,1h  , с начальными и краевыми условиями из таблицы 1.1. Варианты              

1–9 используют разностное уравнение  1

1 1

1
4

6

n n n n n

m m m m mu u u u lF

     , вари-

анты 10–22 – разностное уравнение  1

1 1

1

2

n n n n

m m m mu u u lF

     (l – шаг по t). 

 

Таблица 1.2 – Значение функции ( , )F x t  

Варианты Функции ( , )F x t  Варианты Функции ( , )F x t  

1 2 3 4 

1 32x t  12 2 cosx t  

2 1.3 sint x  13 4sin sint x  

3 2 sinx t  14 2cos sinx t  

4 3 sint x  15 3 sin( 1)t x   

Продолжение таблицы 1.2 

 

1 2 3 4 

5 2cos x t  16 2cos 1x t   

6 23 sin2t x  17 23.4 sint x  

7 cos2x t  18 cos x t x   

8 5 sin 2t x x  19 cos 2t x x   

9 2cos 1x t   20 23 sin2t x  

10 2cost x  21 2cos 1x t   

11 21 sint x   22 23 sin2t x   

 

Задание 1.3. Метод сеток для уравнений с переменными            
коэффициентами  

Используя явную разностную схему, найти в заданной области чис-
ленное решение следующих смешанных краевых задач: 

 

1) 2( 1) ( 2) 2 sin
U U

x x t U t x
t x x

   
       

   
,  1 2x  ,    

         0 1t  , 

( ,0)U x x , 1 2x  , 

( 3) cos
U

U t t
x


  


, 1x  , sin 2

U
tU t

x


  


, 2x   
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2) ( 1) (cos 2 ) 2
U U

tx x t xtU
x x x

   
      

   
,     0 1x  ,  0 2t   

2( ( ,0) cosU x x x ,  0 1x  , 

2 tU
U t t e

x


 


,  0x  ,  sin

U
tU t t

x


 


, 1x   

3)  ( ) 1 ( 1) sint xU U
x t e x t e U t

t x x

   
      

   
, 0 1x  ,  

          0 1,5t  , 

(0, ) 1U x x  ,  0 1x  , 

sin 1tU
tU t e

x


  


, 0x  ,  2 2

U
U t

x


 


, 1x   

4) 2 2(sin 1) ( 1) ( 1) cos
U U

x x x t U x
t x x

   
      

   
, 1 2x  ,  

          0 1t  , 

( ,0) sinU x x , 1 2x  , 

sin cos
U

tU t t
x


 


,  1x  ,  cos

U
U t

x


 


, 2x  , 

5) 3 2( 2) (2 sin ) 3
U U

tx tx t x U
t x x

   
     

   
,    0 1x  ,  0 1t  , 

( ,0) (1 )xU x e x  ,  0 1x  , 

3 U
U t t

x


 


, 0x  ,  sin 0

U
tU t

x


 


, 1x   

6) 2( cos 2) ( 2) xU U
t x x t xU te

t x x

   
      

   
,0 1x  ,0 2t  , 

( ,0) 1U x  ,  0 1x  , 

cos 1
U

U t
x


 


, 0x  ,  1t U

e U t
x


 


, 1x   

7) (2 ) sint U U
e tx tU x t

t x x

   
    

   
, 1 2x  , 0 1t  , 

( ,0)U x x ,  1 2x  , 

sin
U

tU t
x


 


, 1x  ,  2U
U t

x


 


,  2x   

8) 2 2( 3) ( 2) ( ) 4
U U

xt x t x U
t x x

   
      

   
,    0 1x  ,  0 2t  , 

( ,0) sinU x x , 0 1x  , 
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sin
U

tU t
x


 


, 0x  , 2 cos *sin1
U

U t t
x


 


, 1x   

9) 2 3 2( 1) (2 )
U U

t x t xU x t
t x x

   
     

   
, 0 1,x   0 2.5t  , 

( ,0) 1U x  ,  0 1x  , 

2(1 ) sin ,
U

tU t t
x


  


 0x    2 cos ,

U
U t t

x


 


 1x   

10) 2( 1) (1 ) ( ) xU U
x t t x U te

t x x

   
      

   
, 0 1,x   0 2t  , 

( ,0)U x x ,  0 1x  , 

2 (1 sin ) 1,
U

t U t
x


  


 0x  ,  

2
,

1

t U
U t sht

t x


 

 
 1x   

11) 2( 1) ( 2) 1
U U

xt x t U
t x x

   
      

   
, 0 1,x   0 1,5t  , 

( ,0) 0U x  ,  0 1x  , 

,t U
U e t

x


 


 0x  ,  (1 ) sin 0,

U
t U t

x


  


 1x   

12) 2(1 cos ) (1 ) tU U
t xt txU e

t x x

   
     

   
, 0 1,x    0 1t  , 

( ,0) sinU x x , 0 1x  , 

(cos 1) 0,
U

tU t
x


  


 0x  ,  sin1,

U
U t

x


 


 1x   

13) 2 2 2( 1) ( 1) 4xU U
x t x t e U

t x x

   
       

   
, 0 1,x   0 1t  , 

2( ,0)U x x , 0 1x  , 

2 1 ,
U

t U t t
x


   


 0x  ,  ,

U
U t

x


 


 1x   

14) ( 2) ( 1) cos 2
U U

x t t U x t
t x x

   
       

   
, 0 1,x    0 2t  , 

( ,0) 1U x  ,  0 1x  ,  

sin 1,
U

U t t t
x


  


 0x  ,  23 0,

U
tU t

x


 


 1x   
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15) 2 2( 4) ( 2) 4
U U

xt x x U t
t x x

   
     

   
,     0 1,x    0 2t  , 

( ,0) cosU x x , 0 1x  , 

2 1,
U

U t t
x


  


  0x  ,  1,

U
tU

x


 


 1x   

16) (sin 2) ( 1) 3
U U

x t t tU x
t x x

   
      

   
, 0 1,x   0 1t   

( ,0)U x x , 0 1x  , 

cos 0,
U

U t t
x


 


  0x  ,  ,t tU

tU e e
x


 


 1x  . 

17) 2 2(sin 2) ( 1) ( 1.4) cos
U U

x x x t U x
t x x

   
      

   
, 1 2x  , 

   0 1t  , 

( ,0) sinU x x , 1 2x  , 

sin cos
U

tU t t
x


 


,  1x  ,  cos

U
U t

x


 


, 2x  , 

18) 2( cos 2.5) ( 3) xU U
t x x t xU te

t x x

   
      

   
,0 1x  ,0 2t  , 

( ,0) 1U x  ,  0 1x  , 

cos 1
U

U t
x


 


, 0x  ,  1t U

e U t
x


 


, 1x   

19) 2 2(sin 3) ( 2) ( 1.5) cos
U U

x x x t U x
t x x

   
      

   
, 1 2x  ,  

          0 1t  , 

( ,0) sinU x x , 1 2x  , 

sin cos sin1
U

tU t
x


  


, 1x  , sin1cos

U
U t

x


 


, 2x  , 

20) 3 2( 2) (3 sin ) 1
U U

tx tx t x U
t x x

   
     

   
,    0 1x  ,  0 1t  , 

( ,0) 1xU x xe  ,  0 1x  , 

3 1
U

U t t
x


  


, 0x  ,  sin 0

U
tU t

x


 


, 1x   

21) (2.6 ) sin 4t U U
e tx tU x t

t x x

   
     

   
, 1 2x  , 0 1t  , 

( ,0)U x x ,  1 2x  , 
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sin 1
U

tU t
x


  


, 1x  , 2 2
U

U t
x


  


, 2x   

22) 2 2( 1.3) ( 2.4) ( ) 1.4
U U

xt x t x U
t x x

   
      

   
,    0 1x  ,  0 2t  , 

( ,0) sinU x x , 0 1x  , 

sin
U

tU t
x


 


, 0x  ,  2 sin1
U

U t
x


 


, 1x   

 

Образцы и способы решения поставленных краевых задач можно 

также найти в [7, 10, 12]. 
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