
 

 

 

 

УДК 512.572  

 

Подгруппы свободной абелевой n -арной группы  
 

Н.А. ЩУЧКИН  

 
Приведено полное описание строения свободной абелевой n-арной группы и изучены подгруппы 

этой n -арной группы. 
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n -арная подгруппа, полуциклическая n -арная группа. 

 

The paper presents a complete description of the structure of a free Abelian n-ary group. Subgroups of 

this n-ary group are studied. 
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1. Основные определения. Алгебру G f    с n -арной операцией f  ( 2)n   назы-

вают n -арной группой, если в ней выполняется обобщенный закон ассоциативности  

 1 1 2 1 1 1 1 2 1( ( ) ) ( ( ) )n n n i i i n i n nf f a … a a … a f a … a f a … a a … a                     (1) 

для всех 1 1i … n     и для любых 1 1 1j j na … a a … a b        из G  разрешимо и имеет единствен-

ное решение каждое из уравнений 1 1 1( )j j j nf a … a x a … a b        для всех 1j … n   . При 2n    

имеем обычную (бинарную) группу. Нас интересуют случаи, когда 2n  . Основы теории  

n -арных групп подробно изложены в работах [1]–[3]. Необходимость изучения этой теории 

отмечал А.Г. Курош в своей книге [4].  

Коммутативность (или перестановочность элементов) в теории n -арных групп имеет 

несколько обобщений групповой коммутативности. Мы будем изучать класс n -арных групп 

с самым сильным обобщением коммутативности – перестановка любых элементов при дей-

ствии n -арной операции. n -Арная группа называется абелевой, если в ней верны тождества 

1 (1) ( )( ) ( )n nf x … x f x … x       для любой подстановки nS  .  

В n -арной группе G f    для любого элемента a  решение уравнения 

( )f a … a x a     обозначают через a  и называют косым элементом для a . Определение косо-

го элемента задает в G f    отображение  x x    На n -арную группу G f    можно 

смотреть как на алгебру  G f     [5], в которой выполнены обобщенный закон ассоциа-

тивности (1) и тождества  

 
2 3 2 3

( ) ( ) ( ) ( )
n n n n

f y x … x x f y x … x x x f x x … x y f x x x … x y y
   

                        

Отметим, что это отображение в абелевой n -арной группе будет эндоморфизмом, т.е. 

верно тождество 11( ) ( )nnf x … x f …x x      (см. [6]).  

Для каждой n -арной группы имеются сопутствующие ей бинарные группы, которые 

помогают изучать эту n -арную группу. В [6] показано, что на любой абелевой n -арной 

группе G f    можно определить абелеву группу cred G f    c бинарной операцией   по 

правилу 
3

( )
n

a b f a c … c c b


         где c  – любой фиксированный элемент из G . Тогда  

 1 1( )n nf a … a a … a d        (2) 

где ( )
n

d f c … c   . Элемент c  будет нулем в cred G f   . n -Арную группу G f   , у кото-

рой cred G f    является циклической группой, называют абелевой полуциклической [2], [3].  

Верно и обратно: в любой абелевой группе G  для произвольно выбранного элемента 

d  задается абелева n -арная группа dG f abl G   , где f  действует по правилу (2). Если 
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0d   – нуль группы G , то n -арную группу 
0abl G  называют производной от группы G . 

Кроме того, 
d cG f abl red G f       и 

0 dG red abl G , где (0 0)d f …    (см. [6]).  

Для циклической группы ( )G a  абелева n -арная группа ( )laabl a  будет полуцикли-

ческой. Более того, любая абелева полуциклическая n -арная группа изоморфна некоторой 

n -арной группе ( )laabl a  (см. [7]). Среди всех абелевых полуциклических n -арных групп 

( )laabl a , заданных на фиксированной циклической группе ( )a , выделим циклические (по-

рожденные одним элементом). Полуциклическая n -арная группа ( )laabl a  конечного порядка  

k  будет циклической тогда и только тогда, когда l  и НОД( 1n k  ) взаимно просты (след-

ствие 2, [7]). Бесконечная полуциклическая n -арная группа ( )laabl a  является циклической 

тогда и только тогда, когда  1 mod 1l n   либо  1 mod 1l n    (предложение 8, [7]).  

Дальше нам понадобится 

Лемма 1. Пусть   – изоморфизм из абелевой группы G    во внешнюю прямую 

сумму i I iA     ее подгрупп iA    и d G , ( ) ( )id … d …    . Тогда   является изо-

морфизмом n -арных групп dabl G    и 
i

i I d iabl A    .  

Доказательство. Для произвольно выбранных элементов 1 na … a   из G  полагаем 

( ) ( )j jia … a …      Тогда  

 1 1 1( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )n n nf a … a a … a d a … a d                

 

 1 1( ) ( ) ( ) ( )i ni i i ni i… a … … … a … … d … … a … a d …                  

 

 1 1 1( ( ) ) (( ) ( )) ( ( ) ( ))i ni i ni n… f a … a … f … a … … … a … f a … a                  

Лемма доказана.  

2. Порождающие множества абелевых n -арных групп. Здесь и далее мы будем ис-

пользовать стандартные обозначения  

 
( )

1 1 1 1 1( ) ( )
s

k n

k k k s k s n k sf x … x x … x x … x f x xx                 

всякий раз, когда 1k k sx … x x     (
(0)

x  и j

ix  при i j  – пустые символы). В n -арной группе 

G f   , используя закон (1), определяют новую ( ( 1) 1)k n  -арную операцию ( )kf  по правилу  

 ( 1) 1 2 1 ( 1) 1

( ) 1 1 1 ( 1)( 1) 2

ðàç

( ) ( ( ( ( ) ) ) )k n n n k n

k n k n

k

f x f f …f f x x … x    

        

Отметим выполнимость тождеств в n -арных группах (см. леммы 2.3 и 2.4 из [8])  

 
2

( 2)
( 3) ( 3) (( 2) )

11 ( 3) 1 ( 3)( ) (( )) ( )

n
n n n

n
nnn nf x f … x fx xx x x


  

          

Любая n -арная подгруппа, порожденная некоторым множеством, состоит из приме-

нений операции f  к элементам из этого множества и косым к этим элементам  

(см. [9], [2], [3]). Из теоремы 2.6, [9] для абелевых n -арных групп очевидно следует  

Лемма 2. Для каждого элемента g  из абелевой n -арной группы G f     

с порождающим множеством { }X x I     найдутся неотрицательные целые числа 

1 1 k kt m … t m    , такие, что  

 
1 1

11

( )( ) ( )( )

( ) ( )
k k

kk

tt mm

q
xxg f … xx          (3) 

где i I  , 1i … k    и 1( ) ( 1) 1k
i i it m q n      для некоторого целого числа q .  

Для абелевой n -арной группы G f    с порождающим множеством X  построим 

порождающее множество бинарной группы cred G f   , заданной в пункте 1.  
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Теорема 1. Для каждой абелевой n -арной группы G f    с порождающим множе-

ством { }X x I     при фиксированном x  из X  абелева группа 
xred G f

    порожда-

ется множеством 
( 1)

{ ( ) }
n

xY f x I  


       

Доказательство. Согласно лемме 2 для произвольного элемента g  из G  найдутся 

неотрицательные целые числа 
0 0 1 1 k kt m t m … t m      , такие, что  

 
10 10

11

( )( )( ) ( )( )( )

( )
k k

kk

ttt mmm

xxxg f … xxx           

где i I  , 1i … k    и 0 ( ) ( 1) 1k
i i it m q n      для некоторого целого числа q . Тогда из (2) 

имеем  

 
110 1 1 kkk kg m t x m … t x m qdx x x            (4) 

где 
( )

( )
n

xd f   и   – сложение в 
xred G f

   . Так как 

(2 3) (2)

(2) ( )
n

xd f xxx   



     – нуль в 

xred G f

   , то dx    .  

Индукцией по it  (для каждого 1i … k   ) покажем равенство  

 
( 1)

( )
i i

n

i i i
xt x t d t f x 



      (5) 

 

При 0it   равенство (5) очевидно. При 1it   имеем  

 
( 1) ( 3) ( 1)

(2)( ) ( )
i i i

n n n

x x xd f x f x xx x     

  

           

Предположим, что (5) верно для 1it  . Тогда  

 
( 1) ( 1)

( 1) ( ) ( ( 1) ) ( 1) ( )
i i i i i

n n

i i i i
x xt x x t x d f x t d t f x     

 

               

 

 
( 1)

( )
i

n

i i
xt d t f x 



      

Значит, для любого неотрицательного целого числа it  равенство (5) верно.  

Теперь индукцией по im  (для каждого 1i … k   ) покажем равенство  

 
( 1)

( 3) ( 2) ( )
i i

n

i i i
xm m n d m n f xx  



       (6) 

При 0im   равенство (6) очевидно. Заметим, что для любого элемента a  из 

xred G f

    ему противоположный элемент 

( 3)

( )
n

a f x a xa 



     . Тогда  

 

( 3)
( 1) ( 1)

( 1)

( ) ( ( ) )( )i i
i

n
n n

n

x xf x f x f x xxf x     


 



         

 

 
( 3) ( 3)(( 1)( 3) 2) ( 1)

( 1) ( ) ( )
i ii i

n nn n n

n
x xxf f xx x x x    

    

          

Тогда при 1im   имеем  

 
( 3)( 1) ( )

( 3) ( 2) ( ) ( 3) ( ) ( 2) ( )
i ii

nn n

xx xn d n f x n f n f x x x   



             

 
(( 3)( 2))(( 2)(3 8)) ( 2)(3 8)

(4 11) ( )
ii i

n nn n nn

n
xxf xx x  

   

       

Предположим, что (6) верно для 1im  . Тогда  

 ( 1)
i i ii im mx x x       

 
( 1) ( 1)

( 3) ( 2) ( ) ( 1)( 3) ( 1)( 2) ( )
i i

n n

i i
x xn d n f x m n d m n f x  

 

              
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( 1)

( 3) ( 2) ( )
i

n

i i
xm n d m n f x 



       

Значит, для любого неотрицательного целого числа 
im  равенство (6) верно. Подстав-

ляем (6) и (5) в (4), этим завершаем доказательство теоремы.  

Следствие 1. Абелева группа 
cred G f   , заданная на абелевой n -арной группе 

G f    с порождающим множеством { }X x I    , порождается множеством  

 
( ) ( 3)

{ ( ( ) ) }
n n

xZ f x f c Ic 


        

где x  – фиксированный элемент из X .  

Доказательство. Задаем отображение   из G  в G  по правилу 
( 3)

( ) ( )
n

x f x x cc


      

Покажем, что   является изоморфизмом из 
xred G f

    в 

cred G f   .  

Для каждого y  из G  уравнение 
( 3)

( )
n

f x x c yc



     разрешимо относительно пере-

менной x , а значит,   является сюръективным отображением. Покажем инъективность  . 

Если для 
1 2x x  из G  имеем равенство 

( 3) ( 3)

1 2( ) ( )
n n

f x x c f x x cc c 

 

         то в силу единствен-

ности решения уравнения 
( 3) ( 3)

2( ) ( )
n n

f x x c f x x cc c 

 

        относительно переменной x  име-

ем 1 2x x . Таким образом,   является биективным отображением.  

Пусть теперь a b G  . Тогда  
( 3) ( 3) ( 3) ( 3)

( ) ( ( )) ( ( ) ) ( )
n n n n

x xa b f a b f x f a b c f a c b a bx x c c   
   

                    

Итак, мы доказали, что   является изоморфизмом из xred G f

    в cred G f   .  

Осталось найти образы порождающих элементов группы xred G f

    при этом изо-

морфизме, которые будут порождать группу cred G f   .  

 
( 1) ( 1) ( )( 3) ( 3)

( ( )) ( ( ) ) ( ( ) )
n n nn n

x x xf x f x f x c f x f cc c     
   

            

Следствие доказано.  

А теперь построим порождающее множество абелевой n -арной группы dabl G , кото-

рая определена на абелевой группе G    с порождаюшим множеством { }Z z I       

Теорема 2. Любая абелева n -арная группа zabl G


, определеная на абелевой группе 

G    с порождаюшим множеством { }Z z I    , где z  – фиксированный элемент из 

Z , порождается множеством { }X z z I          

Доказательство. n -Арная операция f  действует по правилу 1 1( )n

nf a a … a z      

Пусть 
11 kkg n z … n z     – любой элемент из G . Заметим, что z z z      , так как 

( 1)

( )
n

z zf z z z    



      . Тогда для любых a b  из G  имеем  

 
( 3)

( 3)( ) ( ) ( )
n

z za b a n z z z b z f a z z b      



                  

Тогда  

 
1

( 1)(( 1)( 3))

( 1) 1( )
k

kk n

k k
z zg f n z … n z z z    

 


         (7) 

Если 0in   (1 )i k  , то индукцией по in  докажем равенство  

 
( )( ( 2) 1)

( )
ii

ii i

nn n

i n
z zz zn z f   

 

      (8) 
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При 1in   имеем 
( 1)

( )
i i

n

z zz f z z   



    . Предположим, что (8) верно для 1in  . 

Тогда  

 
( 1)(( 1)( 2) 1)

( 1)( 1) ( )
ii

ii i i i i

nn n

i i n
z zz zn z z n z z f      

  


          

 

 
( 1)(( 1)( 2) 1)

( 1)( 2)( ) ( )
ii

ii i

nn n

n
z zz zz z n z z f z      

  


              

 

 
( 1) ( )(( 1)( 2) 1) ( ( 2) 1)( 2)

( )( ( )) ( )
i ii i

i ii i

n nn n n nn

n
z z z zz z z z z zf z z f f         

    

                  

Значит, (8) верно для любого натурального 
in .  

Далее отметим, что ( 3) ( 2)
i i

z z n z n z         , так как  

( 1)

( ( 3) ( 2) ) ( 1)( ) ( 3) ( 2)
i i i i i

n

z zf n z n z n z z n z n z z z z          



                    

Тогда  
( 3)

( 3)( ) ( 3) ( 2) ( )
ii i i i

n

z zz n z z n z n z f z z z z z z           



                   

Если 0in   (1 )i k  , то  

 
( 1)( ) (( 1)( 3))

( )( ) ( )
ii i

ii i

nn n n

i i
z z zn z n z f z z     

    

           
 

 

( )
( 1)(( 1)( 3))

( 3)

( )( )

i
ii

i i

n
nn n

n

z zf z zz zf z z z z z z           


   



              

Последнее равенство и (8) подставляем в (7), этим завершаем доказательство теоремы. 

3. Строение свободных абелевых n -арных групп. Для определения свободной  

n -арной группы в некотором классе n -арных групп воспользуемся универсальным опреде-

лением свободной алгебры из [8], стр. 34. Пусть K – класс n -арных групп. n -Арная группа 

F f    из K называется свободной в классе K со свободным порождающим множеством 

X , если всякое отображение 0  множества X  в любую n -арную групу B f    из класса K 

продолжается до гомоморфизма n -арных групп F f B f      .  

Рассмотрим множество C  всех циклических групп. С помощью этого множества 

можно определить 1
2

n , если n  нечетно либо 
2
n , если n  четно, класса абелевых полуцикличе-

ских n -арных групп lC  при фиксированном l , где 1
2

0 [ ]nl   . Каждый такой класс lC  стро-

ится следующим образом. Если 
1

( )l aabl a  – конечная абелева полуциклическая n -арная груп-

па порядка k , то вычисляем НОД 1 2( 1 )l n k l     и строим 
2

( )l aabl a , причем 21 1l n   . То-

гда 
1 2

( ) ( )l a l aabl a abl a  ( n -арные группы 
1

( )l aabl a  и 
2

( )l aabl a  порядка k  изоморфны тогда и 

только тогда, когда НОД 1( 1 )l n k     НОД 2( 1 )l n k    (лемма 1, [10])). Если 2 1l n  , то 

2 0( ) ( )l aabl a abl a , где 0( )abl a  – производная n -арная группа от циклической группы ( )a  

порядка k . Тогда 
1 0( )l aabl a C . Если 2 1l n  , то 1

2 2
1 [ ]nl   . Тогда 

1 2
( )l a labl a C . Если 

1
( )l aabl a  – бесконечная абелева полуциклическая n -арная группа, то 

1
( ) ( )l a labl a abl a , где 

1
2

0 [ ]nl    (любая бесконечная абелева полуциклическая n -арная группа изоморфна ( )labl a , 

где 1
2

0 nl    (теорема 3, [6])). Тогда 
1

( )l a labl a C . Таким образом, любая абелева полуцик-

лическая n -арная группа лежит в одном из этих классов.  

В каждом таком классе lC  свободными будут n -арные группы labl Z , где Z  – адди-

тивная группа целых чисел, 1
2

0 [ ]nl   , и только они с точностью до изоморфизма (теоре-

ма 4, [12]). Поэтому можно сказать, что каждый класс lC  ( 1
2

0 [ ]nl   ) абелевых полуцикли-
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ческих n -арных групп имеет только одну (с точностью до изоморфизма) свободную n -

арную группу 
labl Z .  

Среди вышеуказанных классов 
lC  выделим 

1C  – класс циклических n -арных групп, в 

котором свободными являются бесконечные циклические n -арные группы и только они (см., 

например, [11]), причем, все они изоморфны между собой (теорема 3.2, [1]). Поэтому класс 

циклических n -арных групп имеет только одну (с точностью до изоморфизма) свободную 

n -арную группу 1abl Z .  

Приступим к изучению свободных n -арных групп в классе абелевых n -арных групп. 

Мы будем рассматривать ниже прямые произведения двух n -арных групп: бесконечной 

циклической n -арной группы ( )aabl a  и производной n -арной группы 
0 ( )Iabl x   от сво-

бодной абелевой группы ( )I x  . Именно так построенные n -арные группы вместе с бес-

конечной циклической n -арной группой исчерпывают с точностью до изоморфизма множе-

ство всех свободных n -арных групп в классе абелевых n -арных групп (теорема 3, [12]). 

Укажем другое доказательство этого факта.  

Теорема 3. Бесконечная циклическая n -арная группа и прямые произведения беско-

нечной циклической n -арной группы с производной n -арной группой от свободной абеле-

вой группы и только такие n -арные группы являются свободными в классе абелевых  

n -арных групп.  

Доказательство. Рассмотрим прямое произведение 0( ) ( )Iaabl a abl x    бесконеч-

ной циклической n -арной группы ( )aabl a  и производной n -арной группы 0 ( )Iabl x   от 

свободной абелевой группы ( )I x  . Набор индексов I  может быть пустым. В этом случае 

рассматривается бесконечная циклическая n -арная группа ( )aabl a .  

n -Арные группы 0( ) ( )Iaabl a abl x    и (( ) ( ))Iaabl a x   изоморфны (лемма 1), 

причем (( ) ( ))Iaabl a x   определена на свободной абелевой группе ( ) ( )Ia x   с по-

рождающим множеством { } { }Z a x I     . Тогда (( ) ( ))Iaabl a x   порождается мно-

жеством (согласно теореме 2) {0} { }X a x I       .  

Пусть B f    – произвольная абелева n -арная группа и 0  – отображение множе-

ства X  в B . Полагаем 0 (0) b   и 0( )a x y      для всех I . Пусть n -арная подгруппа 

G f    порождается множеством { } { }Y b y I     . На G f    определим абелеву 

группу bred G f   , порожденную (по теореме 1) множеством  

 
( ) ( 1)

{ ( )} { ( ) }
n n

U f f y Ib b  


       

Заметим, что ( )

( )

n b
f

G f abl red G f
b

      . Отображение Z U   , заданное по 

правилу 
( )

( ) ( )
n

a f b  , 
( 1)

( ) ( )
n

x f yb 


   для I , продолжается до гомоморфизма   из 

свободной абелевой группы ( ) ( )Ia x   в абелеву группу bred G f   . Этот гомомор-

физм действует по правилу  

 
( ) ( 1)

( ) ( ) ( )
k k

n n

k ksa m x sf m f yb b 


      

Покажем, что   является также гомоморфизмом из n -арной группы 

(( ) ( ))Iaabl a x   в n -арную группу G f   . Действительно, пусть 

( ) ( )
i ki

Ii ks a m x a x     для 1i … n   , тогда    
1 1

1( ( ))
k n kn

k n kf s a m x … s a m x         

 
1 1

1(( 1) ))
k n kn

n k ks … s a m x … m x          

 
1 1

( ) ( 1) ( 1)

1( 1) ( ) ( ) ( )
k n kn

n n n

n k ks … s f m f y … m f yb b b 

 

           
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1 1

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k n kn

n n n n n

k n ks f m f y … s f m f y fb b b b b 

 

          

 
1 1

1( ( ) ( ))
k n kn

k n kf s a m x … s a m x         

Покажем теперь, что   является продолжением отображения 0 X Y   . Действи-

тельно, (0) b  , так как b  является нулем группы 
bred G f   . и  

 
( ) ( 1) ( 3) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( ( ))
n n n n

a x f f y f b b f y yb b b b   
  

              

Итак, мы доказали, что (( ) ( ))Iaabl a x   является свободной абелевой n -арной 

группой, а значит, и прямое произведение 
0( ) ( )Iaabl a abl x    (в силу их изоморфизма) 

будет свободной абелевой n -арной группой.  

Пусть теперь F f    – свободная абелева n -арная группа с порождающим множе-

ством { } { }W c w I     . Вновь набор индексов I  может быть пустым. Тогда существует 

гомоморфизм   из F f    на n -арную группу (( ) ( ))Iaabl a x  , который является про-

должением отображения 0c , w a x   , I . С другой стороны, по доказанному 

выше существует гомоморфизм   из (( ) ( ))Iaabl a x   на F f   , который является про-

должением отображения 0 c , a x w     для всех I . Значит, отображение   

оставляет на месте все элементы из W .  

Покажем биективность  . Пусть u v F   и ( ) ( )u v  . Согласно леммы 2 найдутся 

неотрицательные целые числа 
0 0 1 1 k kt m t m … t m       и 0 0 1 1 l ls r s r … s r      , такие, что  

 
1 11 10 0 0 0

11 11

( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
k lk l

lk lk

tt ssmm rrt m s r

q q
ww wwu f … v f …ww wwc c c c                      

где 0 ( ) ( 1) 1k
i i it m q n     , 0 ( ) ( 1) 1l

j j js r q n
     и ji I   , 1i … k   , 1j … l   . Тогда  

 
1 10 0

1 1

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )( ( )) ( )( ) ( )

k k

k k

t mt mt m

q
w ww wu f …c c                  

 
1 10 0

11

( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )
k k

kk

tt mmt m

q
wwf … uwwc c            

Аналогично ( ( ))v v   . В силу однозначности   имеем u v . Инъективность   до-

казана. Покажем сюръективность  . Пусть ( ) ( )Ig a x   . Вновь согласно леммы 2 

найдутся неотрицательные целые числа 0 0 1 1 k kt m t m … t m      , такие, что  

 
1100

1 1

( )( ) ( )( )( )( )

( ) ( )0 0

kk

k k

mm ttmt

q
a xa xg f … a xa x  

             

где i I  , 1i … k    и 0 ( ) ( 1) 1k
i i it m q n     . Тогда для  

 
1 10 0

11

( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )
k k

kk

tt mmt m

q
wwu f … wwc c           

имеем  

 
10 10

1 1

( )( )( ) ( )( )( )

( )
( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )

kk

k k

mmm ttt

q
wwu f … gc wwc  

            

Сюръективность   доказана. Значит,   – биекция. Теорема доказана.  

Следствие 2. Любая свободная абелева n -арная группа с конечным порождающим 

множеством X  изоморфна прямому произведению бесконечной циклической n -арной группы 

и 1X    производных n -арных групп от бесконечных циклических групп.  

Доказательство. Пусть имеем свободную абелеву n -арную группу F f    с порож-

дающим множеством 1 2{ }kY y y … y      По теореме 3 она изоморфна прямому произведению 

1
10( ) ( )k

ia iabl a abl x
   одной бесконечной циклической n -арной группы ( )aabl a  и производ-

ной n -арной группы 1
10 ( )k

i iabl x
  от свободной абелевой группы 1

1 ( )k
i ix
 . По лемме 1 
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1
10 ( )k

i iabl x
  изоморфна прямому произведению 1

1 0( )k
i iabl x
 , где 

0 ( )iabl x  – производная  

n -арная группа от бесконечной циклической группы ( )ix . Значит, F f    изоморфна пря-

мому произведению 1
1 0( ) ( )k

ia iabl a abl x
 . Следствие доказано.  

4. Подгруппы свободных абелевых n -арных групп. В [11] показано, что любая  

n -арная подгруппа свободной n -арной группы свободна либо изоморфна n -арной группе 

B f   , где ( 1)B k n Z    для фиксированного целого числа k  с условием 0 1k n    и 

НОД ( 1) 1k n   , причем n -арная операция f  действует по правилу 

1 1( ( 1) ( 1) ) ( 1)( )n nf k n z … k n z k n z … z k            . Аналогичный результат верен и в 

классе абелевых n -арных групп.  

Теорема 4. Всякая n -арная подгруппа свободной абелевой n -арной группы является 

свободной или изоморфна бесконечной абелевой полуциклической n -арной группе ( )laabl a , 

где 1
2

2 [ ]nl    и НОД ( 1) 1l n   .  

Доказательство. Пусть (( ) ( ))Iaabl a x   – свободная абелева n -арная группа с 

порождающим множеством {0} { }X a x I       , где { } { }Z a x I      – порождаю-

щее множество свободной абелевой группы ( ) ( )Ia x   (см. доказательство теоремы 3) и 

B f    – n -арная подгруппа в (( ) ( ))Iaabl a x  . Известно (см., например, [14]), что 

B f    является смежным классом по некоторой подгруппе A  группы ( ) ( )Ia x  , при-

чем A  будет свободной группой. Пусть B b A  , где 
10 1 kkb m a m x … m x     .  

Покажем, что ( 1)n b a A   . Действительно, с одной стороны, 
( )

( )
n

f B b Ab    , с 

другой стороны, 
( )

( ) ( 1)
n

f b n b ab     , значит, ( 1)n b a A   .  

Если свободная абелева группа A  порождается одним элементом g , то 

( 1)n b a l g    для некоторого целого числа l  и ( )A g  – бесконечная циклическая группа. 

Отметим, что НОД ( 1) 1l n   . Действительно, если НОД ( 1)l n d   , ( 1)n dt  , l dq   для 

некоторых целых чисел t , q  и 
1

0 1
r

rg a x … xm m m  
      , то  

11
0 10 10 ( 1) ( 1)( ) ( )

rk
rka n b l g a n m a m x … m x l a x … xm m m    

                   

 
11

0 10 1(( 1) 1)
rk

rkn m l a m x … m x x … xm m m    
              

В силу линейной независимости элемента a  и порождающих элементов из Z , входя-

щих в разложения b  и g , имеем 00( 1) 1 0n m l m    . Тогда 0 0( ) 1d q tmm   , откуда 1d  .  

На A  строим абелеву полуциклическую n -арную группу ( )l gabl g . Покажем изомор-

физм n -арных групп B f    и ( )l gabl g . Задаем отображение A B    по правилу 

( )sg b sg   . Если 1 ns g … s g A   , то  

 1 1 1( ( )) (( ) ) ( )n n nf s g … s g s … s l g b s … s l g                

1 1 1( 1) ( ) ( ) ( ( ) ( ))n n nb s g … s g n b a b s g … b s g a f s g … s g                   

Значит,   – изоморфизм n -арных групп B f    и ( )l gabl g .  

Если  1 mod 1l n    или  1 mod 1l n    , то ( )l gabl g  будет циклической n -арной 

группой (предложение 8, [7]), а значит, B f    – свободная абелева n -арная группа (см. теорему 

3). В другом случае n -арная группа ( )l gabl g  изоморфна бесконечной абелевой полуциклической 

n -арной группе ( )laabl a , где 1
2

0 [ ]nl    (теорема 3, [7]). Но НОД ( 1) 1l n    и  mod 1l l n    

либо  mod 1l l n     (предложение 7, [7]), значит 1
2

2 [ ]nl    и НОД ( 1) 1l n   .  

Пусть свободная абелева группа A  порождается больше, чем одним элементом.  

Покажем, что, заменив элемент a  базы Z  группы ( ) ( )Ia x   на элемент ( 1)n b a  , мы 
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получим вновь базу этой же группы. Для этого покажем, что любая совокупность элементов 

из множества { }x I    вместе с элементом ( 1)n b a   является линейно независимой. Вы-

бираем 
1j js

x … x    из { }x I   . Среди этих выбранных элементов могут быть элементы из 

разложения b  (см. выше). Пусть это будут 
1j jl

x … x   , где l s . Пусть для некоторых целых 

чисел 
1 sr … r t    верно равенство  

 
1 1

1 1 (( 1) ) 0
j j j jl l s

l l sr x … r x r x … r x t n b a   


           

Тогда с учетом разложения элемента b  имеем  

1 1 1
1 1 0( ( 1) ) ( ( 1) ) ( ( 1) 1) 0

j l j j jl l s
j j l l st n m r x … t n m r x r x … r x t m n a   


               

В силу линейной независимости элементов 
1 1j j j jl l s

x … x x … x a   


       имеем систему  

 
1 1 1 0( 1) 0 ( 1) 0 0 0 ( ( 1) 1) 0

lj j l l st n m r … t n m r r … r t m n                   

Так как 3n  , то 
0( 1) 1 0m n    (

0m  – целое число), тогда 0t  , откуда имеем 

1 0 0lr … r    , т.е. система элементов 
1

( 1)
j js

x … x n b a       линейно независима. Значит, 

множество {( 1) } { }Q n b a x I        будет базой группы ( ) ( )Ia x  .  

Так как элемент ( 1)n b a   входит в базу свободной абелевой группы ( ) ( )Ia x  , 

то в свободной подгруппе A  этой группы выберем базу, содержащую элемент ( 1)n b a  . 

Пусть этой базой будет множество {( 1) } { }W n b a w J       . Тогда подгруппа A  рас-

кладывается в прямую сумму циклических групп: (( 1) ) ( )JA n b a w     . На группе A  

строим абелеву n -арную группу ( 1)n b aabl A  , которая будет свободной в классе абелевых  

n -арных групп (см. теорему 3). Осталось показать изоморфизм n -арных групп B f    и 

( 1)n b aabl A  . Задаем отображение A B    по правилу ( )g b g   . Если 1 ng … g A   , то  

 1 1 1( ( )) ( ( 1) ) ( 1)n

n nf g g … g n b a b g … g n b a                

 1 1( ) ( ) ( ( ) ( ))n nb g … b g a f g … g            

Значит,   – изоморфизм n -арных групп B f    и ( 1)n b aabl A  . Тогда B f    – сво-

бодная абелева n -арная группа. Теорема доказана.  

Аналог следствия на стр. 79 из [15] имеется и в классе абелевых n -арных групп, т.е. верно 

Следствие 3. Если 3 4 5,7n    , то каждая n -арная подгруппа свободной абелевой  

n -арной группы является свободной.  

Доказательство. При 3 4 5 7n      не существует натурального числа l  с условиями 
1

2
2 [ ]nl    и НОД ( 1) 1l n   . Следствие доказано.  
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