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КОЛЕБАНИЯ ДВОЙНОГО МАЯТНИКА В СИСТЕМЕ MATHEMATICA 

 

Двойной математический маятник (рисунок 1) представляет собой интересную ме-

ханическую систему, поскольку его колебания кардинальным образом отличаются от ко-

лебаний одинарного математического маятника. Как известно, колебания простого ма-

ятника носят периодический характер и при малых отклонениях от положения равнове-

сия являются гармоническими. Колебания двойного математического маятника пред-

ставляют собой чередующиеся колебания двух различных колебательных систем (l1, m1 

и l2, m2) или биения, которые с увеличением энергии становятся хаотическими. 

 

 
 

Рисунок 1 – Двойной математический маятник 

 

Информация о двойном маятнике широко представлена как в физической литера-

туре, так и на просторах интернета.  

Цель данной работы продемонстрировать возможности современных систем чис-

ленных и символьных вычислений при решении задач теоретической механики на при-

мере пакета Wolfram Mathematica [1], основывающегося на инновационном языке 
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Wolfram Language. Wolfram Mathematica имеет доступ к широкой базе Wolfram 

Knowledgebase, которая включает реальные данные из тысяч предметных областей. База 

или библиотека содержит более 150000 примеров из Documentation Center и более 10000 

демонстраций с открытым кодом в Wolfram Demonstrations Project. Все это позволяет 

считать систему Wolfram Mathematica цифровой системой знаний. Рассмотрим как ис-

пользуется данная система для изучения движения двойного математического маятника. 

Математическое описание данного явления удобно провести в рамках Лагранже-

вого формализма, т. е. в обобщенных координатах, которыми в данном случае будут 

углы отклонения маятников от положения равновесия α1(t) и α2(t) (рисунок 1). Предста-

вив декартовы координаты x1, y1 и x2, y2 через обобщенные, получим функцию Лагранжа, 

а затем уравнения колебаний маятников, которые являются уравнениями Лагранжа 2-го 

рода. В данном подходе функция Лагранжа имеет вид [2]: 
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где T – кинетическая энергия маятников, U  – потенциальная энергия. 

Для получения уравнений движения воспользуем пакетом VariationalMethods c 

функцией EulerEquations, при этом программный блок выглядит следующим образом: 
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В результате выполнения данного блока уравнения движения, полученные на 

основе функции (1), представляют собой систему двух нелинейных дифференциальных 

уравнений второго порядка: 
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Следующий этап получения численного решения системы дифференциальных 

уравнений (2) для конкретных значений характеристик маятников (длина нити, масса 

шариков) осуществляется с помощью оператора NDSolve. Решение в виде интерполяционных 

функций, которое выдает второй модуль        sol=NDSolve deqns,ics , α1,α2 , t,0,30 1      , 

представлено на рисунке 2. Такой подход дает возможность провести визуализацию, 

наглядную интерпретацию полученных результатов, продемонстрировать в интерактивном 

режиме все возможные виды колебаний двойного математического маятника как при 

больших энергиях, так и в близи положения равновесия. 
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Рисунок 2 – Решение системы дифференциальных уравнений (2)  
в Wolfram Mathematica в виде интерполяционных функций 

 

Программный блок, который позволяет построить траектории движения 

математических маятников с помощью функции ParametricPlot и сделать наглядную 

компьютерную динамическую модель движения такой системы, используя оператор 

Animate, приведен ниже: 
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[Evaluate[{x2[t],y2[t]}/.sol],{t,0,30},PlotStyle->Red],

Graphics[{{Black,CapForm["Round"],Thickness[0.03],

Line[{{0,0},{x1[tt],y1[tt]}}]},

{Orange,Thickness[0.03],CapForm["Round"],

Line[{{x1[tt],y1[tt]},{x2[tt],y2[tt]}}]}}]/.sol,

PlotRange->All,ImageSize->300]

(* Блок анимации *)

Animate[Graphics[{{Black,CapForm["Round"],Thickness[0.03],

Line[{{0,0},{x1[t],y1[t]}}]},

{Orange,Thickness[0.03],CapForm["Round"],

Line[{{x1[t],y1[t]},{x2[t],y2[t]}}]},Point[{x2[t],y2[t]}]}/.sol,

PlotRange->{{-4.1,4.1},{2.6,-3.5}},Frame -> True],{t,0,15},

SaveDefinitions->True,AnimationRunning->False].

 

Результ выполения графического блока представлен на рисунке 3.  

Если предположить что углы α1(t), α2(t) малы, то колебания маятников вблизи 

положения равновесия можно описать системой линейных дифференциальных 

уравнений. Для этого функцию Лагранжа (1) запишем с учетом разложения в ряд в 

приближении 1
2

1cos
2




 . Тогда выражение (1) с точностью до константы 

примеет более простой вид: 
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Рисунок 3 – Визуалиация решений дифференциальных уравнений (2)  

в Wolfram Mathematica 

 

а уравнения движения для малых колебаний, полученные при дифференцировании 

функции Лагранжа (3) по обобщенным координатам α1 и α2, запишутся системой: 
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Аналитическое решение системы (4) вручную в общем случае весьма громоздко. 

Получить его можно в матричном или векторном виде используя понятия собственных 

векторов, собственных частот и нормальных координат.  

Возможности системы Wolfram Mathematica значительно упрощают данный 

процесс. Аналитическое решение уравнений движения (4) системы, совершающей 

малые линейных колебаниях осуществляется с помощью оператора DSolve. Применение 

этого оператора после введения подстановок для случая    11 2 20 0, 0 0,   

дает решение в виде: 
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В выражениях (5) ω – собственная частота колебаний маятников. 
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Таким образом, использование возможностей интерактивной системы компьютер-

ной математики Wolfram Mathematica позволяет не только наглядно продемонстриро-

вать колебания двойного математического маятника, но и получить траекторию его хао-

тического движения. Важно отметить, что создание программных модулей не требует 

больших временных затрат, поскольку Wolfram Mathematica содержит огромное количе-

ство примеров в своей информационной системе (Document Center). 

Примеры можно легко внедрить в программу расчетов. Важным фактором является и 

наличие дружественного интерфейса, который близок к обычным физико-математиче-

ским расчетам. 
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ИЗЛУЧЕНИЕ ПИОНА, ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩЕГО С ПОЛЕМ  

ПЛОСКОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ 

 

Введение. В связи с созданием источников интенсивного электромагнитного поля 

исследование электродинамических и адронных процессов в таких полях приобретает 

особую актуальность. В реакциях взаимодействия структурных частиц с электромагнит-

ным полем проявляются квантовые свойства как самих частиц, так и свойства механиз-

мов взаимодействия интенсивных электромагнитных полей с этими частицами. 

Поэтому представляет интерес исследование влияния электромагнитного поля на 

квантовые процессы излучения пионов, взаимодействующих с полем плоской электро-

магнитной волны. 

Известное решение Д. М. Волкова [1], описывающее движение электрона в поле 

плоской электромагнитной волны, нашло широкое применение в исследованиях кванто-

вых эффектов в электродинамических процессах [2, 3].  

В работе [4] представлены результаты исследований распадов элементарных ча-

стиц в поле плоской электромагнитной волны. 

В процессах рассеяния фотонов на адронах важную роль играют такие структурные 

константы, как поляризуемости, интерпретация которых была получена на основе общих 

принципов релятивистской квантовой теории поля [5, 6].  

В работах [7–9] в рамках релятивистской квантовой теории поля получены эффек-

тивные лагранжианы двухфотонного взаимодействия с адронами с учетом поляризуемо-

стей, которые согласуются с амплитудами в низкоэнергетическом представлении. На ос-

нове этих лагранжианов получены релятивистские полевые уравнения движения частиц 

с поляризуемостями в электромагнитном поле [10]. В работе [11] были найдены точные 

решения релятивистских волновых уравнений для частиц с дипольными поляризуемо-

стями в поле плоской электромагнитной волны.  

Поэтому представляет интерес изучить реакцию электромагнитного излучения пи-

она, взаимодействующего с полем плоской электромагнитной волны. Данная работа и 

посвящена этому процессу и сравнению результатов расчета с полным сечением комп-

тоновского рассеяния на пионе, используя методы работ представленные в [2, 3, 12]. 
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