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ПРИМЕРЫ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ C ЗАДАННЫМ 
ПОРЯДКОМ НАИЛУЧШИХ РАЦИОНАЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ

For a fixed sequence of non-negative real numbers strictly decreasing to zero a con

tinuous on [-1, 1] function g is constructed such that а„/V2 <R2,Ag)<2an, /7=0, I, .... where the Rn(g) 
are the best approximations of g in the uniform norm by rational algebraic functions of degree at 
most и.

Пусть C|_i,i] -  банахово пространство непрерывных на отрезке [-1, 1] ве
щественных функций с равномерной нормой. Через Pn и Rn обозначим соот
ветственно множество всех алгебраических полиномов и рациональных 
функций с действительными коэффициентами степени не выше п. Для 
/еС[_i, ц и /г=0, 1,2, ... рассмотрим

En ( / )  = inf { ||/ -  р \\: р 6 Pn}, Rn ( / )  = inf (I/  -  г||: г е Rn}

-  наилучшие приближения /  в C[_i,i] множествами Pn и Rn. Ниже соотноше
ние a„xß„ означает, что бесконечно малые последовательности {ос„}п=0 и

{ M I ,  имеют одинаковый порядок при п—>°°, а запись а„Ф0 предполагает, 

что последовательность {а„}”=0 не возрастает и сходится к нулю. Хорошо

известно, например, что En(J)10 и Rn(f)l0.
До сих пор не решенной остается следующая проблема, поставленная 

Е.П. Долженко: “Какой должна быть последовательность а„-І0, чтобы суще
ствовала функция/еС|_!, и такая, что /?„(/)ха„?” [1, с. 317]. При этом будем 
говорить об эффективном решении проблемы в том случае, когда по задан
ной последовательности искомая функция построена конструктивно.

Для полиномиальных приближений в силу известной теоремы С.Н. Берн
штейна (см. [2, 3]) любая последовательность аДО является последователь
ностью наилучших приближений некоторой функции/еС|_|, ц, т. е. En(f)=an, 
/2=0, 1, ... . Однако решение, предложенное С.Н. Бернштейном, неэффектив
но. Вот что пишет по этому поводу он сам: “Здесь применяется известный 
диагональный процесс... Поэтому доказательство существования f(x) явля
ется неэффективным. Лишь при некоторых ограничениях, наложенных на 
закон убывания ап, мне удалось дать конструктивный метод построения ис
комой функции Дх)” [4, с. 249]. К сожалению, полученные С.Н. Бернштей
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ном результаты остались неопубликованными. В дополнение к сказанному 
можно лишь заметить, что если аДО строго убывает не быстрее некоторой 
геометрической прогрессии: a„+i/a„>q>0, то из установленных С.Н. Берн
штейном аппроксимационных свойств аналогов функции Вейерштрасса без 
производной следует (см. [5, § 8, следствие IIj), что функцией /е  С|_і, ц, для
которой En(J)^an, является, например,

/(* )  = $>з*-' -S * )  а )
/.=1

где Tk(x)=cos к arccos х -  многочлены Чебышева.
В случае рациональных приближений первые значительные результаты, 

относящиеся к сформулированной проблеме, получены А.А. Гончаром: в [6] 
для произвольной последовательности а„10 найдена непрерывная функция

/ w = S Ä ' £‘ > a
X , -  I +  Ek ,

для которой Rn(f)<an л -0 , 1, ..., а в [7] дается эффективный алгоритм для по
строения /еС[_i, п такой, что R„(f)>a„, /г-0, 1,2, ... . Далее, Е.П. Долженко в 
[1], рассматривая ряды вида (1), привел пример функции/еС|_і, ц, для кото
рой RJf) ~а„ при условии, что а„ІО убывает не быстрее некоторой геометри
ческой прогрессии. При приближении тригонометрическими рациональны
ми дробями с действительными коэффициентами функций из C2n эффектив
ное решение проблемы Е.П. Долженко получено нами [8, 9] (см. также рабо
ту А.А. Пекарского [10], где рассматриваются рациональные приближения 
комплекснозначных функций).

Основным содержанием данной статьи является доказательство следую
щей теоремы.

Т еор ем а . Для любой последовательности СС„фО, строго убывающей к пу
лю, существует такая нечетная функция ge С|_|, ц, что R2Jg) ̂ a n.

В основу конструкции искомой функции, как и в [8, 9], положены алгеб
раические дроби Чебышева -  Маркова, наименее уклоняющиеся от нуля на 
отрезке [-1, 1]. Без ограничения общности при построении функции g будем 
считать, что а0=1- В противном случае следует рассматривать последова
тельность I, а\/а0, O2Ia0, ... . Определим три бесконечно малые последова
тельности положительных чисел

Aan = а„_, -  а„, е„ = min{Aa1, Aa2, ..., Aan}, (2)

£2
5

, п = \, 2, ... .

В [10] установлена следующая
Л е м м а  1. Последовательность { ßyj  ”=1 удовлетворяет условиям:

l> ß y > ß y+1>0, J = 1, 2, ...,

ŻPj/ft<i«w Sß,/ßy<[U-
;=/+1 ą j=\ 4

Для каждого n e N положим z*=/ß*, k= 1, 2, ..., n и, взяв каждую точку zk с 
кратностью 2, построим синус-дробь Бернштейна [11, гл. 1, § 1]

« ,,,W  = S i n O , , = (3)
п  > ! +ß’>
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где Ры-гіу) -  четный полином порядка 2п-2, а

^ nW = 2E L arg {Zk ~ У) ■
Л ем м а 2. Пусть Х2/и=Л^*(Р/). Тогда

I Xk ,| < -̂ -е, при I > к ,

I i — (-I)71 < ~ е/ при  I < к .

Доказательство леммы 2 имеется в [8].
Теперь нужную синус-дробь Чебышева-Маркова получим как частный 

случай дробей Бернштейна, положив в (3) л'-(1-у")/(1+у~). Тогда (см. [11, гл. 2, 
§ 1, равенство (9)]) будем иметь

v,(.v) = sin = SinO,, Су) = J l - X 1 ,Л1-----,

где Р„-\(х) -  алгебраический полипом степени п — 1 с действительными ко
эффициентами, a Ci=C 1 — “)/(1+ß̂ .2)/:= 1, 2, ..., п. C учетом замены и по
следних равенств следует, что

О < с, <с2 <...<сп <...< 1 и Vk (Cl) = Xk J  , к =1, 2, / = 1, 2, ....
В банаховом пространстве C0 сходящихся к нулю последовательностей 

f=(f0, б, t2, ...) с нормой ||f|| =sup{|f„|:/;=0, 1, 2, ...} определим множество
Il Uc,,

K={r.O<tk < е ,+:; к= О, 1, 2, ...}.
Если f=(f0, fi, ь, ...)е К, то, полагая Дtk=tk_\-tk, рассмотрим функцию из C|_i, ц 

« ,( іо -Ё ід о . + (н) = т ,  л«, +Ait ) j  і - іГ — — —

Лемма 3. При всех te К справедливы неравенства
(-1 //,, (с, / = 1, 2, ... .

Д о к а за те л ь с т в о . При /= 1 ,2, ...

Iil (Cl ) - (а,_{ + /,.,)  = ^ ( A a k + Atk )vk {с,) -  ( - 1)' (а,_, + Г,.,) =
к =I

I-1
= X  VbIl + Atk Я *., + E (■А"и + АД )(**. , - ( - ! ) ' ) •

і=і <=/
Поскольку fG А\ то Дл*+Дг*>0. Поэтому, используя лемму 2, получим 

К ( с) ) — U (ai-1 T 7/-i)| — Е (А (й + Afс,) ^ —■£;(«о + f0) < Е/ •
-  н=і 2

Лемма доказана.
Для каждого fG Al и .те [-1, 1] определим функцию

/Дл) = E  (Ar/, +Af,)
А=]

-у /3C-, (I-JT )

П*=,
(4)

Ряд в (4) для всех x e f - l ,  1] мажорируется сходящимся числовым рядом 
,(Anll +Atk),  а его члены -  непрерывные функции на отрезке [-1, 1].
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Поэтому при любом te К f  является нечетной функцией из C|_i,i|- При этом 
для AG [0, 1]

/,U-) = -
1

/ 7 , ( 1 - А 2 ) .7 2 -  A2

Покажем, что для всех te К справедливы неравенства

■<R2n( f , )< a n +tn, ,7 = 0, 1, 2, ....77H + [п -  8I,+1
72

Действительно, так как Ivi(A)I=Isin ф 2і (а ) |< 1  и Aak+Atk>0, то для всех a g  [—1, 1]

Jt P*., ( I - A 2 )

(5)

/ , ( А ) - ^ ( Д й ,  + Д / ; ) — -
A = I

I
< - j = =  X  (Д"< + А ? 7 ) |v4 (I -  V2 )| < £  (Да, + M 1 ) = ап + Ill.

yj 2  — A" I =IIfl ,=IIfI

Таким образом, оценка сверху в (5) доказана.
Для доказательства оценки снизу воспользуемся частным случаем тео

ремы Валле Пуссена [12, гл. 2, § 31]. В точках Ui=^Jl-Cl , I= 1, 2, .... /7+1 со
гласно лемме 3

V r / . . \ _  1 / і\/ /, \ ^ ai-i + h-\ ~ 8/( - 1 У /Ц )  = - = =  (-1)'/7,(С/)>-
2 -U1' TI

Поэтому с учетом нечетности функции/, на отрезке [-1, 1] имеются 2/7+2 
точки

wI ~  —7 ^  — c I ’ и 2 = ~ 7 ^  — С2 ’ м„+1 =  — \ / n lII + ! >

77Hf 2 — 71 c IIfI ’ 77IIf-I ~  71 t II ’ •••’ 772iif2 ~  71 С1 ’

в которых f  принимает значения с чередующимися знаками. Следовательно,

/?2„ (X) — min
#/_1 + i ~ £/7І : / = 1, 2, ..., /7 + 1 = flH + 7„ -  eIifI

72
и нижняя оценка в (5) доказана.

Теперь, полагая g = / .  , где /*=(е■. B2, е3, ...)еК, и учитывая (5) и (2),
окончательно получим

й R2n(S) й2а„, /7 = 0, 1, 2, ....

Теорема доказана.
На самом деле при доказательстве теоремы построено несчетное мно

жество функций, удовлетворяющих ее условию. Более того, при дополни
тельных условиях в силу эффективности построения искомой функции на 
последовательность а„^0 можно гарантировать и некоторые другие ее свой

ства. Например, если ряд ап сходится, то g является абсолютно непре

рывной на [-1, 1].
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УДК 517.955

Ф.Е. ЛОМОВЦЕВ

З А Д А Ч И  К О Ш И  Д Л Я  Ф А К Т О Р И З О В А Н Н Ы Х  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О - О П Е Р А Т О Р Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й  

C П Е Р Е М Е Н Н Ы М И  О Б Л А С Т Я М И  О П Р Е Д Е Л Е Н И Я

The correct strong solvability of the Cauchy problems for factorized differential equations with 
variable domains of operator coefficients is proved. The formula of their strong solutions

U = M 1 - M m 3  is obtained.

Функциональным методом из [1] докажем корректную сильную разре
шимость задач Коши для факторизованных дифференциальных уравнений с 
переменными областями определения операторных коэффициентов и выве
дем формулу их сильных решений (14).

1. П о с т а н о в к а  задач . В гильбертовом пространстве Я со скалярным про
изведением (•,•) и нормой |*| рассматриваются задачи Коши (ЗК):

C m {t)u = {dldt + Am{ t ) ) - i d l d t  + Ax{ t)) i i= f,  /е ]0 , Т[, (1)

Ijii 3clj ii /d tj \l=0= е  Я, 0< j < m - 1, m = 1, 2, ..., (2)

где к , / -  функции t со значениями в Я, Ak(t) -  линейные положительные са
мосопряженные операторы в Я с зависящими от t областями определения 
D(Ak(r)).

I. Операторы Ak(t), ?е [0, Т[, являются сужениями на D(Ak(t)) линейных 
операторов AtU) в Я с не зависящими от t областями определения D(Ak).

II. Области определения D(Ak U)) степеней Ä"(t) плотны в Я, 1 <£<//;; 
эквивалентны нормы: |Av(f)it|~|Ai(/)//|--|Av(f)/<-A;(f)H| для VueD(AkU)), Vze [0, Т[, 
1 <sźk<nr, и существуют постоянные с,д>0, что

|Ал.( /)А Д 0 г -А ,(0 Л -(0 І („ ^ . , | v | (a+2)|0 Vve w ü+4(r), ,6  [0, Г[,

а  < Ъп - 4 ,  S Ф к, (3)

где гильбертовы пространства И" (?) -  области определения D(A“/2(r)) сте

пеней А“/2(?), наделенные эрмитовыми нормами Н а()) = |a“/2(?)v|, а<2ш.
III. Существуют линейные положительные самосопряженные операторы 

B(t), ?е[0, '/’[, в Я с зависящими от t областями определения D(BU)), У кото
рых обратные ZT1(Z), Ak(t)B~\t) и их сильная производная üB~\t)ldt из 
Z.„(]0, 71, X(H)), и равномерно по t существуют пределы:
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