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�á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥  ¬¨ £àã¯¯ë ª®¥çë. � ¤ «ì¥©è¥¬ á¨¬¢®« ! ®§ ç ¥â ¥ª®â®à®¥
¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥«. �«¥¤ãï [1], á¨¬¢®«®¬ G!d ®¡®§ ç¨¬  ¨¡®«ìèãî ®à¬ «ì-
ãî ¢ G ¯®¤£àã¯¯ã N á® á¢®©áâ¢®¬ ! \ �(H=K) 6= ? ¤«ï ª ¦¤®£® ª®¬¯®§¨æ¨®®£® ä ªâ®à 
H=K ¨§ N (G!d = 1, ¥á«¨ ! \ �(Soc(G)) = ?). � ª ¨ ¢ [2], ç¥à¥§ Cp(G) ®¡®§ ç¨¬ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥
æ¥âà «¨§ â®à®¢ ¢á¥å â¥å £« ¢ëå ä ªâ®à®¢ £àã¯¯ë G, çì¨ ª®¬¯®§¨æ¨®ë¥ ä ªâ®àë ¨¬¥îâ
¯à®áâ®© ¯®àï¤®ª p (Cp(G) = G, ¥á«¨ ¢ G ¥â £« ¢ëå ä ªâ®à®¢ á â ª¨¬ á¢®©áâ¢®¬). � ª®-
¥æ, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á® áâ ¤ àâ®© â¥à¬¨®«®£¨¥©, ç¥à¥§ GS!

®¡®§ ç¨¬ S!-à ¤¨ª « £àã¯¯ë
G, â. ¥. ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢á¥å â ª¨å ¥¥ à §à¥è¨¬ëå ®à¬ «ìëå ¯®¤£àã¯¯, çì¨ ¯®àï¤ª¨ ï¢«ïîâáï
!-£àã¯¯ ¬¨.

�ãáâì f | ¯à®¨§¢®«ì ï äãªæ¨ï ¢¨¤ 

f : ! [ f!0g ! fä®à¬ æ¨¨ £àã¯¯g: (1)

�«¥¤ãï [1], [3] á®®â¢¥âáâ¢¥®, á®¯®áâ ¢¨¬ äãªæ¨¨ f ¤¢  ª« áá  £àã¯¯

LF!(f) = (G j G=G!d 2 f(!0) ¨ G=Fp(G) 2 f(p) ¤«ï ¢á¥å p 2 �(G) \ !)

¨

CF!(f) = (G j G=GS!
2 f(!0) ¨ G=Cp(G) 2 f(p) ¤«ï ¢á¥å â ª¨å p 2 !;

çâ® ¢ G ¨¬¥¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨®ë© ä ªâ®à ¯®àï¤ª  p):

�á«¨ ä®à¬ æ¨ï F = LF!(f) ¤«ï ¥ª®â®à®© äãªæ¨¨ ¢¨¤  (1), â® F  §ë¢ ¥âáï !-«®ª «ì®©
ä®à¬ æ¨¥© á !-«®ª «ìë¬ á¯ãâ¨ª®¬ f [1]. �á«¨ ¦¥ F = CF!(f), â® F  §ë¢ ¥âáï !-ª®¬¯®§¨-
æ¨®®© ä®à¬ æ¨¥© á !-ª®¬¯®§¨æ¨®ë¬ á¯ãâ¨ª®¬ f [3]. �¥âàã¤® § ¬¥â¨âì, çâ® ª« áá «®-
ª «ìëå ä®à¬ æ¨© á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá®¬ P-«®ª «ìëå ä®à¬ æ¨© (á¬. ¯®¤à®¡¥¥ [1]),   ª« áá
ª®¬¯®§¨æ¨®ëå ä®à¬ æ¨© á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá®¬ P-ª®¬¯®§¨æ¨®ëå ä®à¬ æ¨©.

� ¯®¬¨¬ â¥¯¥àì ¢®áå®¤ïé¨¥ ª à ¡®â¥ [4] ¯®ïâ¨ï ªà â® !-«®ª «ì®© ¨ ªà â® !-ª®¬¯®-
§¨æ¨®®© ä®à¬ æ¨©. �áïª ï ä®à¬ æ¨ï áç¨â ¥âáï 0-ªà â® !-«®ª «ì®©,   ¯à¨ n > 0 ä®à-
¬ æ¨ï F  §ë¢ ¥âáï n-ªà â® !-«®ª «ì®© [1], ¥á«¨ F = LF!(f), £¤¥ ¢á¥ ¥¯ãáâë¥ § ç¥¨ï
äãªæ¨¨ f ï¢«ïîâáï (n � 1)-ªà â® !-«®ª «ìë¬¨ ä®à¬ æ¨ï¬¨. � «®£¨ç®, ¢áïª ï ä®à¬ -
æ¨ï áç¨â ¥âáï 0-ªà â® !-ª®¬¯®§¨æ¨®®©,   ¯à¨ n > 0 ä®à¬ æ¨ï F  §ë¢ ¥âáï n-ªà â® !-
ª®¬¯®§¨æ¨®®© [3], ¥á«¨ F = CF!(f), £¤¥ ¢á¥ ¥¯ãáâë¥ § ç¥¨ï äãªæ¨¨ f ï¢«ïîâáï (n� 1)-
ªà â® !-ª®¬¯®§¨æ¨®ë¬¨ ä®à¬ æ¨ï¬¨.

�â®á¨â¥«ì® ¢ª«îç¥¨ï� ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å n-ªà â® !-«®ª «ìëå ä®à¬ æ¨© l!n ¨ ¬®¦¥áâ¢®
¢á¥å n-ªà â® !-ª®¬¯®§¨æ¨®ëå ä®à¬ æ¨© c!n ï¢«ïîâáï ¯®«ë¬¨ à¥è¥âª ¬¨.

� [5] ¡ë«  ãáâ ®¢«¥  ¬®¤ã«ïà®áâì à¥è¥âª¨ «®ª «ìëå ä®à¬ æ¨© l = lP1 . �¯®á«¥¤áâ¢¨¨
íâ®â ä ªâ  è¥« ¬®£® ¯à¨«®¦¥¨© ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ «®ª «ìëå ä®à¬ æ¨© á § ¤ ë¬¨ ¢ã-
âà¥¨¬¨ ®£à ¨ç¥¨ï¬¨ (á¬. [6], £«. 4; [7], £«. 4, 5), ¨ ® ¡ë« à §¢¨â ¢ à §«¨çëå  ¯à ¢«¥¨ïå.
� ç áâ®áâ¨, �.�. �ª¨¡®© ¡ë«® ãáâ ®¢«¥® (á¬. ¯®¤à®¡¥¥ [6], x 8), çâ® ¯à¨ «î¡ëå æ¥«ëå n ¨
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m ã à¥è¥â®ª ln = lPn ¨ lm = lPm á¨áâ¥¬ë â®¦¤¥áâ¢ á®¢¯ ¤ îâ. �®§¤¥¥ ¢ [8] ¡ë«  ¤®ª §   ¬®¤ã-
«ïà®áâì à¥è¥âª¨ ¢á¥å !-«®ª «ìëå ä®à¬ æ¨© l!0 ,   ¢ [1], [3] ¡ë«  ãáâ ®¢«¥  ¬®¤ã«ïà®áâì
à¥è¥â®ª l!n ¨ c!n ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ìëå ! ¨ n.

� ¤ ®© à ¡®â¥ ¤®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã, ®å¢ âë¢ îéãî ¢á¥ íâ¨ à¥§ã«ìâ âë ¨ ¤ îéãî
¯®«®¦¨â¥«ìë© ®â¢¥â   ¢®¯à®á 2 ¨§ [1] ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ! | ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢®.

�¥®à¥¬ . �ãáâì m ¨ n | æ¥«ë¥ ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ ç¨á« . �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥

ãâ¢¥à¦¤¥¨ï :

1) ¢áïª®¥ â®¦¤¥áâ¢® à¥è¥âª¨ ¢á¥å ä®à¬ æ¨© l!0 ¢ë¯®«ï¥âáï ¢ ª ¦¤®© ¨§ à¥è¥â®ª l!n ,
c!m;

2) ¥á«¨ ! | ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢®, â® á¨áâ¥¬ë â®¦¤¥áâ¢ à¥è¥â®ª l!n ¨ c!m á®¢¯ ¤ îâ.

�¨¬¢®«®¬ l!n formX ®¡®§ ç ¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¢á¥å â¥å n-ªà â® !-«®ª «ìëå ä®à¬ æ¨©,
ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ â á®¢®ªã¯®áâì £àã¯¯ X. � [1] ¡ë«® ¤®ª § ®, çâ® ¥á«¨ F = l!n formX, â®
F = LF!(f), £¤¥

f(a) =

8>><
>>:

l!n�1 form(G=Fp(G) j G 2 X); ¥á«¨ a 2 !
T
�(X);

?; ¥á«¨ a 2 ! n �(X);

l!n�1 form(G=G!d j G 2 X); ¥á«¨ a = !0:

� ª®© á¯ãâ¨ª f  §ë¢ ¥âáï [1] ¬¨¨¬ «ìë¬ l!n�1-§ çë¬ !-«®ª «ìë¬ á¯ãâ¨ª®¬ ä®à¬ -
æ¨¨ F.

�¥¬¬  1. �ãáâì A | ¬®®«¨â¨ç¥áª ï £àã¯¯  á ¥ ¡¥«¥¢ë¬ ¬®®«¨â®¬ R, M | ¥ª®â®-

à ï ¯®«ãä®à¬ æ¨ï ¨ A 2 l!n formM. �®£¤  A 2M.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨î ¯® n. �ãáâì n = 0. �®£¤ 

A 2 l!0 formM = formM:

�ãáâì A =2 M. �®£¤  á®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 1.2.26 ¨§ [7] ¢ formM  ©¤¥âáï £àã¯¯  H á â ª¨¬¨
®à¬ «ìë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ N;M;N1; : : : ; Nt;M1; : : : ;Mt (t � 2), çâ® ¢ë¯®«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï:

1) A ' H=N ¨ M=N = Soc(H=N); 2) H=Ni | ¬®®«¨â¨ç¥áª ïM-£àã¯¯  á ¬®®«¨â®¬ Mi=Ni,
ª®â®àë© H-¨§®¬®àä¥ M=N .
�®ïâ®, çâ® CH(M=N) = N . � ç¨â, Ni � N . �®íâ®¬ã A ' H=N 2 M. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. �â ª,
ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ «¥¬¬ë ¯à¨ n = 0 ¢¥à®.

�ãáâì n > 0 ¨ ¯à¨ n� 1 «¥¬¬  ¢¥à .
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ f ¬¨¨¬ «ìë© l!n�1-§ çë© !-«®ª «ìë© á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨ F = l!n formM.

�á«¨ !
T
�(R) = ?, â® A!d = 1 ¨ ¯®íâ®¬ã ¯® «¥¬¬¥ 5 ¨§ [1]

A ' A=A!d 2 f(!0) � l!n�1 formM:

�«¥¤®¢ â¥«ì®, A 2M. �ãáâì !
T
�(R) 6= ? ¨ p 2 !

T
�(R). �®£¤  Fp(A) = 1 ¨ ¯®íâ®¬ã ¯® «¥¬¬¥

5 ¨§ [1]

A ' A=Fp(A) 2 f(p) � l!n�1 formM:

� ç¨â, A 2M.

�¥¬¬  2. �ãáâì M | ¯®«ãä®à¬ æ¨ï ¨ A 2 l!n formM. �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®-

¢¨ï :
1) ¥á«¨ Op(A) = 1 ¨ p 2 !, â® A 2 l!n formM1, £¤¥ M1 = fG=Op(G) j G 2Mg;
2) ¥á«¨ A!d = 1, â® A 2 l!n formM1, £¤¥ M1 = fG=G!d(G) j G 2Mg.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ A 2 M, â® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ «¥¬¬ë ®ç¥¢¨¤®. �®íâ®¬ã ¢ ¤ «ì¥©è¥¬
¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® A =2M.

� ç «  ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® A| ¬®®«¨â¨ç¥áª ï £àã¯¯  á ¬®®«¨â®¬ R. �ãáâì n = 0. �®£¤ 
A 2 l!0 formM = formM. � ç¨â, á®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 1.2.26 ¨§ [7] ¢ ä®à¬ æ¨¨ formM  ©¤¥âáï
£àã¯¯  H á â ª¨¬¨ ®à¬ «ìë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ N;M;N1; : : : ; Nt;M1; : : : ;Mt (t � 2), çâ® ¢ë¯®«-
ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï: 1) H=N ' A, M=N = Soc(H=N); 2) N1

T
� � �
T
Nt = 1; 3) H=Ni |

¬®®«¨â¨ç¥áª ï M-£àã¯¯  á ¬®®«¨â®¬ Mi=Ni, ª®â®àë© H-¨§®¬®àä¥ M=N . � ç¨â, ¨§ ãá«®-
¢¨© 2) ¨ 3) á«¥¤ã¥â, çâ®

A 2 HR0fH=N1; : : : ;H=Ntg � formM1:

�ãáâì n > 0. �à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® Op(A) = 1. �á«¨ R| ¥ ¡¥«¥¢  £àã¯¯ , â® á®£« á®
«¥¬¬¥ 1 A 2 M, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â  è¥¬ã ¯¥à¢® ç «ì®¬ã á®£« è¥¨î ®â®á¨â¥«ì® £àã¯-
¯ë A. � ç¨â, R | q-£àã¯¯ , £¤¥ q 2 P n fpg. �«¥¤®¢ â¥«ì®, Fq(A) = Oq(A). �®áª®«ìªã ¤«ï
«î¡®© £àã¯¯ë G ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

G=G!d ' (G=Op(G))=(G!d(G)=Op(G)) ' (G=Op(G))=(G=Op(G))!d;

â® ¯® «¥¬¬¥ 5 ¨§ [1] f(!0) = h(!0), £¤¥ f ¨ h|¬¨¨¬ «ìë¥ l!n�1-§ çë¥ !-«®ª «ìëe á¯ãâ¨ª¨
ä®à¬ æ¨© F = l!n formM ¨ H = l!n formM1 á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ç¨â, ¥á«¨ q =2 !, â® A!d = 1 ¨
¯®íâ®¬ã

A ' A=A!d 2 f(!0) = h(!0) � H:

�ãáâì q 2 !. �®£¤  ¯®áª®«ìªã ¤«ï «î¡®© £àã¯¯ë G ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

G=Fq(G) ' (G=Op(G))=(Fq(G)=Op(G)) = (G=Op(G))=Fq(G=Op(G));

â® ¯® «¥¬¬¥ 5 ¨§ [1] f(q) = h(q). � ç¨â, A=Oq(A) 2 H ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,

A=Fr(A) ' (A=Oq(A))=(Fr(A)=Oq(A)) = (A=Oq(A))=Fr(A=Oq(A)) 2 h(r)

¤«ï ¢á¥å r 2 !
T
�(A). � ç¨â, A 2 H. � «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® A 2 l!n formM1, £¤¥ M1 =

fG=O!d(G) j G 2Mg.
� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì á«ãç ©, ª®£¤  Soc(A) = N1 � � � � �Nt, £¤¥ t > 1. �ãáâì Mi |  ¨¡®«ìè ï

®à¬ «ì ï ¢ A ¯®¤£àã¯¯ , á®¤¥à¦ é ï N1 � � � � � Ni�1 � Ni+1 � � � � � Nt, ® ¥ á®¤¥à¦ é ï
Ni, i = 1; : : : ; t. �®£¤  á®£« á® «¥¬¬¥ 4.1.3 ¨§ [7] A 2 R0(A=M1; : : : ; A=Mt), £¤¥ A=Mi | ¬®®«¨-
â¨ç¥áª ï £àã¯¯  á ¬®®«¨â®¬ NiMi=Mi. �®ïâ®, çâ® A=Mi 2 l!n formM. � ç¨â, á®£« á® ã¦¥
¤®ª § ®¬ã A=Mi 2 l!n formM1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, A 2 H.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì®© á®¢®ªã¯®áâ¨ n-ªà â® !-«®ª «ìëå ä®à¬ æ¨© fFi j i 2 Ig ¯®«®¦¨¬

_!
n(Fi j i 2 I) = l!n form

�[
i2I

Fi

�
;

¢ ç áâ®áâ¨,
M _!

n H = l!n form(M
[
H):

�ãªæ¨ï f : !
S
f!0g ! fä®à¬ æ¨¨ £àã¯¯g  §ë¢ ¥âáï l!n-§ ç®©, ¥á«¨ ¢á¥ ¥¥ § ç¥¨ï

¯à¨ ¤«¥¦ â à¥è¥âª¥ l!n .
�ãáâì ffi j i 2 Ig | ¥ª®â®à ï á®¢®ªã¯®áâì l!n-§ çëå äãªæ¨© ¢¨¤ 

fi : !
[
f!0g ! fä®à¬ æ¨¨ £àã¯¯g:

�®£¤  ç¥à¥§ _!
n(fi j i 2 I) ®¡®§ ç¨¬ â ªãî äãªæ¨î f , çâ® f(!0) = l!n form(

S
i2I fi(!

0)),
¢ ç áâ®áâ¨, (f1 _!

n f2)(!0) = l!n form(f1(!
0)
S
f2(!0)) ¨ f(p) = l!n form(

S
i2I fi(p)), ¢ ç áâ®áâ¨,

(f1 _!
n f2)(p) = l!n form(f1(p)

S
f2(p)), ¥á«¨ ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®¤  ¨§ ä®à¬ æ¨© fi(p) 6= ?. �á«¨ ¦¥

fi(p) = ? ¤«ï ¢á¥å i 2 I, â® ¯®« £ ¥¬ f(p) = ?.
�§ «¥¬¬ë 5 ¨§ [1] á«¥¤ã¥â
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�¥¬¬  3. �ãáâì fi | ¬¨¨¬ «ìë© l!n�1-§ çë© !-«®ª «ìë© á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨ Fi,

i 2 I. �®£¤  _!
n�1(fi j i 2 I) | ¬¨¨¬ «ìë© l!n�1-§ çë© !-«®ª «ìë© á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨

F = _!
n(Fi j i 2 I).

�á«¨ F = LF!(f) ¨ f(a) � F ¤«ï ¢á¥å a 2 !
S
f!0g, â® f  §ë¢ ¥âáï ¢ãâà¥¨¬ á¯ãâ¨ª®¬

ä®à¬ æ¨¨ F.

�¥¬¬  4. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£®  ¡®à  fFi = LF!(fi) j i 2 Ig !-«®ª «ìëå ä®à¬ æ¨© Fi, £¤¥

fi | ¥ª®â®àë© ¢ãâà¥¨© l!n�1-§ çë© á¯ãâ¨ª Fi, á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®

_!
n(Fi j i 2 I) = LF!(_

!
n�1(fi j i 2 I)):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì fFi j i 2 Ig | ¯à®¨§¢®«ìë©  ¡®à n-ªà â® !-«®ª «ìëå ä®à-
¬ æ¨© ¨ fi | ¥ª®â®àë© ¢ãâà¥¨© l!n�1-§ çë© !-«®ª «ìë© á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨ Fi. �ãáâì
F = _!

n(Fi j i 2 I), M = LF!(_!
n�1(fi j i 2 I)) ¨ hi | ¬¨¨¬ «ìë© l!n�1-§ çë© !-«®ª «ìë©

á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨ Fi. �®£¤  ¢¢¨¤ã «¥¬¬ë 3 h = _!
n�1(hi j i 2 I) | ¬¨¨¬ «ìë© l!n�1-§ çë©

!-«®ª «ìë© á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨ F ¨, ®ç¥¢¨¤®, h � f = _!
n�1(fi j i 2 I). � ç¨â, F �M. �à¥¤¯®-

«®¦¨¬, çâ® ®¡à â®¥ ¢ª«îç¥¨¥ ¥¢¥à®. �ãáâì G | £àã¯¯  ¬¨¨¬ «ì®£® ¯®àï¤ª  ¨§ M n F.
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ R ¬®®«¨â £àã¯¯ë G. �®£¤  R = GF. �ãáâì p 2 �(R)

T
!.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® R | ¥ ¡¥«¥¢  £àã¯¯ . �®£¤  Fp(G) = 1. �®íâ®¬ã

G ' G=Fp(G) 2 (_!
n�1(fi j i 2 I))(p) = l!n�1 form

�[
i2I

fi(p)
�
:

� ç¨â, á®£« á® «¥¬¬¥ 1
G 2

[
i2I

fi(p) �
[
i2I

Fi � F:

�à®â¨¢®à¥ç¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì®, R | p-£àã¯¯ . �®£¤  Op(G) = Fp(G). �® G 2M = LF!(_!
n�1(fi j

i 2 I)). � ç¨â, G=Op(G) 2 l!n�1 form(
S

i2I fi(p)). � ª ª ª ¯à¨ íâ®¬ Op(G=Op(G)) = 1, â® ¯®
«¥¬¬¥ 2 ¨ «¥¬¬¥ 5 ¨§ [1]

G=Op(G) 2 l!n�1 form(A=Op(A) j A 2
[
i2I

fi(p)) =

= l!n�1 form
�[
i2I

l!n�1 form(A=Op(A) j A 2 fi(p))
�
=

= l!n�1 form
�[
i2I

hi(p)
�
= (_!

n�1(hi j i 2 I))(p) = h(p):

� ç¨â, á®£« á® «¥¬¬¥ 4 ¨§ [1] G 2 F. �®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® !
T
�(R) = ?

¨ ¯®íâ®¬ã G!d = 1. �®¢  ¯à¨¬¥ïï «¥¬¬ã 2 ¨ «¥¬¬ã 5 ¨§ [1], ¨¬¥¥¬

G ' G=G!d 2 l!n�1 form(A=A!d j A 2
[
i2I

fi(!
0)) =

= l!n�1 form
�[
i2I

l!n�1 form(A=A!d j A 2 fi(!
0))
�
=

= l!n�1 form
�[
i2I

hi(!0)
�
= (_!

n�1(hi j i 2 I))(!0) = h(!0):

�«¥¤®¢ â¥«ì®, F =M.

� ¯®¬¨¬ [7], çâ® á®¢®ªã¯®áâì ä®à¬ æ¨© �  §ë¢ ¥âáï ¯®«®© à¥è¥âª®© ä®à¬ æ¨©, ¥á«¨
¯¥à¥á¥ç¥¨¥ «î¡®© á®¢®ªã¯®áâ¨ ä®à¬ æ¨© ¨§ � á®¢  ¯à¨ ¤«¥¦¨â � ¨ ¢ � ¨¬¥¥âáï â ª ï
ä®à¬ æ¨ï F, çâ® M � F ¤«ï «î¡®© ¤àã£®© ä®à¬ æ¨¨ M ¨§ �. �®à¬ æ¨¨, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ �,
 §ë¢ îâáï �-ä®à¬ æ¨ï¬¨. � ¤ «ì¥©è¥¬ � ®¡®§ ç ¥â ¥ª®â®àãî ¯®«ãî à¥è¥âªã ä®à¬ æ¨©
¨ ¥á«¨ M;H 2 �, â® M

T
H | ¨¦ïï £à ì ¤«ï fM;Hg ¢ �. �¨¬¢®«®¬ M _� H ®¡®§ ç ¥âáï

([7], c. 151) ¢¥àåïï £à ì ¤«ï fM;Hg ¢ �.
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�ãáâì X | ¥ª®â®àë© ¥¯ãáâ®© ª« áá £àã¯¯. �®«ãî à¥è¥âªã ä®à¬ æ¨© �  §®¢¥¬ X-

®â¤¥«¨¬®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® â¥à¬  !(x1; : : : ; xm) á¨£ âãàë f
T
;_�g, «î¡ëå �-ä®à¬ æ¨© F1; : : : ;Fm

¨ «î¡®© £àã¯¯ë A 2 X
T
!(F1; : : : ;Fm)  ©¤ãâáï â ª¨¥ X-£àã¯¯ë A1 2 F1; : : : ; Am 2 Fm, çâ®

A 2 !(� formA1; : : : ; � formAm).

�¥¬¬  5. �¥è¥âª  l!n G-®â¤¥«¨¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì !(x1; : : : ; xm) | â¥à¬ á¨£ âãàë f
T
;_!

ng, F1; : : : ;Fm | ¯à®¨§¢®«ì-
ë¥ ä®à¬ æ¨¨ ¨§ l!n ¨ A 2 !(F1; : : : ;Fm). �¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã r ¢å®¦¤¥¨© á¨¬¢®«®¢ ¨§ f

T
;_!

ng
¢ â¥à¬ ! ¯®ª ¦¥¬, çâ®  ©¤ãâáï â ª¨¥ £àã¯¯ë Ai 2 Fi, i = 1; : : : ;m, çâ® A 2 !(M1; : : : ;Mm),
£¤¥Mi = l!n formAi. �à¨ r = 0 íâ® ®ç¥¢¨¤®. �¤ãªæ¨¥© ¯® n ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¤ ®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥
¢¥à® ¯à¨ r = 1. �ãáâì n = 0, â. ¥. «¨¡® A 2 F1

T
F2, «¨¡®

A 2 F1 _
!
0 F2 = l!0 form(F1

[
F2) = form(F1

[
F2):

� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ A 2 formA
T
formA. �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¯® «¥¬¬¥ 1.2.22 ¨§ [7] A ' H=N , £¤¥

H 2 R0(F1
[
F2):

�®ïâ®, çâ® HF1
T
HF2 = 1. � ç¨â,

A 2 formfH=HF1 ;H=HF2g = form(H=HF1) _ form(H=HF2) � F1 _
!
0 F2:

�ãáâì n > 0, fp1; : : : ; ptg = �(A) ¨ A 2 F1 _
!
n F2. �®£¤  ¢¢¨¤ã â¥®à¥¬ë 1.3.13 ¨§ [7] ¨ «¥¬¬ë 3

A=Fpi(A) 2 f1(pi) _
!
n�1 f2(pi); A=A!d 2 f1(!

0) _!
n�1 f2(!

0);

£¤¥ fj | ¬¨¨¬ «ìë© l!n�1-§ çë© !-«®ª «ìë© á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨ Fj , j = 1; 2. �® ¨¤ãªæ¨¨
 ©¤ãâáï â ª¨¥ £àã¯¯ë Ai1 2 f1(pi), Ai2 2 f2(pi), T1 2 f1(!0), T2 2 f2(!0), çâ®

A=Fpi(A) 2 (l!n�1 formAi1) _
!
n�1 (l

!
n�1 formAi2);

A=A!d 2 (l!n�1 formT1) _
!
n�1 (l

!
n�1 formT2):

�á®, çâ®

(l!n�1 formAi1) _
!
n�1 (l

!
n�1 formAi2) = l!n�1 formfAi1 ; Ai2g;

(l!n�1 formT1) _!
n�1 (l

!
n�1 formT2) = l!n�1 formfT1; T2g:

�ãáâìM1 | ¯®«ãä®à¬ æ¨ï, ¯®à®¦¤¥ ï £àã¯¯®© Ai1 ,M2 | ¯®«ãä®à¬ æ¨ï, ¯®à®¦¤¥ ï
£àã¯¯®© Ai2 . �®ïâ®, çâ® M1

S
M2 | ¯®«ãä®à¬ æ¨ï ¨

A=Fpi(A) 2 l!n�1 formfAi1 ; Ai2g = l!n�1 form(M1

[
M2):

� ç¨â, ¢¢¨¤ã «¥¬¬ë 2 ¬®¦® áç¨â âì, çâ®

jOpi(Ak)j = 1 = jOpi(Bl)j

¤«ï ¢á¥å k = 1; : : : ; t ¨ l = 1; : : : ; r.
�à¨¬¥ïï «¥¬¬ã 2 ¨   «®£¨çë¥ á®®¡à ¦¥¨ï, ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® (Ti)!d = 1, i = 1; 2.
�ãáâì Di1 = A1 � � � � �At ¨ Di2 = B1 � � � � �Br. �®£¤ 

jOpi(Di1)j = 1 = jOpi(Di2)j:

�à®¬¥ â®£®, ¯®ïâ®, çâ®

A=Fpi(A) 2 l!n�1 form(Di1 ;Di2) � l!n�1 formfAi1 ; Ai2g:

�ãáâì Zi | £àã¯¯  ¯®àï¤ª  pi, Bi1 = Zi oDi1 , Bi2 = Zi oDi2 . �¢¨¤ã «¥¬¬ë 4 ¨§ [1] Bi1 2 F1,
Bi2 2 F2. � ç¨â,

A1 = B11 �B21 � � � � �Bt1 � T1 2 F1; A2 = B12 �B22 � � � � �Bt2 � T2 2 F2:
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�®ª ¦¥¬, çâ®
A 2 F = (l!n formA1) _

!
n (l

!
n formA2):

�«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì, çâ® A=A!d 2 f(!0) ¨ A=Fpi(A) 2 f(pi), £¤¥ f | ¬¨¨-
¬ «ìë© l!n�1-§ çë© !-«®ª «ìë© á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨ F. �®ïâ®, çâ® Bi1 2 F. � ç¨â,
Bi1=Fpi(Bi1) 2 f(pi). �®, ¯®áª®«ìªã Opi(Di1) = 1, â® Bi1=Fpi(Bi1) ' Di1 , â. ¥. Di1 2 f(pi). � «®-
£¨ç® ã¡¥¦¤ ¥¬áï, çâ® Di2 2 f(pi). �«¥¤®¢ â¥«ì®,

A=Fpi(A) 2 l!n�1 formfDi1 ; Di2g � f(pi):

�®ïâ®, çâ® T1; T2 2 F. � ç¨â, ¯® «¥¬¬¥ 5 ¨§ [1]

Ti ' Ti=(Ti)!d 2 f(!0) = l!n�1 form(G=G!d j G 2 F) = f(!0):

�«¥¤®¢ â¥«ì®, l!n�1 formfT1; T2g � f(!0). �®íâ®¬ã A=A!d 2 f(!0). �â¨¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ® ãâ¢¥à-
¦¤¥¨¥ «¥¬¬ë ¯à¨ r = 1.

�ãáâì â¥¯¥àì â¥à¬ ! ¨¬¥¥â r > 1 ¢å®¦¤¥¨© á¨¬¢®«®¢ ¨§ f
T
;_!

ng ¨ ¤«ï â¥à¬®¢ á ¬¥ìè¨¬
ç¨á«®¬ ¢å®¦¤¥¨© «¥¬¬  ¢¥à . �ãáâì ! ¨¬¥¥â ¢¨¤

!1(xi1 ; : : : ; xia)4!2(xj1 ; : : : ; xjb);

£¤¥ 4 2 f
T
;_!

ng, ¨

fxi1 ; : : : ; xiag
[
fxj1 ; : : : ; xjbg = fx1; : : : ; xmg:

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ H1 ä®à¬ æ¨î !1(Fi1 ; : : : ;Fia),   ç¥à¥§ H2 | ä®à¬ æ¨î !2(Fj1 ; : : : ;Fjb). �®£¤ 
 ©¤ãâáï â ª¨¥ £àã¯¯ë A1 2 H1, A2 2 H2, çâ® A 2 l!n formA14l

!
n formA2. � ¤àã£®© áâ®à®ë,

á®£« á® ¨¤ãªâ¨¢®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î  ©¤ãâáï â ª¨¥ £àã¯¯ë B1; : : : ; Ba; C1; : : : ; Cb, çâ®

Bk 2 Fik ; Ck 2 Fjk ; A1 2 !1(l!n formB1; : : : ; l
!
n formBn); A2 2 !2(l!n formC1; : : : ; l

!
n formCb):

�ãáâì ¯¥à¥¬¥ë¥ xi1 ; : : : ; xit ¥ ¢å®¤ïâ ¢ á«®¢® !2,   ¢á¥ ¯¥à¥¬¥ë¥ xit+1 ; : : : ; xia ¢ íâ® á«®¢®
¢å®¤ïâ. �ãáâì Dik = Bk, ¥á«¨ k < t+1, Dik = Bk�Cq, £¤¥ q â ª®¥, çâ® xik = xjq ¯à¨ ¢á¥å k � t+1.
�ãáâì Djk = Ck, ¥á«¨ xjk =2 fxit+1 ; : : : ; xiag. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Mp ä®à¬ æ¨î l!n formDip ,   ç¥à¥§
Xc | ä®à¬ æ¨î

l!n formDjc ; p = 1; : : : ; a; c = 1; : : : ; b:

�®£¤  ïá®, çâ®
A1 2 !1(M1; : : : ;Ma); A2 2 !2(X1; : : : ;Xb):

� ç¨â,  ©¤ãâáï â ª¨¥ ä®à¬ æ¨¨ H1; : : : ;Hm, çâ®

A 2 !1(Hi1 ; : : : ;Hia)4!2(Hj1 ; : : : ;Hjb) = !(H1; : : : ;Hm);

£¤¥ Hi = l!n formKi, Ki 2 Fi. �â ª, ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® à¥è¥âª  l!n G-®â¤¥«¨¬ .

�«ï ¢áïª®£® â¥à¬  ! á¨£ âãàë f
T
;_!

ng ç¥à¥§ ! ®¡®§ ç¨¬ â¥à¬ á¨£ âãàë f
T
;_!

n�1g, ¯®«ã-
ç ¥¬ë© ¨§ â¥à¬  !, § ¬¥®© ª ¦¤®£® ¢å®¦¤¥¨ï á¨¬¢®«  _!

n   á¨¬¢®« _!
n�1.

�¥¬¬  6. �ãáâì !(x1; : : : ; xm) | â¥à¬ á¨£ âãàë f
T
;_!

ng, fi | ¢ãâà¥¨© l!n�1-§ çë©
!-«®ª «ìë© á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨ Fi, i = 1; : : : ;m. �®£¤ 

!(F1; : : : ;Fm) = LF!(!(f1; : : : ; fm)):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨î ¯® ç¨á«ã r ¢å®¦¤¥¨© ¢ â¥à¬ ! á¨¬¢®«®¢ ¨§ f
T
;_!

ng.
�ãáâì

!(x1; : : : ; xm) = !1(xi1 ; : : : ; xia)4!2(xj1 ; : : : ; xjb);

£¤¥ 4 2 f
T
;_!

ng,

fxi1 ; : : : ; xiag
[
fxj1 ; : : : ; xjbg = fx1; : : : ; xmg
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¨ «¥¬¬  ¤«ï â¥à¬®¢ !1, !2 ¢ë¯®«ï¥âáï. �®£¤ 

!1(Fi1 ; : : : ;Fia) = LF!(!1(fi1 ; : : : ; fia));

!2(Fj1 ; : : : ;Fjb) = LF!(!2(fj1 ; : : : ; fjb)):

�®ïâ®, çâ® ®¡  á¯ãâ¨ª  !1(fi1 ; : : : ; fia) ¨ !2(fj1 ; : : : ; fjb) ¢ãâà¥¨¥. � ç¨â,

!(F1; : : : ;Fm) = !1(Fi1 ; : : : ;Fia)4!2(Fj1 ; : : : ;Fjb) =

= LF!(!1(fi1 ; : : : ; fia)4!2(fj1 ; : : : ; fjb)) = LF!(!(f1; : : : ; fm));

£¤¥ 4 =
T
, ¥á«¨ 4 =

T
¨ 4 = _!

n�1, ¥á«¨ 4 = _!
n.

�¥¬¬  7. �ãáâì �| X-®â¤¥«¨¬ ï ¯®« ï à¥è¥âª  ä®à¬ æ¨©,M |â ª ï ¥¥ ¯®¤à¥è¥âª ,

ª®â®à ï á® ¢áïª®© á¢®¥© ä®à¬ æ¨¥© F á®¤¥à¦¨â ¨ ¢á¥ ¥¥ ®¤®¯®à®¦¤¥ë¥ �-¯®¤ä®à¬ æ¨¨ ¢¨¤ 

� formA, £¤¥ A 2 X. �®£¤  â®¦¤¥áâ¢® !1 = !2 á¨£ âãàë f
T
;_�g ¨áâ¨® ¢ M , ¥á«¨ ®®

¢ë¯®«ï¥âáï ¤«ï ¢á¥å ®¤®¯®à®¦¤¥ëå �-ä®à¬ æ¨© ¨§ M .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì xi1 ; : : : ; xia | ¯¥à¥¬¥ë¥, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ â¥à¬ !1, xj1 ; : : : ; xjb | ¯¥à¥-
¬¥ë¥, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ â¥à¬ !2, ¨ ¯ãáâì Fi1 ; : : : ;Fia ;Fj1 ; : : : ;Fjb 2M . �®ª ¦¥¬, çâ®

F = !1(Fi1 ; : : : ;Fia) �M = !2(Fj1 ; : : : ;Fjb):

�¥ â¥àïï ®¡é®áâ¨, ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ®

xj1 ; : : : ; xjt 2 fxi1 ; : : : ; xiag;

®
fxjt+1 ; : : : ; xjbg

\
fxi1 ; : : : ; xiag = ?:

�ãáâì A 2 F. �®£¤  ¯® ãá«®¢¨î  ©¤ãâáï â ª¨¥ X-£àã¯¯ë Ai1 ; : : : ; Aia , çâ® Aik 2 Fik ¨

A 2 !1(� formAi1 ; : : : ; � formAia):

�ãáâì
Hik = � formAik ; Hjk = Hic ;

¥á«¨ xjk = xic , ¨ ¯ãáâì ¤«ï ª ¦¤®£® k > t Hjk = � formBjk , £¤¥ Bjk | ¥ª®â®à ï £àã¯¯  ¨§ Fjk .
�® ãá«®¢¨î

!1(Hi1 ; : : : ;Hia) = !2(Hj1 ; : : : ;Hjb):

�® !2(Hj1 ; : : : ;Hjb) � M. � ç¨â, A 2 M. � ª¨¬ ®¡à §®¬, F � M. � «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï
®¡à â®¥ ¢ª«îç¥¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì®, F =M.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. �®ª ¦¥¬ 1). � ä¨ªá¨àã¥¬ ¥ª®â®à®¥ â®¦¤¥áâ¢®

!1(xi1 ; : : : ; xia) = !2(xj1 ; : : : ; xjb) (2)

á¨£ âãàë f
T
;_!

ng. � ¯ãáâì

!1(xi1 ; : : : ; xia) = !2(xj1 ; : : : ; xjb) (3)

| â® ¦¥ á ¬®¥ â®¦¤¥áâ¢®, ® ã¦¥ ¢ á¨£ âãà¥ f
T
;_!

n�1g.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â®¦¤¥áâ¢® (3) ¢ë¯®«ï¥âáï ¢ à¥è¥âª¥ l!n�1. �ãáâì

Fi1 ; : : : ;Fia ;Fj1 ; : : : ;Fjb

| ¯à®¨§¢®«ìë¥ n-ªà â® !-«®ª «ìë¥ ä®à¬ æ¨¨, fic | ¬¨¨¬ «ìë© l!n�1-§ çë© !-«®ª «ì-
ë© á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨ Fic , fjd | ¬¨¨¬ «ìë© l!n�1-§ çë© !-«®ª «ìë© á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨
Fjd . �® «¥¬¬¥ 6

!1(Fi1 ; : : : ;Fia) = LF!(!1(fi1 ; : : : ; fia));

!2(Fj1 ; : : : ;Fjb) = LF!(!2(fj1 ; : : : ; fjb)):
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�«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p 2 ! ä®à¬ æ¨¨

fi1(p); : : : ; fia(p); fj1(p); : : : ; fjb(p)

¯à¨ ¤«¥¦ â à¥è¥âª¥ l!n�1. � ç¨â,

!1(fi1 ; : : : ; fia)(p) = !1(fi1(p); : : : ; fia(p)) = !2(fj1(p); : : : ; fjb(p)) = !2(fj1 ; : : : ; fjb)(p):

� «®£¨ç®,

!1(fi1 ; : : : ; fia)(!
0) = !1(fi1(!

0); : : : ; fia(!
0)) = !2(fj1(!

0); : : : ; fjb(!
0)) = !2(fj1 ; : : : ; fjb)(!

0):

�«¥¤®¢ â¥«ì®,
!1(Fia ; : : : ;Fik) = !2(Fj1 ; : : : ;Fjb):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, â®¦¤¥áâ¢® (2) ¢ë¯®«ï¥âáï ¢ à¥è¥âª¥ l!n . �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ 1).
�®ª ¦¥¬ 2). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â®¦¤¥áâ¢® (2) ¢ë¯®«ï¥âáï ¢ à¥è¥âª¥ l!n . �®ª ¦¥¬, çâ®

â®¦¤¥áâ¢® (3) ¢ë¯®«ï¥âáï ¢ à¥è¥âª¥ l!n�1. �«ï íâ®£® ¢¢¨¤ã «¥¬¬ë 6 ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì,
çâ® ¥á«¨

Fi1 ; : : : ;Fia ;Fj1 ; : : : ;Fjb
| ¯à®¨§¢®«ìë¥ ®¤®¯®à®¦¤¥ë¥ (n� 1)-ªà â® !-«®ª «ìë¥ ä®à¬ æ¨¨, â®

!1(Fi1 ; : : : ;Fia) = !2(Fj1 ; : : : ;Fjb):

�ãáâì
Fic = l!n�1 formAic ; Fjd = l!n�1 formAjd ; c = 1; : : : ; a; d = 1; : : : ; b:

�ë¡¥à¥¬ â ª®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«® p 2 !, çâ® p =2 �(Ai1 ; : : : , Aia ; Aj1 ; : : : ; Ajb), ¨ ¯ãáâì Bic = P o Aic ,
Bjd = P oAjd | á¯«¥â¥¨ï, £¤¥ P | £àã¯¯  ¯®àï¤ª  p. �®à¬ æ¨¨

Mi1 = l!n formBi1 ; : : : ;Mia = l!n formBia ;

Mj1 = l!n formBj1 ; : : : ;Mjb = l!n formBjb

¯à¨ ¤«¥¦ â à¥è¥âª¥ l!n . � ç¨â,

F = !1(Mi1 ; : : : ;Mia) =M = !2(Mj1 ; : : : ;Mjb):

�ãáâì fic | ¬¨¨¬ «ìë© l!n�1-§ çë© !-«®ª «ìë© á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨ Mic ,   fjd | ¬¨¨-
¬ «ìë© l!n�1-§ çë© !-«®ª «ìë© á¯ãâ¨ª ä®à¬ æ¨¨Mjd . �®£¤  ¢¢¨¤ã «¥¬¬ë 6

!1(Mi1 ; : : : ;Mia) = LF!(!1(fi1 ; : : : ; fia));

!2(Mj1 ; : : : ;Mjb) = LF!(!2(fj1 ; : : : ; fjb)):

�ãáâì f ¨ m | ¬¨¨¬ «ìë¥ l!n�1-§ çë¥ !-«®ª «ìëe á¯ãâ¨ª¨ ä®à¬ æ¨© F ¨ M á®®â¢¥â-
áâ¢¥®. �¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï, çâ®

!1(fi1 ; : : : ; fia)(p) = f(p)

¨
!2(fj1 ; : : : ; fjb)(p) = m(p):

� ç¨â,
!1(fi1(p); : : : ; fia(p)) = !2(fj1(p); : : : ; fjb(p)):

�® ¢¢¨¤ã «¥¬¬ë 5 ¨§ [1]

fic(p) = Fic ; fjd(p) = Fjd ; c = 1; : : : ; a; d = 1; : : : ; b:

�«¥¤®¢ â¥«ì®,
!1(Fi1 ; : : : ;Fia) = !2(Fj1 ; : : : ;Fjb);

â. ¥. â®¦¤¥áâ¢® (3) ¨áâ¨® ¢ à¥è¥âª¥ l!n�1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤®¥ â®¦¤¥áâ¢® à¥è¥âª¨ l!n ¢ë-
¯®«ï¥âáï ¢ à¥è¥âª¥ ¢á¥å ä®à¬ æ¨© l!0 . � ááã¦¤ ï   «®£¨çë¬ ®¡à §®¬, ¬®¦® ¤®ª § âì, çâ®
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ª ¦¤®¥ â®¦¤¥áâ¢® à¥è¥âª¨ c!m ¢ë¯®«ï¥âáï ¢ à¥è¥âª¥ ¢á¥å ä®à¬ æ¨© c!0 . �à¨¬¥ïï â¥¯¥àì 1),
¯®«ãç ¥¬ 2).
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