
Алгебра и логика, 54, № 3 (2015), 351—380

DOI: 10.17377/alglog.2015.54.304 УДК 512.54+512.57

О Fτ -ВЛОЖЕННЫХ И FτΦ-ВЛОЖЕННЫХ

ПОДГРУППАХ КОНЕЧНЫХ ГРУПП∗)

С. ЧЕН, В. ГО, А. Н. СКИБА

§ 1. Вспомогательные сведения

Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Символ

G обозначает конечную группу, p — простое число, |G| — порядок G, и

π(G) — множество всех простых делителей |G|. Мы используем символы

N и U для обозначения классов всех нильпотентных и сверхразрешимых

групп соответственно, а символы Np и Up для обозначения классов всех

p-нильпотентных и p-сверхразрешимых групп соответственно.

Функция τ , которая каждой группе G ставит в соответствие мно-

жество подгрупп τ(G) из G, называется подгрупповым функтором, если

1 ∈ τ(G) и θ(τ(G)) = τ(θ(G)) для всякого изоморфизма θ : G → G∗. Если

H ∈ τ(G), то говорят, что H является τ -подгруппой в G.

Напомним, что класс групп F называется формацией, если F за-

мкнут относительно факторгрупп и подпрямых произведений. Форма-

ция F называется насыщенной (разрешимо насыщенной), если G ∈ F

всякий раз, когда G/Φ(G) ∈ F (соответственно G/Φ(N) ∈ F для раз-

решимой нормальной подгруппы N из G). Формация F называется на-
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следственной (нормально наследственной), если H ∈ F всякий раз, ко-

гда H ≤ G ∈ F (H ✂ G ∈ F). Главный фактор L/K из G называется

F-центральным (F-эксцентральным) в G, если (L/K)⋊ (G/CG(L/K)) ∈ F

((L/K) ⋊ (G/CG(L/K)) /∈ F). Главный фактор L/K из G называется

фраттиньевым (нефраттиньевым) в G, если L/K ≤ Φ(G/K) (L/K �

� Φ(G/K)). Нормальная подгруппа N из G называется F-гиперцентраль-

ной (FΦ-гиперцентральной) в G, если либо N = 1, либо каждый главный

фактор (каждый нефраттиньев главный фактор) из G ниже N является

F-центральным в G. Символы ZF(G) и ZFΦ(G) обозначают F-гиперцентр

и FΦ-гиперцентр группы G соответственно, т. е. произведение всех F-

гиперцентральных и FΦ-гиперцентральных соответственно нормальных

подгрупп из G.

Напомним, что подгруппа H из G называется квазинормальной

(или перестановочной) в G, если H перестановочна со всеми подгруп-

пами из G. Подгруппа H из G называется S-квазинормальной (или S-

перестановочной) в G, если H перестановочна со всеми силовскими под-

группами из G. Основные свойства квазинормальных и S-квазинормаль-

ных подгрупп приведены в [1, разд. 1.2]. Подгруппа H из G называется

S-квазинормально вложенной [2] в G, если каждая силовская подгруп-

па из H является силовской подгруппой в некоторой S-квазинормальной

подгруппе из G.

В последние 20 лет в работах многих авторов исследовалось вли-

яние различных условий вложения для подгрупп на строение группы.

Напомним, напр., что подгруппа H группы G называется: c-нормальной

[3] в G, если для некоторой нормальной подгруппы T из G и некоторой

S-квазинормальной подгруппы S из G, содержащейся в H, HT = G и

H ∩ T ≤ S; n-вложенной [4] в G, если для некоторой нормальной под-

группы T из G и некоторой S-квазинормальной подгруппы S из G, содер-

жащейся в H, подгруппа HT нормальна в G и H ∩ T ≤ S; S-вложенной

[5] в G, если для некоторой нормальной подгруппы T из G и некоторой

S-квазинормальной подгруппы S из G, содержащейся в H, подгруппа HT

S-квазинормальна в G и H ∩ T ≤ S; sn-вложенной [6] в G, если для неко-
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торой нормальной подгруппы T из G и некоторой S-квазинормально вло-

женной подгруппы S из G, содержащейся в H, подгруппа HT является

S-квазинормальной в G и H ∩ T ≤ S.

Пусть F — непустая формация. Подгруппа H из G называется:

Fs-квазинормальной [7] в G, если для некоторой нормальной подгруп-

пы T из G подгруппа HT является S-квазинормальной в G и (H ∩

∩T )HG/HG ≤ ZF(G/HG); F-квазинормальной [8] в G, если для некото-

рой квазинормальной подгруппы T из G подгруппа HT квазинормальна

в G и (H ∩ T )HG/HG ≤ ZF(G/HG).

Во всех этих и ряде других понятий и условий наблюдается некото-

рое сходство, что делает вполне естественной задачу нахождения общих

закономерностей. Одно из решений этой задачи мы даём на основе следу-

ющих понятий.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Пусть F — непустая формация, τ — подгруппо-

вой функтор и H — p-подгруппа из G. Предположим также, что Ḡ = G/HG

и H̄ = H/HG. Говорим, что H является Fτ -вложенной (FτΦ-вложенной)

в G, если для некоторой квазинормальной подгруппы T̄ из Ḡ и некото-

рой τ -подгруппы S̄ из Ḡ, содержащейся в H̄, подгруппа H̄T̄ является S-

квазинормальной в Ḡ и H̄ ∩ T̄ ≤ S̄ZF(Ḡ) (H̄ ∩ T̄ ≤ S̄ZFΦ(Ḡ)).

Определим подгрупповые функторы, которые нам потребуются да-

лее.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2. Пусть τ — подгрупповой функтор. Говорим,

что τ является

(1) индуктивным, если для всякой группы G из того, что H ∈ τ(G) —

p-группа и N E G, следует, что HN/N ∈ τ(G/N);

(2) наследственным, если для всякой группы G из того, что H ∈

∈ τ(G) — p-группа и H ≤ E ≤ G, следует, что H ∈ τ(E);

(3) регулярным (квазирегулярным), если для всякой группы G из то-

го, что H ∈ τ(G) — p-группа, а N — минимальная нормальная подгруппа

(минимальная абелева нормальная подгруппа соответственно) из G, сле-

дует, что |G : NG(H ∩N)| — степень числа p;
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(4) Φ-регулярным (Φ-квазирегулярным), если для всякой примитив-

ной группы G из того, что H ∈ τ(G) — p-группа и N — минимальная

нормальная подгруппа (минимальная абелева нормальная подгруппа со-

ответственно) из G, следует, что |G : NG(H ∩N)| — степень числа p.

Понятно, что каждая Fτ -вложенная p-подгруппа из G является FτΦ-

вложенной в G.

Сформулируем основные результаты данной работы.

ТЕОРЕМА 1.3. Пусть F — разрешимо насыщенная формация, со-

держащая все сверхразрешимые группы, τ — регулярный индуктивный

подгрупповой функтор, и E — такая нормальная подгруппа из G, что

G/E ∈ F и либо X = E, либо X = F ∗(E). Предположим, что для вся-

кой нециклической силовской подгруппы P из X каждая максимальная

подгруппа H из P является Uτ -вложенной в G. Тогда G ∈ F.

ТЕОРЕМА 1.4. Пусть F — насыщенная формация, содержащая

все сверхразрешимые группы, τ — Φ-регулярный индуктивный подгруп-

повой функтор, и E — такая нормальная подгруппа из G, что G/E ∈ F

и либо X = E, либо X = F (E) (в случае, когда E разрешима). Пред-

положим, что для всякой нециклической силовской подгруппы P из X

каждая максимальная подгруппа H из P является UτΦ-вложенной в G.

Тогда G ∈ F.

ТЕОРЕМА 1.5. Пусть F — насыщенная формация, содержащая

все сверхразрешимые группы, τ — Φ-регулярный наследственный индук-

тивный подгрупповой функтор, и E — такая нормальная подгруппа из

G, что G/E ∈ F. Предположим, что для всякой нециклической силовской

подгруппы P из F ∗(E) каждая максимальная подгруппа H из P является

Uτ -вложенной в G. Тогда G ∈ F.

ТЕОРЕМА 1.6. Пусть F — разрешимо насыщенная формация, со-

держащая все сверхразрешимые группы, τ — либо квазирегулярный на-

следственный индуктивный подгрупповой функтор, либо регулярный ин-

дуктивный подгрупповой функтор, и E — такая нормальная подгруппа

из G, что G/E ∈ F. Предположим, что для всякой нециклической силов-
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ской подгруппы P из F ∗(E) каждая циклическая подгруппа порядка p или

4 (в случае, когда P не является кватернионно свободной группой) из P

является Uτ -вложенной в G. Тогда G ∈ F.

ТЕОРЕМА 1.7. Пусть F — насыщенная формация, содержащая

все сверхразрешимые группы, τ — Φ-квазирегулярный наследственный ин-

дуктивный подгрупповой функтор, и E — такая нормальная подгруппа

из G, что G/E ∈ F. Предположим, что для всякой нециклической си-

ловской подгруппы P из E каждая циклическая подгруппа порядка p или

4 (в случае, когда P не является кватернионно свободной группой) из P

является Uτ -вложенной в G. Тогда G ∈ F.

Вся используемая нами терминология стандартна, см. [9–11].

§ 2. Основные свойства

ЛЕММА 2.1. (1) Если H — квазинормальная подгруппа из G, то

HG/HG ≤ Z∞(G/HG), [12, теор.].

(2) Множество S-квазинормальных подгрупп из G образует подре-

шётку решётки субнормальных подгрупп из G, [13, теор. 2].

(3) Пусть H — p-подгруппа из G. Она является S-квазинормальной

в G тогда и только тогда, когда Op(G) ≤ NG(H), [14, лемма A].

ЛЕММА 2.2. Пусть F — непустая формация.

(1) Если N ✂G, то ZF(G)N/N ≤ ZF(G/N), [15, лемма 2.2(i)].

(2) Если F — наследственная насыщенная формация и E ≤ G, то

ZF(G) ∩ E ≤ ZF(E), [16, лемма 2.1(2)].

(3) Каждый нефраттиньев главный фактор из G ниже ZFΦ(G) яв-

ляется F-центральным в G, [17, лемма 2.3(1)].

(4) ZFΦ(G)/Φ(G) = ZF(G/Φ(G)), [18, теор. B].

(5) Если N ✂G, то ZFΦ(G)N/N ≤ ZFΦ(G/N) [17, лемма 2.3(2)].

(6) Если формация F является насыщенной и E✂G, причём G/E ∈ F

и E ≤ ZFΦ(G), то G ∈ F, [17, предлож. 5.2(1)].РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
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(7) Если F — нормально наследственная насыщенная формация, со-

держащая все нильпотентные группы, и E✂G, причём E/E∩ZFΦ(G) ∈ F,

то E ∈ F. В частности, если E ≤ ZFΦ(G), то E ∈ F, [18, теор. C(ii)].

ЛЕММА 2.3. Пусть F — непустая формация, τ — индуктивный

подгрупповой функтор. Предположим, что p-подгруппа H из G является

Fτ -вложенной в G.

(1) Если N✂G и либо N ≤ H, либо (p, |N |) = 1, то HN/N является

Fτ -вложенной в G/N .

(2) Если F — наследственная насыщенная формация, τ — наслед-

ственный функтор и H ≤ E ≤ G, то H является Fτ -вложенной в E.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Ḡ = G/HG и H̄ = H/HG. Поскольку H

является Fτ -вложенной в G, то Ḡ содержит квазинормальную подгруппу

T̄ и τ -подгруппу S̄, содержащуюся в H̄, такие что H̄T̄ S-квазинормальна в

Ḡ и H̄∩ T̄ ≤ S̄Z̄, где Z̄ = ZF(Ḡ). Пусть S̄ = S/HG, T̄ = T/HG и Z̄ = Z/HG.

(1) Пусть Ĝ = G/(HN)G, ĤN = HN/(HN)G, T̂ = T (HN)G/(HN)G,

Ŝ = S(HN)G/(HN)G и Ẑ = Z(HN)G/(HN)G. Тогда Ŝ ∈ τ(Ĝ) ввиду ин-

дуктивности τ , и Ẑ ≤ ZF(Ĝ) в силу леммы 2.2(1). Очевидно, что T̂ квази-

нормальна в Ĝ и ĤNT̂ является S-квазинормальной в Ĝ. Достаточно пока-

зать, что ĤN∩T̂ ≤ ŜẐ. Так как либо N ≤ H, либо (p, |N |) = 1, то HN∩T =

= (H ∩T )(N ∩T ). Следовательно, ĤN ∩ T̂ = (H ∩T )(HN)G/(HN)G ≤ ŜẐ,

и поэтому HN/N является Fτ -вложенной в G/N .

(2) Очевидно, что HG ≤ HE . Пусть Ẽ = E/HE , H̃ = H/HE ,

T̃ = THE/HE , S̃ = SHE/HE и Z̃ = ZHE/HE . Тогда S̃ ∈ τ(Ẽ) ввиду

индуктивности и наследственности τ , и Z̃ ∩ Ẽ = (Z ∩ E)HE/HE ≤ ZF(Ẽ)

в силу лемм 2.1(1) и 2.1(2). Легко показать, что T̃ квазинормальна в Ẽ,

H̃T̃ является S-квазинормальной в Ẽ и H̃ ∩ T̃ ≤ S̃(Z̃ ∩ Ẽ) ≤ S̃ZF(Ẽ).

Следовательно, H является Fτ -вложенной в E.

ЛЕММА 2.4. Пусть F — непустая формация, τ — индуктивный

подгрупповой функтор. Предположим, что p-подгруппа H из G является

FτΦ-вложенной в G. Если N ✂ G и либо N ≤ H, либо (p, |N |) = 1, то

HN/N является FτΦ-вложенной в G/N .
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассуждая так же, как и при доказательстве

леммы 2.3(1), и используя лемму 2.2(5) вместо леммы 2.2(1), получаем

требуемое.

Для произвольной формационной функции f : P∪ {0} → {формации

групп} положим CF (f) = {G — группа | G/CG(H/K) ∈ f(0) для каждого

неабелевого главного фактора H/K из G, и G/CG(H/K) ∈ f(p) для каждо-

го абелевого p-главного фактора H/K из G}. Канонический композицион-

ный спутник разрешимо насыщенной формации F — это такая единствен-

ным образом определённая формационная функция F , что F = CF (F ),

GpF (p) = F (p) ⊆ F для всех простых чисел p и F (0) = F, см. [19].

ЛЕММА 2.5 [18, лемма 2.14]. Пусть F — разрешимо насыщенная

формация, и F — канонический композиционный спутник формации F.

Пусть E — нормальная p-подгруппа из G. Соотношение E ≤ ZF(G) вы-

полняется тогда и только тогда, когда G/CG(E) ∈ F (p).

ЛЕММА 2.6. Пусть F — непустая разрешимо насыщенная форма-

ция, и P — нормальная p-подгруппа из G. Если P/Φ(P ) ≤ ZF(G/Φ(P )),

то P ≤ ZF(G).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть F — канонический композиционный

спутник формации F. Предположим, что P/Φ(P ) ≤ ZF(G/Φ(P )).

Тогда G/CG(P/Φ(P )) ∈ F (p) по лемме 2.5. С другой стороны,

CG(P/Φ(P ))/CG(P ) — p-группа [20, гл. 5, теор. 1.4]. Следовательно,

G/CG(P ) ∈ GpF (p) = F (p). По лемме 2.5 выполняется P ≤ ZF(G).

Следующие две леммы хорошо известны.

ЛЕММА 2.7 [3, лемма 2.8]. Пусть M — максимальная подгруппа

из G, и P — такая нормальная p-подгруппа из G, что G = PM , где p —

простой делитель |G|. Тогда P ∩M ✂G.

ЛЕММА 2.8. Пусть p — простой делитель |G|, причём (|G|,

p− 1) = 1.

(1) Если G имеет циклическую силовскую p-подгруппу, то G явля-

ется p-нильпотентной.РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
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(2) Если E — такая нормальная подгруппа из G, что p2 ∤ |E| и G/E

является p-нильпотентной, то и G будет p-нильпотентной.

Пусть F ∗(G) обозначает обобщённую подгруппу Фиттинга группы G,

т. е. наибольшую нормальную квазинильпотентную подгруппу из G. Сле-

дующая лемма даёт основные свойства подгруппы F ∗(G), см. [21, гл. X].

ЛЕММА 2.9. (1) Если N ✂G, то F ∗(N) = N ∩ F ∗(G).

(2) Имеет место F (G) ≤ F ∗(G) = F ∗(F ∗(G)). Если F ∗(G) разреши-

ма, то F ∗(G) = F (G).

(3) Имеют место F ∗(G) = F (G)E(G) и F (G)∩E(G) = Z(E(G)), где

E(G) — слой G.

(4) Имеет место CG(F
∗(G)) ≤ F (G).

(5) Если N ✂G и N ≤ Z∞(G), то F ∗(G/N) = F ∗(G)/N .

ЛЕММА 2.10 [22, теор. B]. Пусть F — произвольная формация.

Если E ✂G и F ∗(E) ≤ ZF(G), то E ≤ ZF(G).

ЛЕММА 2.11. Пусть F — произвольная формация. Если E ✂ G,

F ∗(E) ≤ ZFΦ(G) и либо E разрешима, либо E∩Φ(G) = 1, то E ≤ ZFΦ(G).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если E разрешима, то, ввиду леммы 2.9(2) и

[18, теор. A(iii)], E ≤ ZFΦ(G). Предположим, что E ∩Φ(G) = 1. Поскольку

F ∗(E) ≤ ZFΦ(G), то F ∗(E)Φ(G)/Φ(G) ≤ ZF(G/Φ(G)) в силу леммы 2.2(4),

и поэтому F ∗(EΦ(G)/Φ(G)) = F ∗(E)Φ(G)/Φ(G) ≤ ZF(G/Φ(G)). Следова-

тельно, EΦ(G)/Φ(G) ≤ ZF(G/Φ(G)) по лемме 2.10. Ввиду леммы 2.2(4),

E ≤ ZFΦ(G).

ЛЕММА 2.12 [23, лемма 2.4]. Пусть P — p-группа, α —

p′-автоморфизм группы P , централизующий Ω1(P ). Если P не является

неабелевой 2-группой, то α = 1. Если [α,Ω2(P )] = 1, то α = 1.

ЛЕММА 2.13 [24, лемма 2.15]. Если σ — автоморфизм нечётного

порядка кватернионно свободной 2-группы P и σ действует тривиально

на Ω1(P ), то σ = 1.

Если P — либо p-группа нечётного порядка, либо кватернионно сво-

бодная 2-группа, то символ Ω(P ) обозначает подгруппу Ω1(P ); в против-

ном случае Ω(P ) обозначает Ω2(P ).
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ЛЕММА 2.14. Пусть F — непустая разрешимо насыщенная фор-

мация, P — нормальная p-подгруппа из G и C — критическая подгруппа

Томпсона из P , см. [20, гл. 5]. Если Ω(C) ≤ ZF(G), то P ≤ ZF(G).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть F — канонический композиционный

спутник формации F. Ввиду леммы 2.5, G/CG(Ω(C)) ∈ F (p). Заметим так-

же, что CG(Ω(C))/CG(C) — p-группа в силу лемм 2.12 и 2.13. Следователь-

но, G/CG(C) ∈ GpF (p) = F (p). С учётом [20, гл. 5, теор. 3.11] получаем,

что CG(C)/CG(P ) — p-группа. Следовательно, G/CG(P ) ∈ GpF (p) = F (p).

По лемме 2.5, P ≤ ZF(G).

ЛЕММА 2.15 [25, лемма 3.1]. Пусть G — неабелева кватернионно

свободная 2-группа. Тогда G содержит характеристическую подгруппу

индекса 2.

ЛЕММА 2.16. Пусть C — критическая подгруппа Томпсона не-

тривиальной p-группы P .

(1) Если либо p = 2 и P — абелева группа, либо p — нечётное число,

то экспонента Ω1(C) равна p.

(2) Если p = 2, то экспонентна Ω2(C) не превышает 4.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО см. [26, с. 568].

§ 3. Доказательство основных результатов

ТЕОРЕМА 3.1. Пусть F — формация (разрешимо насыщенная

формация), содержащая все сверхразрешимые группы, и τ — Φ-квазире-

гулярный (квазирегулярный) индуктивный подгрупповой функтор. Пусть

P — нетривиальная нормальная p-подгруппа из G. Предположим, что

каждая максимальная подгруппа из P является FτΦ-вложенной (Fτ -

вложенной) в G. Тогда P ≤ ZFΦ(G) (P ≤ ZF(G)).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное, и пусть (G,P ) —

контрпример с минимальным числом |G| + |P |. Разобьём доказательство

на несколько этапов.

(1) Покажем: G имеет единственную минимальную нормальную под-

группу N , содержащуюся в P , P/N ≤ ZFΦ(G/N) (P/N ≤ ZF(G/N)) и
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P ∩ ZFΦ(G) = 1 (P ∩ ZF(G) = 1).

Действительно, пусть N — минимальная нормальная подгруппа из

G, содержащаяся в P . В случае, когда N = P , утверждение (1) справед-

ливо. Предположим, что N < P . По леммам 2.3(1) и 2.4 условие теоремы

справедливо для (G/N,P/N). Выбор (G,P ) влечёт, что P/N ≤ ZFΦ(G/N)

(P/N ≤ ZF(G/N)). Если P ∩ ZFΦ(G) > 1 (P ∩ ZF(G) > 1), то мо-

жем считать, что N ≤ P ∩ ZFΦ(G) (N ≤ P ∩ ZF(G)). Следовательно,

P ≤ ZFΦ(G) (P ≤ ZF(G)), что невозможно. Значит, P ∩ ZFΦ(G) = 1

(P ∩ ZF(G) = 1). Предположим, что G содержит минимальную нормаль-

ную подгруппу L, отличную от N и содержащуюся в P . Как и выше,

получаем, что P/L ≤ ZFΦ(G/L) (P/L ≤ ZF(G/L)). Если P ∩ ZFΦ(G) = 1

и NL/L ≤ Φ(G/L), то, по [10, гл. A, лемма 9.11], NL ≤ P ∩ Φ(G)L = L;

противоречие. Поэтому NL/L ≤ ZF(G/L). Из G-изоморфизма N ∼= NL/L

следует, что N ≤ ZF(G) ≤ ZFΦ(G); противоречие. Значит, N является

единственной минимальной нормальной подгруппой из G, содержащейся

в P .

(2) Покажем: Φ(P ) = 1, и поэтому P — элементарная абелева

p-группа.

Если Φ(P ) 6= 1, то N ≤ Φ(P ) по (1), и поэтому P/Φ(P ) ≤

≤ ZFΦ(G/Φ(P )) (P/Φ(P ) ≤ ZF(G/Φ(P ))). Следовательно, P ≤ ZFΦ(G)

(P ≤ ZF(G)) по лемме 2.6; противоречие.

(3) Пусть Gp — силовская p-подгруппа из G и W — такая макси-

мальная подгруппа из N , что W ✂Gp. Если W ✂G, то W = 1, и поэтому

|N | = p. Следовательно, N ≤ ZU(G) ≤ ZF(G) ≤ ZFΦ(G), что противоречит

(1). Значит, W 5 G. Пусть B — дополнение к N в P и V = WB. Тогда

V — максимальная подгруппа в P и VG = 1 в силу (1).

По условиям теоремы V является FτΦ-вложенной (Fτ -вложенной) в

G. Тогда для некоторой квазинормальной подгруппы T из G и некоторой

τ -подгруппы S из G, содержащейся в V , V T является S-квазинормальной

в G и V ∩ T ≤ SZFΦ(G) (V ∩ T ≤ SZF(G)). Предположим, что N � TG.

По (1), P ∩ TG = 1. Следовательно, W = V ∩ N = V T ∩ N является S-

квазинормальной в G по лемме 2.1(2), и Op(G) ≤ NG(W ) по лемме 2.1(3).
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Поэтому W ✂ G, что невозможно. Следовательно, N ≤ TG. Если N � T ,

то P ∩ TG = 1 в силу (1). Значит, NTG/TG ≤ Z∞(G/TG) по лемме 2.1(1),

и N ≤ Z∞(G) ≤ ZF(G) ≤ ZFΦ(G) ввиду G-изоморфизма N ∼= NTG/TG,

что противоречит (1). Следовательно, N ≤ T . Из (1) вытекает, что W =

= V ∩N ≤ S(P ∩ZFΦ(G))∩N = S ∩N (W = V ∩N ≤ S(P ∩ZF(G))∩N =

= S ∩N), и поэтому W = S ∩N .

Если N � Φ(G), то G содержит такую максимальную подгруппу

M , что G = N ⋊M . В силу (1) верно P ∩MG = 1. По условию теоремы,

|G : NG(WMG)| = |G : NG((S∩N)MG)| = |G : NG(SMG∩NMG)| — степень

числа p. Следовательно, WMG ✂G, и W = WMG ∩ P ✂G; противоречие.

Поэтому мы можем считать, что N ≤ Φ(G). В силу (1) функтор τ явля-

ется квазирегулярным. Следовательно, |G : NG(W )| = |G : NG(S ∩ N)| —

степень числа p. Тогда W ✂G; противоречие.

ТЕОРЕМА 3.2. Пусть τ — Φ-регулярный индуктивный подгруппо-

вой функтор, E — такая нормальная подгруппа из G, что (|E|, p−1) = 1,

и P — нетривиальная силовская p-подгруппа из E. Предположим, что

каждая максимальная подгруппа H из P является (Up)τΦ-вложенной в

G. Тогда E является p-нильпотентной.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что теорема неверна, и пусть

(G,E) — контрпример с минимальным числом |G|+ |E|. Разобьём доказа-

тельство на несколько этапов.

(1) Покажем: G содержит единственную минимальную нормальную

подгруппу N , содержащуюся в E, E/N является p-нильпотентной и N �

� Φ(G).

Действительно, пусть N — минимальная нормальная подгруппа из

G, содержащаяся в E. Если p ∤ |E/N |, то E/N является p-нильпотентной

группой. Предположим, что p | |E/N |. Покажем, что условие теоремы

справедливо для (G/N,E/N). Пусть H/N — произвольная максимальная

подгруппа из PN/N . Тогда P имеет такую максимальную подгруппу V ,

что H = V N и V ∩N = P ∩N . Поскольку (|V N : V |, p) = (|PN : P |, p) = 1,

для всякой квазинормальной подгруппы T из G выполняется (|V N ∩ T :

V ∩ T |, |V N ∩ T : N ∩ T |) = (|V (V N ∩ T ) : V |, |N(V N ∩ T ) : N |) = 1,
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и поэтому V N ∩ T = (V ∩ T )(N ∩ T ). Рассуждая как при доказательстве

леммы 2.3(1), можно показать, что требуемое справедливо. Следовательно,

выбор (G,E) влечёт p-нильпотентность группы E/N . Пусть N ≤ Φ(G). По

[26, лемма 3.1], E является p-нильпотентной; противоречие. Значит, N �

� Φ(G). Единственность подгруппы N очевидна.

(2) Покажем: Op′(E) = 1 и E ∩ ZUpΦ(G) = 1.

Если Op′(E) > 1, то N ≤ Op′(E) по (1), и E является p-нильпотентной

группой; противоречие. Следовательно, Op′(E) = 1. Если E∩ZUpΦ(G) > 1,

то, ввиду (1) и леммы 2.2(7), E является p-сверхразрешимой. Поскольку

(|E|, p − 1) = 1, E является p-нильпотентной. Полученное противоречие

показывает, что E ∩ ZUpΦ(G) = 1.

(3) Покажем: Op(E) > 1.

Предположим, что Op(E) = 1. Тогда N не является абелевой, и по-

этому p = 2 по теореме Фейта-Томпсона. Очевидно, что 4 | |N |.

Пусть H — произвольная максимальная подгруппа из P . Тогда HG =

= 1. По условию теоремы H является (U2)τΦ-вложенной в G. Значит, для

некоторой квазинормальной подгруппы T из G и некоторой τ -подгруппы

S из G, содержащейся в H, HT является S-квазинормальной в G и H ∩

∩T ≤ SZU2Φ(G). Если N ≤ TG и N � T , то E ∩ TG = 1 по (1). В си-

лу леммы 2.1(1) выполняется NTG/TG ≤ Z∞(G/TG). Следовательно, N ≤

≤ E ∩ Z∞(G) ≤ Z∞(E) ввиду G-изоморфизма N ∼= NTG/TG. В силу (1),

E/N является p-нильпотентной, поэтому E также p-нильпотентна. Полу-

ченное противоречие показывает, что либо E∩TG = 1, либо N ≤ T по (1). В

первом случае, по лемме 2.1(2), H = HT ∩E является S-квазинормальной

в G, и поэтому H ≤ O2(E) = 1. Тогда |P | = 2; противоречие. В последнем

случае H∩N ≤ H∩T ≤ E∩SZU2Φ(G) = S по (2), и поэтому H∩N = S∩N .

Поскольку N � Φ(G), то G содержит такую максимальную подгруппу M ,

что G = NM и N∩MG = 1. Тогда |G : NG(SMG∩NMG)| — степень числа 2

для Φ-регулярного и индуктивного функтора τ . Если SMG ∩NMG > MG,

то NMG = (SMG ∩NMG)
G2 ≤ G2MG, где G2 — силовская 2-подгруппа из

G, содержащая P . Следовательно, N является 2-группой; противоречие.

Поэтому SMG ∩ NMG = MG, откуда H ∩ N = S ∩ N ≤ N ∩ MG = 1.
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Следовательно, |P ∩ N | ≤ 2. Полученное противоречие показывает, что

Op(E) > 1.

(4) Покажем: G содержит такую максимальную подгруппу M , что

G = N ⋊M , E ∩MG = 1, N = Op(E) = CE(N) и E ∩M является p-ниль-

потентной.

Действительно, ввиду (1) и (3), N ≤ Op(E), G = N⋊M для некоторой

максимальной подгруппы M из G и E ∩ MG = 1. Поскольку E = N ⋊

⋊(E∩M) и E/N является p-нильпотентной, E∩M также p-нильпотентна.

Кроме того, Op(E)∩M✂G по лемме 2.7, и Op(E)∩M = 1. Следовательно,

N = Op(E), откуда в силу (2) получаем, что N = Op′,p(E). Учитывая [11,

теор. 1.8.19], CE(N) = N .

(5) Пусть Gp — силовская p-подгруппа из G и U — максимальная

подгруппа из Gp, содержащая Gp∩M . Тогда Gp = NU , и |P : U∩E| = |Gp∩

∩E : U ∩ E| = |Gp : U | = p. Следовательно, U ∩ E является максимальной

подгруппой в P . Пусть H = U ∩E. Тогда H✂Gp, P = NH и N � H. Если

HG > 1, то N ≤ H по (1); противоречие. Значит, HG = 1. Если H ∩N = 1,

то |N | = p. По (1) и лемме 2.8(2), E является p-нильпотентной группой;

противоречие. Следовательно, H ∩N > 1.

По условию теоремы, подгруппа H является (Up)τΦ-вложенной в G.

Тогда для некоторой квазинормальной подгруппы T из G и некоторой τ -

подгруппы S из G, содержащейся в H, HT является S-квазинормальной

в G и H ∩ T ≤ SZUpΦ(G). Если N ≤ TG и N � T , то, рассуждая как

при доказательстве (3), мы приходим к противоречию. Значит, в силу (1)

либо E ∩ TG = 1, либо N ≤ T . В первом случае, H = HT ∩E является S-

квазинормальной подгруппой в G по лемме 2.1(2). Поэтому по лемме 2.1(3)

выполняется Op(G) ≤ NG(H). Следовательно, H ✂G. Поскольку N � H,

то H = 1 ввиду (1); противоречие. В последнем случае H ∩N ≤ H ∩ T ≤

≤ E ∩ SZUpΦ(G) = S в силу (2). Следовательно, H ∩N = S ∩N . Так как

S ∈ τ(G), то |G : NG(SMG ∩ NMG)| является степенью числа p ввиду Φ-

регулярности и индуктивности функтора τ . Если SMG ∩ NMG > MG, то

NMG = (SMG ∩ NMG)
Gp ≤ (HMG)

Gp = HMG. Поскольку E ∩ MG = 1,

имеем N ≤ H; противоречие. Значит, SMG ∩ NMG = MG, и H ∩ N =
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= S ∩N ≤ N ∩MG = 1; противоречие.

ТЕОРЕМА 3.3. Пусть τ — Φ-регулярный (регулярный) индуктив-

ный подгрупповой функтор, и E — нормальная подгруппа из G. Пред-

положим, что для всякой нециклической силовской подгруппы P из E

каждая максимальная подгруппа H из P является UτΦ-вложенной (Uτ -

вложенной) в G. Тогда E ≤ ZUΦ(G) (E ≤ ZU(G)).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное, и пусть (G,E) —

контрпример с минимальным числом |G| + |E|. Пусть p — наимень-

ший простой делитель |E|. Если P является циклической группой, то E

p-нильпотентна по лемме 2.8(1). С другой стороны, если P не являет-

ся циклической, то E также p-нильпотентна по теореме 3.2. Пусть V —

нормальное p-дополнение к E. Тогда V ✂ G. Если P циклическая, то

E/V ≤ ZU(G/V ) ≤ ZUΦ(G/V ). Предположим, что P не является цик-

лической. Ввиду лемм 2.3(1) и 2.4 для (G/V,E/V ) справедливо условие

теоремы 3.1. Следовательно, E/V ≤ ZUΦ(G/V ) (E/V ≤ ZU(G/V )). По-

скольку условие теоремы справедливо для (G, V ), то выбор (G,E) влечёт,

что V ≤ ZUΦ(G) (V ≤ ZU(G)). Следовательно, E ≤ ZUΦ(G) (E ≤ ZU(G));

противоречие.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 1.3. По теореме 3.3, X ≤ ZU(G), и

E ≤ ZU(G) ≤ ZF(G) по лемме 2.10. Следовательно, G ∈ F.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 1.4 проводится аналогично доказа-

тельству теоремы 1.3 при помощи теоремы 3.3 и лемм 2.2(6) и 2.11.

ТЕОРЕМА 3.4. Пусть τ — Φ-регулярный наследственный индук-

тивный подгрупповой функтор, и E — такая нормальная подгруппа из G,

что G/E сверхразрешима. Предположим, что для всякой нециклической

силовской подгруппы P из F ∗(E) каждая максимальная подгруппа H из

P является Uτ -вложенной в G. Тогда G сверхразрешима.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное, и пусть (G,E) —

контрпример с минимальным числом |G| + |E|. Разобьём доказательство

на несколько этапов.РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
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(1) Покажем: каждая собственная субнормальная подгруппа W из

G, для которой F ∗(E) ≤ W ≤ E, сверхразрешима.

Ввиду леммы 2.9(1), F ∗(W ) = F ∗(E). Условие теоремы справедливо

для (W,W ) по лемме 2.3(2). Следовательно, выбор (G,E) влечёт, что W

сверхразрешима.

(2) Покажем: F ∗(E) = F (E) < E и F (E) ≤ ZUΦ(G).

Ввиду теоремы 3.3 и леммы 2.2(7) группа F ∗(E) ≤ ZUΦ(G) сверх-

разрешима, и F ∗(E) = F (E) по лемме 2.9(2). Если F (E) = E, то, по

теореме 1.4, G является сверхразрешимой группой; противоречие. Значит,

F (E) < E.

(3) Покажем: E = G не является разрешимой группой и Φ(G) > 1.

В случае, когда E разрешима или E ∩ Φ(G) = 1, ввиду (2) и лем-

мы 2.11 выполняется E ≤ ZUΦ(G), и G сверхразрешима по лемме 2.6(6),

что невозможно. Следовательно, E не является разрешимой и E ∩Φ(G) >

> 1. Ввиду (1), E = G, откуда Φ(G) > 1.

(4) Покажем: пусть P — такая силовская p-подгруппа из F (G), что

P ∩ Φ(G) > 1; тогда G/F (G) — неабелева простая группа, и G/P ∩ Φ(G)

квазинильпотентна.

Пусть L = P ∩Φ(G) и E(G/L) — слой G/L. Если F ∗(G/L) < G/L, то

ввиду (1) и леммы 2.9(2) выполняется F ∗(G/L) = F (G/L) = F (G)/L.

Следовательно, условие теоремы справедливо для (G/L,G/L) по лем-

ме 2.3(1). Выбор (G,E) влечёт, что группа G/L сверхразрешима. Поэтому

G сверхразрешима; противоречие. Следовательно, F ∗(G/L) = G/L, и по-

этому G/L квазинильпотентна. Поскольку E(G/L)/Z(E(G/L)) является

прямым произведением простых неабелевых групп, то, по лемме 2.9(3),

G/F (G) ∼= F ∗(G/L)/F (G/L) — прямое произведение простых неабелевых

групп. Ввиду (1), G/F (G) — неабелева простая группа.

(5) Покажем: F (G) = P и CG(P ) ≤ P .

Предположим, что F (G) > P . Пусть q — такой простой делитель

|F (G)|, что q 6= p, и Q — силовская q-подгруппа из F (G). В силу (4), G/P

квазинильпотентна, и QP/P ≤ Z∞(G/P ) по [21, гл. X, след. 13.7(c)]. Ввиду

G-изоморфизма Q ∼= QP/P имеем Q ≤ Z∞(G). По лемме 2.9(5) выполняет-
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ся F ∗(G/Q) = F ∗(G)/Q = F (G)/Q, и поэтому (G/Q,G/Q) удовлетворяет

условию теоремы. Значит, G/Q сверхразрешима по выбору (G,E). Сле-

довательно, G разрешима, что противоречит (3). Значит, F (G) = P . По

лемме 2.9(4), CG(P ) ≤ P .

(6) Покажем: p является наибольшим простым делителем |G| и каж-

дая силовская q-подгруппа Q из G, где q 6= p, является абелевой.

Пусть V = PQ. По лемме 2.3(2) и теореме 1.4 группа V сверхразре-

шима. Если q > p, то Q ✂ V , и Q ≤ CV (P ) ≤ P ввиду (5); противоречие.

Следовательно, q < p. Значит, p является наибольшим простым делите-

лем |G|. По (5) верно CV (P ) ≤ P . Тогда F (V ) = P , и Q ∼= V/P — абелева

группа.

(7) Поскольку G не является разрешимой в силу (3), по теореме

Фейта–Томпсона справедливо 2 | |G|. Ввиду (6) силовские 2-подгруппы из

G/P являются абелевыми. По теореме Уолтера, см. [21, гл. X, теор. 13.7],

G/P изоморфна одной из групп: (a) PSL(2, 2f ); (b) PSL(2, q), где 8 | q−3,

либо 8 | q − 5; (c) группе Янко J1; (d) группе Ри. Нетрудно показать, что

в каждом из этих случаев G/P имеет такую неабелеву сверхразрешимую

подгруппу V/P , что p ∤ |V/P |. В силу (5), CV (P ) ≤ P , и поэтому P = F (V ).

С другой стороны, V сверхразрешима по лемме 2.3(2) и теореме 1.4. Сле-

довательно, V/P является абелевой группой; противоречие.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 1.5. Ввиду леммы 2.3(2) и теоре-

мы 3.4, E сверхрахрешима. Поэтому утверждение теоремы прямо следует

из теоремы 1.4.

ТЕОРЕМА 3.5. Пусть F — формация (разрешимо насыщенная

формация), содержащая все сверхразрешимые группы, и τ — Φ-квазире-

гулярный (квазирегулярный соответственно) индуктивный подгрупповой

функтор. Пусть P — нетривиальная нормальная p-подгруппа из G экспо-

ненты, равной либо p, либо 4 в случае, когда P не является кватернионно

свободной группой (нетривиальная нормальная p-подгруппа из G). Пред-

положим, что каждая циклическая подгруппа порядка p или 4 в случае,

когда P не является кватернионно свободной группой, из P является
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FτΦ-вложенной (Fτ -вложенной) в G. Тогда P ≤ ZFΦ(G) (P ≤ ZF(G)).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что теорема неверна, и пусть

(G,P ) — контрпример с минимальным числом |G|+ |P |. Разобьём доказа-

тельство на несколько этапов.

(1) Покажем: G содержит такую нормальную подгруппу N , содер-

жащуюся в P , что P/N — главный фактор в G, N ≤ ZFΦ(G) (N ≤ ZF(G)

соответственно), |P/N | > p и R ≤ N для всякой нормальной подгруппы R

из G, собственно содержащейся в P .

Действительно, пусть P/N — главный фактор из G. Если N = 1,

то (1) очевидно. Предположим, что N > 1. Тогда (G,N) удовлетворяет

условию теоремы. Следовательно, выбор (G,P ) влечёт, что N ≤ ZFΦ(G)

(N ≤ ZF(G)). Очевидно, что фактор P/N является U-эксцентральным в G,

поэтому |P/N | > p. Для всякой нормальной подгруппы R из G, собственно

содержащейся в P , как и выше можно показать, что R ≤ ZFΦ(G) (R ≤

≤ ZF(G)). Если R � N , то P = NR ≤ ZFΦ(G) (P ≤ ZF(G)). Полученное

противоречие показывает, что R ≤ N .

(2) Покажем: экспонента группы P равна либо p, либо 4 в случае,

когда P не является кватернионно свободной группой.

Ввиду условия теоремы можем считать, что функтор τ являет-

ся квазирегулярным и N ≤ ZF(G). Пусть C — критическая подгруппа

Томпсона из P . Предположим, что Ω(C) < P . В силу (1) выполняется

Ω(C) ≤ N ≤ ZF(G). Следовательно, P ≤ ZF(G) по лемме 2.14; проти-

воречие. Тогда P = Ω(C). Если P — неабелева кватернионно свободная

2-группа, то P содержит характеристическую подгруппу V индекса 2 по

лемме 2.15. Следовательно, ввиду (1) имеем V ≤ N , и поэтому |P/N | = 2;

противоречие. По лемме 2.16 получаем, что экспонента P равна либо p,

либо 4 в случае, когда P не является кватернионно свободной группой.

(3) Пусть V/N — произвольная минимальная нормальная подгруппа

из P/N ∩Z(Gp/N), где Gp — силовская p-подгруппа из G. Пусть x ∈ V \N

и H = 〈x〉. Тогда V/N = HN/N и |H| равен либо p, либо 4 в случае, когда

P не является кватернионно свободной группой, ввиду (2). Если V ✂ G,

то P = V по (1), и |P/N | = p; противоречие. В силу (1) справедливо
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HG ≤ VG = N .

По условию теоремы H является FτΦ-вложенной (Fτ -вложенной)

в G. Тогда для некоторой квазинормальной подгруппы T/HG из

G/HG и некоторой τ -подгруппы S/HG из G/HG, содержащейся в

H/HG, (H/HG)(T/HG) является S-квазинормальной подгруппой в G/HG

и (H/HG) ∩ (T/HG) ≤ (S/HG)ZFΦ(G/HG) ((H/HG) ∩ (T/HG) ≤

≤ (S/HG)ZF(G/HG)).

Если P � TG, то P ∩ TG ≤ N ввиду (1). Следовательно, V = HN =

= (HT ∩ P )N является S-квазинормальной в G по лемме 2.1(2). Ввиду

леммы 2.1(3) верно Op(G) ≤ NG(V ), поэтому V ✂ G. Полученное проти-

воречие показывает, что P ≤ TG. Если P � T , то P ∩ TG ≤ N по (1). Из

леммы 2.1(1) получаем, что PTG/TG ≤ Z∞(G/TG). Поэтому P/P ∩ TG ≤

≤ Z∞(G/P ∩ TG). Следовательно, P/N ≤ Z∞(G/N) ≤ ZF(G/N) ≤

≤ ZFΦ(G/N). В силу (1) выполняется P ≤ ZFΦ(G) (P ≤ ZF(G)), что

невозможно. Значит, P ≤ T . Следовательно, H/HG = (S/HG)((H/HG) ∩

∩ZFΦ(G/HG)) (H/HG = (S/HG)((H/HG) ∩ ZF(G/HG))).

Поскольку H является циклической группой, то либо H/HG = S/HG

является τ -подгруппой в G/HG, либо H/HG ≤ ZFΦ(G/HG) (H/HG ≤

≤ ZF(G/HG)). В первом случае, если P/N � Φ(G/N), то G/N содер-

жит такую максимальную подгруппу M/N , что G/N = P/N ⋊ M/N .

Очевидно, P ∩ MG = P ∩ M = N , и поэтому PMG/MG является мини-

мальной нормальной подгруппой в G/MG в силу (1). Функтор τ являет-

ся индуктивным и HG ≤ N ≤ MG, поэтому HMG/MG — τ -подгруппа в

G/MG. Тогда |G : NG(HMG)| является степенью числа p в случае, ко-

гда τ — Φ-квазирегулярный функтор. Следовательно, HMG ✂G. Значит,

V = HN = (HMG ∩ P )N ✂G, что невозможно. Предположим теперь, что

P/N ≤ Φ(G/N). Ввиду (1) мы можем считать, что τ квазирегулярен. Сле-

довательно, |G : NG(V )| = |G : NG(HN)| — степень числа p, и поэтому

V ✂ G, противоречие. Во втором случае в силу лемм 2.2(1) и 2.2(5) вы-

полняется 1 < V/N = HN/N ≤ P/N ∩ ZFΦ(G/N) (1 < V/N = HN/N ≤

≤ P/N ∩ ZF(G/N)). По (1), P/N ≤ ZFΦ(G/N) (P/N ≤ ZF(G/N)); проти-

воречие.
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ТЕОРЕМА 3.6. Пусть τ — либо Φ-квазирегулярный наследствен-

ный индуктивный подгрупповой функтор, либо регулярный индуктив-

ный подгрупповой функтор, E — такая нормальная подгруппа из G, что

(|E|, p− 1) = 1, и P — нетривиальная силовская p-подгруппа из E. Пред-

положим, что каждая циклическая подгруппа порядка p или 4 в случае,

когда P не является кватернионно свободной группой, из P является

(Up)τ -вложенной в G. Тогда E является p-нильпотентной группой.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное, и пусть (G,E) —

контрпример с минимальным числом |G| + |E|. Разобьём доказательство

на несколько этапов.

(1) Покажем: τ является регулярным.

Предположим, что функтор τ является Φ-квазирегулярным и на-

следственным. Ввиду леммы 2.3(2), (A,A) удовлетворяет условию теоре-

мы для всякой собственной подгруппы A из E. По выбору (G,E) груп-

па A является p-нильпотентной. Следовательно, E — минимальная не p-

нильпотентная группа, и она p-замкнута по [28, гл. IV, теор. 5.4]. Ввиду [10,

гл. VII, теор. 6.18] фактор P/Φ(P ) является главным в E, и экспонента P

равна либо 2, либо 4 в случае, когда p = 2 и P — неабелева группа. Если

p = 2 и P — неабелева кватернионно свободная группа, то P содержит

характеристическую подгруппу индекса 2 по лемме 2.15. Следовательно,

|P/Φ(P )| = 2, и поэтому P циклическая, что противоречит нашему пред-

положению. Значит, P имеет экспоненту p или 4 в случае, когда P не

является кватернионно свободной группой. По теореме 3.5 справедливо

P ≤ ZUpΦ(G), и E является p-сверхразрешимой по лемме 2.2(7). Посколь-

ку (|E|, p − 1) = 1, то E p-нильпотентна; противоречие. Следовательно,

функтор τ является квазирегулярным.

(2) Покажем: Op′(E) = 1.

Если Op′(E) > 1, то условие теоремы справедливо для (G/Op′(E),

E/Op′(E)) по лемме 2.3(1). Выбор (G,E) влечёт, что группа E/Op′(E) яв-

ляется p-нильпотентной. Следовательно, и E будет p-нильпотентной, что

невозможно.

(3) Покажем: Op(E) ≤ Z∞(E).
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Предположим, что Op(E) > 1. По теореме 3.5, Op(E) ≤ ZUp
(G). По-

скольку (|E|, p − 1) = 1, то Op(E) ≤ E ∩ ZUp
(G) ≤ ZUp

(E) = ZNp
(E) по

лемме 2.2(2). Следовательно, Op(E) ≤ Z∞(E).

(4) Покажем: Пусть N — нормальная подгруппа из G, собственно

содержащаяся в E. Тогда N ≤ Op(E).

Поскольку условие теоремы справедливо для (G,N), то N является

p-нильпотентной группой ввиду выбора (G,E). Значит, N ≤ Op(E) для

Op′(E) = 1 по (2).

(5) Покажем: p = 2 и E/O2(E) — неабелев главный фактор из G.

Ввиду (4) фактор E/Op(E) является главным в G. Если p ∤

∤ |E/Op(E)|, то в силу (3) группа E p-нильпотентна в случае, когда

Op(E) ≤ Z∞(E). Следовательно, p | |E/Op(E)|, и поэтому E/Op(E) не

является абелевой. Значит, E неразрешима. Поскольку (|E|, p− 1) = 1, по

теореме Фейта–Томпсона получаем, что p = 2.

(6) Ввиду [28, гл. IV, теор. 5.4], E содержит 2-замкнутую минималь-

ную не 2-нильпотентную подгруппу A. Пусть A2 — силовская 2-подгруппа

из A, содержащаяся в P . В силу [10, гл. VII, теор. 6.18] фактор A2/Φ(A2)

является главным в A, Φ(A) = Z∞(A), Φ(A2) = A2∩Φ(A) и экспонента A2

равна либо 2, либо 4 в случае, когда A2 неабелева. Рассуждая так же, как

и при доказательстве (1), можно показать, что экспонента A2 равна либо

2, либо 4 в случае, когда A2 не является кватернионно свободной группой.

Ввиду (3) и леммы 2.2(2) выполняется A2 ∩ O2(E) ≤ A2 ∩ Z∞(E) ≤

≤ A2∩Z∞(A) = A2∩Φ(A) = Φ(A2). Значит, A2 содержит такой элемент x,

что 〈x〉 � O2(E). Пусть H = 〈x〉. Тогда |H| равен либо 2, либо 4 в случае,

когда A2 не является кватернионно свободной группой. По условию теоре-

мы H является (U2)τ -вложенной в G. Тогда для некоторой квазинормаль-

ной подгруппы T/HG из G/HG и некоторой τ -подгруппы S/HG из G/HG,

содержащейся в H/HG, (H/HG)(T/HG) является S-квазинормальной в

G/HG и (H/HG) ∩ (T/HG) ≤ (S/HG)ZU2(G/HG).

Если E � TG, то E ∩ TG < E. По (4), E ∩ TG ≤ O2(E). Вви-

ду леммы 2.1(2), HO2(E) = (HT ∩ E)O2(E) S-квазинормальна в G, и

H ≤ O2(E); противоречие. Значит, E ≤ TG. Если E � T , то E∩TG ≤ O2(E)
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ввиду (4). По лемме 2.1(1), ETG/TG ≤ Z∞(G/TG), поэтому E/O2(E) ≤

≤ Z∞(G/O2(E)). Следовательно, E/O2(E) является абелевой группой,

что противоречит (5). Значит, E ≤ T . Тогда H/HG = (S/HG)((H/HG) ∩

∩ZU2(G/HG)). Поскольку группа H/HG является циклической, то либо

H/HG = S/HG — τ -подгруппа в G/HG, либо H/HG ≤ ZU2(G/HG). В пер-

вом случае HO2(E)/O2(E) является τ -подгруппой в G/O2(E) ввиду ин-

дуктивности функтора τ . Следовательно, |G : NG(HO2(E))| является сте-

пенью числа 2 в силу (1). Значит, (HO2(E))G является 2-группой, и H ≤

≤ O2(E); противоречие. Во втором случае

HO2(E)/O2(E) ≤ ZU2(G/O2(E))

ввиду леммы 2.2(1). Следовательно, 1 < HO2(E)/O2(E) ≤ E/O2(E) ∩

∩ZU2(G/O2(E)). Значит, E/O2(E) ≤ ZU2(G/HG) в силу (5), и E/O2(E)

является абелевой группой; противоречие.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 1.6. Рассуждая как при доказатель-

стве теоремы 3.3 и используя теоремы 3.5 и 3.6, получаем, что F ∗(E) ≤

≤ ZU(G). Ввиду леммы 2.10 выполняется E ≤ ZU(G) ≤ ZF(G). Значит,

G ∈ F.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 1.7. Предположим противное, и пусть

(G,E) — контрпример с минимальным числом |G|+ |E|. Если E не явля-

ется разрешимой группой, то по теореме Фейта–Томпсона 2 | |E|. Ввиду

теоремы 3.6 группа E является 2-нильпотентной; противоречие. Следо-

вательно, E разрешима. Очевидно, что для всякой такой максимальной

подгруппы M из G, что GF � M , справедливо G = EM для GF ≤ E, и

(M,E ∩M) удовлетворяет условию теоремы по лемме 2.3(2). Поэтому вы-

бор (G,E) влечёт, что M ∈ F. Ввиду [29, теор. 1.1], GF является p-группой,

GF/Φ(GF) — главный фактор в G и экспонента GF равна либо p, либо 4 в

случае, когда p = 2 и GF не является абелевой. Если p = 2 и GF — неабеле-

ва кватернионно свободная группа, то GF содержит характеристическую

подгруппу индекса 2 по лемме 2.15. Следовательно, |GF/Φ(GF)| = 2, и GF

циклическая, что невозможно. Значит, экспонента GF равна либо p, либо
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4 в случае, когда GF не является кватернионно свободной группой. Вви-

ду теоремы 3.5 выполняется GF ≤ ZUΦ(G) ≤ ZFΦ(G). Тогда G ∈ F по

лемме 2.2(6); противоречие.

§ 4. Приложения

В данном разделе рассматриваются различные подгрупповые функ-

торы, удовлетворяющие условиям наших теорем. Заметим, что в случае,

когда τ — регулярный индуктивный подгрупповой функтор, применимы

теоремы 1.3 и 1.6. Ниже приводятся примеры регулярных индуктивных

подгрупповых функторов.

ПРИМЕР 4.1. Пусть τ(G) — множество всех нормальных (всех квази-

нормальных, S-квазинормальных) подгрупп некоторой группы G. В силу

[30, предлож. 2.2(3)] простой проверкой можно показать, что τ является

регулярным наследственным индуктивным подгрупповым функтором.

ПРИМЕР 4.2. Пусть F — насыщенная формация. Подгруппа H из

G называется F-гиперцентрально вложенной [31] в G, если HG/HG ≤

≤ ZF(G/HG). Пусть τ(G) — множество всех U-гиперцентрально вложен-

ных подгрупп некоторой группы G. Тогда τ является регулярным на-

следственным индуктивным подгрупповым функтором ввиду [30, пред-

лож. 2.3(2); 31, леммы 2(i) и 1(i)].

ПРИМЕР 4.3. Подгруппа H из G называется модулярной в G, ес-

ли H является модулярным элементом решётки подгрупп из G. Пусть

τ(G) — множество всех модулярных подгрупп некоторой группы G. То-

гда простой проверкой можно показать, что τ является наследственным

индуктивным подгрупповым функтором, см. также [32, разд. 5.1]. Более

того, ввиду [32, теор. 5.2.5] каждая модулярная подгруппа из G является

U-гиперцентрально вложенной в G, поэтому фуктор τ будет регулярным

в силу примера 4.2.

ПРИМЕР 4.4. Подгруппа H из G называется CAP -подгруппой, если

H покрывает либо изолирует каждый главный фактор из G. Пусть τ(G) —
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множество всех CAP -подгрупп некоторой группы G. Тогда τ является ре-

гулярным индуктивным подгрупповым функтором [30, предлож. 2.3(1);

33, лемма 3.2(a)].

ПРИМЕР 4.5. Подгруппа H из G называется SS-квазинормальной

[34] в G, если H имеет такое добавление K в G, что H перестановоч-

на с каждой силовской подгруппой из K. Пусть τ(G) — множество всех

SS-квазинормальных подгрупп некоторой группы G. Тогда τ является ре-

гулярным наследственным индуктивным подгрупповым функтором [35,

лемма 7.1(6); 34, леммы 2.1(i) и 2.1(ii)].

ПРИМЕР 4.6. Подгруппа H из G называется S-полуперестановочной

[36] в G, если H перестановочна с каждой такой силовской подгруппой X

из G, что (|H|, |X|) = 1. Пусть τ(G) — множество всех S-полуперестано-

вочных подгрупп некоторой группы G. Тогда τ является регулярным на-

следственным индуктивным подгрупповым функтором [35, лемма 7.1(5);

37, предлож. 1 и 2].

ПРИМЕР 4.7. Подгруппа H из G называется τ -квазинормальной [38]

в G, если HGp = GpH для всякой такой силовской p-подгруппы Gp из G,

что (|H|, p) = 1 и (|H|, |Gp
G|) 6= 1. Пусть τ(G) — множество всех τ -ква-

зинормальных подгрупп некоторой группы G. Тогда τ является наслед-

ственным индуктивным подгрупповым функтором [38, лемма 2.2(1); 39,

лемма 2.6(2)].

Покажем, что функтор τ является регулярным. Пусть N — ми-

нимальная нормальная подгруппа из G, и H — τ -квазинормальная p-

подгруппа из G. Предположим, что H ∩ N > 1. Если Op′(G) > 1, то

N ∩ Op′(G) = 1. Воспользовавшись индукцией по |G|, получаем, что

|G : NG((H ∩ N)Op′(G))| = |G : NG(HOp′(G) ∩ NOp′(G))| является сте-

пенью числа p. Поскольку NG(H ∩ N) ≤ NG((H ∩ N)Op′(G)) ≤ NG((H ∩

∩N)Op′(G) ∩ N) = NG(H ∩ N), то NG(H ∩ N) = NG((H ∩ N)Op′(G)),

и поэтому |G : NG(H ∩ N)| — степень числа p. Рассмотрим теперь слу-

чай, когда Op′(G) = 1. Тогда p | |Gq
G| для любого простого числа q 6= p,

делящего |G|. Следовательно, H является S-полуперестановочной в G, и
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|G : NG(H ∩N)| — степень числа p. Значит, τ является регулярным.

ПРИМЕР 4.8. Подгруппа H из G называется почти S-перестано-

вочной [40] в G, если для всякого такого простого числа p, что (p, |H|) = 1,

и для любой подгруппы K из G, содержащей H, NK(H) содержит неко-

торую силовскую p-подгруппу из K. Пусть τ(G) — множество всех почти

S-перестановочных подгрупп некоторой группы G. Тогда τ является ин-

дуктивным подгрупповым функтором [40, лемма 2.2(3)].

Покажем, что функтор τ является регулярным. Пусть N — мини-

мальная нормальная подгруппа из G, и H — почти S-перестановочная

p-подгруппа из G. Ввиду [40, лемма 2.2(2)], H ∩ N является почти S-

перестановочной подгруппой в G, и NG(H∩N) содержит некоторую силов-

скую q-подгруппу из G для каждого простого числа q 6= p, делящего |G|.

Тогда |G : NG(H ∩N)| — степень числа p. Значит, τ является регулярным

функтором.

ПРИМЕР 4.9. Подгруппа H из G удовлетворяет Π-свойству [30] в

G, если |G/K : NG/K(HK/K ∩ L/K)| является π(HK/K ∩ L/K)-числом

для каждого главного фактора L/K из G. Пусть τ(G) — множество всех

подгрупп некоторой группы G, удовлетворяющих Π-свойству в G. Тогда τ

является регулярным индуктивным подгрупповым функтором ввиду его

выбора и [30, предлож. 2.1(1)].

Заметим, что в случае, когда τ является Φ-регулярным наследствен-

ным индуктивным (Φ-регулярным индуктивным) подгрупповым функто-

ром, применимы теоремы 1.4, 1.5 и 1.7 (применима теорема 1.4). Следу-

ющие два примера являются примерами Φ-регулярных индуктивных под-

групповых функторов.

ПРИМЕР 4.10. Пара (K,L) подгрупп из G называется максимальной

парой в G, если K является максимальной подгруппой в L. Подгруппа H

из G называется {1 ≤ G}-вложенной [41] в G, если H покрывает либо

изолирует каждую максимальную пару из G. Пусть τ(G) — множество

всех {1 ≤ G}-вложенных подгрупп некоторой группы G. Тогда τ является

наследственным индуктивным подгрупповым функтором [41, леммы 2.3(1)
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и 2.3(2)].

Покажем, что функтор τ является Φ-регулярным. Пусть G — при-

митивная группа, N — минимальная нормальная подгруппа из G, и H —

{1 ≤ G}-вложенная p-подгруппа из G. Мы можем считать, что H ∩N > 1.

Ввиду [41, лемма 2.5], H субнормальна в G. Следовательно, N является

p-группой [10, предлож. 4.13(b)]. Тогда H ≤ N = F (G). Пусть M — такая

максимальная подгруппа из G, что G = N ⋊M . Поскольку H � M , то H

покрывает максимальную пару (M,G), и поэтому G = HM . Следователь-

но, H = N , и поэтому |G : NG(H ∩N)| является степенью числа p. Значит,

τ является Φ-регулярным.

ПРИМЕР 4.11. Подгруппа H из G называется CAP ∗-подгруппой [42],

если H покрывает либо изолирует каждый нефраттиньев главный фактор

из G. Пусть τ(G) — множество всех CAP ∗-подгрупп некоторой группы G.

Тогда τ является Φ-регулярным индуктивным подгрупповым функтором

ввиду его определения и [42, лемма 2.1(i)].

В случае, когда τ — квазирегулярный наследственный индуктив-

ный подгрупповой функтор, применима теорема 1.6. Приведём несколько

примеров квазирегулярных наследственных индуктивных подгрупповых

функторов.

ПРИМЕР 4.12. Подгруппа H из G называется S-квазинормально вло-

женной [2] в G, если каждая силовская подгруппа из H является силов-

ской подгруппой в некоторой S-квазинормальной подгруппе из G. Пусть

τ(G) — множество всех S-квазинормально вложенных подгрупп некоторой

группы G. Тогда τ является наследственным индуктивным подгрупповым

функтором [2, лемма 1].

Покажем, что функтор τ является квазирегулярным. Пусть N — абе-

лева минимальная нормальная подгруппа из G, и H — S-квазинормально

вложенная p-подгруппа из G. Тогда G имеет такую S-квазинормальную

подгруппу V , что H является силовской p-подгруппой в V . Мы можем

считать, что H ∩ N > 1 и N — p-группа. Поскольку V является S-

квазинормальной в G, то H ∩ N = V ∩ N является S-квазинормальной
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в G по лемме 2.1(2), и Op(G) ≤ NG(H ∩N) ввиду леммы 2.1(3). Следова-

тельно, |G : NG(H ∩ N)| является степенью числа p. Значит, τ является

квазирегулярным.

ПРИМЕР 4.13. Подгруппа H из G называется вполне c-перестано-

вочной [43] в G, если для всякой подгруппы T из G существует такой эле-

мент x ∈ 〈H,T 〉, что HT x = T xH. Пусть τ(G) — множество всех вполне

c-перестановочных подгрупп некоторой группы G. Тогда τ является на-

следственным индуктивным подгрупповым функтором [43, лемма 2.1(3) и

след. 2.2(1)].

Покажем, что функтор τ является квазирегулярным. Пусть N — абе-

лева минимальная нормальная подгруппа из G, и H — вполне c-переста-

новочная p-подгруппа из G. Мы можем считать, что H ∩ N > 1 и N —

p-группа. Тогда для всякого простого числа q 6= p, делящего |G|, G содер-

жит такую силовскую q-подгруппу Gq, что HGq = GqH. Следовательно,

H ∩N = HGq ∩N , и Gq ≤ NG(H ∩N). Значит, |G : NG(H ∩N)| является

степенью числа p. Поэтому τ является квазирегулярным подгрупповым

функтором.

ПРИМЕР 4.14. Подгруппа H из G называется вполне c-полуперес-

тановочной [44] в G, если существует такое минимальное добавление T

к H в G, что для всякой подгруппы K из T найдётся такой элемент

x ∈ 〈H,K〉 ∩ T , что HKx = KxH. Пусть τ(G) — множество всех вполне

c-полуперестановочных подгрупп некоторой группы G. Тогда τ является

наследственным индуктивным подгрупповым функтором [44, лемма 2.3].

Более того, рассуждая как и в примере 4.13, можно показать, что τ явля-

ется квазирегулярным.

Наконец, в случае, когда τ — Φ-квазирегулярный наследственный

индуктивный подгрупповой функтор, применима теорема 1.7. Приведём

пример Φ-квазирегулярного наследственного индуктивного подгруппового

функтора.

ПРИМЕР 4.15. Пусть τ(G) — множество всех подгрупп, порождён-

ных S-квазинормально вложенными подгруппами группы G. Тогда τ явля-
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ется наследственным индуктивным подгрупповым функтором [2, лемма 1].

Покажем, что функтор τ является Φ-квазирегулярным. Пусть G —

примитивная группа, и N — абелева минимальная нормальная подгруппа

из G. Пусть H = 〈H1, H2, . . . , Ht〉, t ≥ 1, — p-подгруппа из G, где Hi — S-

квазинормально вложенная подгруппа из G для всякого 1 ≤ i ≤ t. Тогда

G содержит такую S-квазинормальную подгруппу Vi, что Hi — силовская

p-подгруппа в Vi. Мы можем считать, что H∩N > 1 и N — p-группа. Если

(Vi)G > 1 для некоторого i, то N ≤ Vi, и N ≤ Hi ≤ H. Следовательно,

H ∩ N = N . Значит, |G : NG(H ∩ N)| является степенью числа p. Пусть

теперь (Vi)G = 1 для каждого 1 ≤ i ≤ t. Ввиду [14, предлож. A и B], Hi

является S-квазинормальной в G, и поэтому H будет S-квазинормальной

в G по лемме 2.1(2). Ввиду примера 4.1, |G : NG(H ∩N)| — степень числа

p. Следовательно, τ является Φ-квазирегулярным.

Приведённые выше примеры показывают, что многие известные ре-

зультаты являются прямыми следствиями наших теорем. За подробностя-

ми заинтересованные читатели могут обратиться к соответствующей ли-

тературе.
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