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Ф А К Т О Р И З А Ц И И О Д Н О П О Р О Ж Д Е Н Н Ы Х 

К О М П О З И Ц И О Н Н Ы Х Ф О Р М А Ц И Й 

ГО ВЭНЬБИНЬ, А. Н. СКИБ А 

Все рассматриваемые здесь группы конечны. Формации — это клас­

сы групп, замкнутые относительно взятия гомоморфных образов и под-

прямых произведений. Формация групп $ называется (разрешимо) насы­

щенной, если ей принадлежит всякая группа G, обладающая (разрешимой) 

нормальной подгруппой N такой, что G/$(N) £ $. Непустые насыщенные 

формации называют локальными. В силу теоремы Бэра (см. [1, гл. IV, 

4.17]) непустые разрешимо насыщенные формации совпадают с компози­

ционными, впервые введенными Л. А. Шеметковым [2, 3]. 

Теория локальных формаций в настоящее время является доволь­

но развитой, в ней получено большое число ярких теорем и содержатель­

ных примеров. Особую роль занимают так называемые однопорожденные 

локальные формации. Напомним, что локальная формация $ называется 

однопорожденной, если найдется группа G такая, что $ совпадает с пересе­

чением всех тех локальных формаций, которые содержат G. Как показано 

в [4, 5], решение многих вопросов теории локальных формаций сводит­

ся к исследованию соответствующих типов однопорожденных локальных 

формаций. 

Композиционные формации введены с целью изучения внутреннего 

строения непростых (не обязательно разрешимых) групп. Хотя компози­

ционные формации уже имеют много приложений (см. [3]), их система­

тическое изучение начато сравнительно недавно. Несмотря на очевидное 

родство в определениях композиционных и локальных формаций, спра-

© Сибирский фонд алгебры и логики, 2001 

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



546 Го Вэньбинь, А. Н. Скиба 

ведливость многих известных в теории локальных формаций результатов 

до самого последнего времени остается неясной для композиционных фор­

маций. В первую очередь это относится к результатам, связанным с про­

изведениями формаций. 

Напомним, что произведением Wlf) непустых формаций ЯЛ и 9) назы­

вают класс всех групп G таких, что G^ Е 9Л, где G^ — пересечение всех 

нормальных в G подгрупп N со свойством G/N Е S). Такая операция ассо­

циативна на множестве всех формаций, и всякое представление формации 

У в виде У = tfifo .. .&, где ff ^ ffi.. . fo-ifo+i. . .& Для всех г = 1,2,... , t, 

называется несократимой факторизацией формации # [5, гл. 3, с. 97]. В 

[5, гл. 3] описаны все возможные несократимые факторизации однопоро-

жденных локальных формаций. 

В данной статье приводится описание несократимых факторизации 

вида QJtf) для однопорожденных композиционных формаций и композици­

онных подформаций формаций такого типа, что дает частичный ответ на 

вопрос 5.21 [5]. 

Нам необходимо следующее, восходящее к Л. А. Шеметкову и Р. Бэру, 

описание композиционных формаций. Пусть %{£) — класс всех простых 

групп А таких, что А == Н/К для некоторого композиционного факто­

ра Н/К некоторой группы G Е X. Функция / , сопоставляющая каждой 

элементарной группе Н некоторую (возможно, пустую) формацию / ( H ) , 

называется бэровской формационной функцией [1, гл. IV, 4.9] или компо­

зиционным экраном [3], если f(A) = f(B) для любых двух элементарных 

групп А и В таких, что Х(А) = Х(В). 

Символом CF(f) обозначается класс всех групп G таких, что G Е 

Е CF(f) тогда и только тогда, когда либо G = 1, либо G ф 1 и 

G/CQ{H/K) E f(H/K) для каждого главного фактора Н/К из G. Ес­

ли # = C F ( / ) , то говорят, что / — композиционный экран формации #. 

Согласно теореме Р. Бэра [1, гл. IV, 4.17], непустая формация $ разрешимо 

насыщена тогда и только тогда, когда # = CF(f) для некоторого компо­

зиционного экрана / . 

Пусть А — произвольная простая группа. Через CA(G) обозначается 
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пересечение централизаторов всех тех главных факторов группы G, чьи 

композиционные факторы изоморфны А (если же таких факторов нет, то 

полагают CA(G) = G) [6]. В случае, когда А = Zp (группа простого поряд­

ка р), наряду с записью CZp (G) будем применять более короткую запись 

CP(G). Через GE(A) обозначается наибольшая нормальная в G подгруппа, 

у которой все композиционные факторы изоморфны группе А (при этом 

G^(A) = 1J е с л и G содержит неединичные нормальные подгруппы с таким 

свойством) [6]. 

ЛЕММА 1. Пусть $ = ШЯ), где 9Л — композиционная формация 

с внутренним композиционным экраном т} f) — такая формация, что 

X(Sj) П 21 С Х(Ш). Если Пгщ С ЯЯ? то У = C F ( / ) , г<?е 

{ т ( £ р ) £ , если Л = Zp е ЭС(ЮТ) П а, 

У, если А — простая неабелева группа, 

0, если А — Zp абелева группа и А £ ЗС(9Л). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ЯЯх = GF( / ) , где / - КОМПОЗИЦИОННЫЙ 

экран из условия леммы. 

Допустим, что 9Лх £ # и G — группа минимального порядка из 9Л\# 

с монолитом R = G*. Понятно, что й С G*> и G^/.R G ЯЛ. Пусть Я = 

= А х . . . X А, где А — простая неабелева группа. Поскольку G Е SDT, то 

G S G / l = G/C G ( i2 )e / (A)=f f , 

что противоречит выбору группы G. Значит, R — Zpx...xZp — абелева 

группа. Допустим, что Zp Е %{Ш). Тогда /(Zp) = m(Zp)S) . Следовательно, 

G/Cp{G) Е m(Zp)S}, т.е. G*C*{G)/C*{G) Е m(Zp), и поэтому G*/CP(G) П 

nG* = G*/CP{G*) E m(Zp). Поскольку G^/Д Е ЯЛ, то G* Е 9Л и поэтому 

G е $. Получили противоречие, значит, Zp g ЗС(9Л). Тогда / (Z p) = 0 . С 

другой стороны, G/CP(G) £ f{Zp), снова приходим к противоречию. Итак, 

G e y . Следовательно, ЯЛх С #. 

Предположим, что У £ 9JTi и G — группа минимального порядка из 

y\9Jli с монолитом Д = G^1 . Пусть А — композиционный фактор группы 

R. Ясно, что G/CA(G) £ / (А). Допустим, А — неабелева группа. Тогда 
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f(A) = у. Поскольку G € $, то G/CA{G) £ / (A). Получили противоре­

чие. Итак, А = 2р — абелева группа. Поскольку G £ £Щ), то G^ G 9Л. 

Допустим, что G*> = 1. Тогда G G £ и Zp G ЗС(й) П 21 С ЗС(ОЯ). Значит, 

/ (Z p ) = m(Zp)S) и поэтому G/CP(G) G # С rn(Zp)f). Данное противоречие 

показывает, что Д С G^. Поскольку G^ G ЯЛ, то Zp G ЭС(ЯЛ). Поэтому 

/ (Z p ) = m(Zp)f). Тогда 

G*/C p (G e ) - G*/GP(G) n G ^ S CP(G)G*7CP(G) G m(Zp). 

Отсюда (G/CP(G))* G m(Zp), а следовательно, GfC*{G) G m(Z p )^ = 

= f(Zp). Снова получили противоречие, значит, # С SDTi. Таким образом, 

# = 9Л1# Лемма доказана. 

Пусть {/,- | г G / } — произвольный набор композиционных экранов. 

Тогда через f] /,- обозначается композиционный экран / такой, что f(H) = 

= П /ДД") для всех элементарных групп Я . 

Пусть теперь {fi\i£l} — набор всех композиционных экранов фор­

мации J . Тогда р | fi также является композиционным экраном формации 

#, и его называют минимальным композиционным экраном формации J . 

Л Е М М А 2 [6]. Пусть $ — cformX — композиционная формация, по­

рожденная классом групп X. Тогда минимальный композиционный экран 

f формации # такое, что f(A) — foim(G/CA(G) | G G X) при всех 

A G %{Х), и f(A) = 0 для любой простой группы А $. %(Х). Кроме 

того, если h — произвольный композиционный экран формации # ; то 

/ (А) = form(G | G G h(A) Г)$ и GE(B) = 1 для всех В G 3C(ff) \ (А)) 

(?лл любой неабелевой группы A G 3C(J) u 

/(А) = form(G | G € Л(Д) П & GE(A) = 1) 

<?лл любой абелевой группы А из ЭС(З'). 

Л Е М М А 3. Пусть X — непустой класс группы Gun— произволь­

ное непустое множество простых чисел. Тогда 

G/On{G) G fovm(A/On{A) \AeX). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Т = G/0*(G). Тогда 0ж{Т) = 1. Пред­

положим прежде, что Т — монолитическая группа. Пусть Xi = ЯХ. Допу­

стим, что Г € 3Ci. т.е. Г = A/N для некоторой группы А £ X. Поскольку 

О*(Г) = 1 и 0„{A)N/N С 0*{A/N), то 0 , ( 4 ) С iV. Значит, 

Т е й - form(A/07r(A) | A G X). 

Пусть Т £ Х\. Согласно [7, теор. 4.2.11] в формации formX найдется 

группа Я с нормальными подгруппами iV, iVb . . . , iVt, M, M i , . . . , M t (£ ^ 

^ 2) такими, что выполняются следующие условия: 

1) H/N £ Т и M/JV = Soc(ff/iV); 

2) JVi П.. .C\Nt = 1 и H/Ni — монолитическая Xi-группа с монолитом 

Mi/Ni(i = l,...,t)i 

3) £г = Nx П . . . П iVi-i П Mi П Ni+i П . ,.nNt — такая минимальная 

нормальная в Я подгруппа, что I^iV; = Mt и L{ <£ N (i — 1 , . . . , £). 

Из условий 1 и 2 имеем Т £ form(ff/iVi,... ,H/Nt). В силу усло­

вия 3, Lt- S LiNi/Ni = Mi/ЛГ,- S Ьг-ЛГ/Л^ = М/ЛГ. Поскольку О ^ Г ) = 1, 

то О „{H/Ni) = 1, г = 1 , . . . ,*. Следовательно, ff/iVb... ,Я/ЛГ^ е j) = 

= form(A/07r(A) | A G X). Поэтому T е form(A/07r(A) | A 6 X). 

Допустим теперь, что группа Т не является монолитической и iVi X 

X . . . х Nt — Soc(T), где iV,- — минимальная нормальная в Т подгруппа 

(г = 1 , . . . ,*). Согласно [5, лемма 4.1.3], Т £ Л 0 ( Т / М Ь . . . ,T/Mt), где 

Т/Мх ~~ монолитическая группа с Ож{Т/М{) = 1. Понятно, что Т/М{ £ 

£ form£. Согласно уже доказанному, Т/М{ £ й = form(A/07r(A) | А £ ЗЕ). 

Следовательно, Т £ 9). Лемма доказана. 

Напомним, что символом cformG обозначается пересечение всех ком­

позиционных формаций, содержащих данную группу G. Формации тако­

го типа называют однопорождеными композиционными. Композиционная 

формация J называется ограниченной, если $ С cformG для некоторой 

группы G. Формация # называется однопорожденной (ограниченной), ес­

ли # — formG (соответственно # С formG) для некоторой группы G. 

Л Е М М А 4. Пусть f — минимальный композиционный экран фор­

мации J . Тогда формация $ является однопорожденной (ограниченной) 
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композиционной в том и только в том случае} если %{$) содержит лишь 

конечное множество попарно неизоморфных групп и для каждой группы 

А Е ЗС(З') формация f(A) является однопорожденной [соответственно 

ограниченной). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Н е о б х о д и м о с т ь . Предположим, что # = 

= eformG ($ С tformG) для некоторой группы G. Пусть h — минималь­

ный композиционный экран формации tformG. Из леммы 2 вытекает, что 

/ = h (соответственно f < h). Согласно той же лемме X(G) = 3C(#), и 

для всякой группы А Е %{G) формация h(A) является однопорожденной. 

Следовательно, в ЗС(З') имеется лишь конечное множество попарно неизо­

морфных групп, и для всякой группы А Е ЗС(#) формация /(А) является 

однопорожденной (соответственно ограниченной). 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть A i , . . . , Ап — набор всех попарно неизо­

морфных групп в ЗС(#), и пусть G i , . . . , Gn — такие группы, что /(А,-) = 

= formG, (соответствено /(А,) С formG), г = 1 , . . . , п. 

Пусть 

{ G;, если Ai — неабелева группа, 

Zp I (Gi/0Pi(Gi)), если |А,-| = pi — простое число. 
Пусть, кроме того, G — Т\ х . . . х Tn, fo = tformG. 

Покажем вначале, что J С J i . Пусть / i — максимальный внутренний 

композиционный экран формации #i . Для доказательства включения # С 

С #i достаточно лишь установить, что / < / i , (т.е., /(А,-) С /i(A,-) для 

всех г — 1 , . . . , п). Если Аг — неабелева группа, то согласно [3, теор. 3.2], 

fi(Ai) = ffi. Поскольку Gt = Ti E Si, то /(А,-) С formG; С /ЦА;). 

Пусть |А,-| = pi — простое число. В силу лемм 2, 3 имеем /(А,-) С 

С form(G|/0Pl.(Gi)). По [6, лемма 2], СР(Т{) = А', где if — база сплете-

ния ZPi I (Gi/Op-iGi)). Значит, Тг/С*(Тг) = Тг/К = d/O^Gi) E /,(Аг), и 

поэтому /(А,-) С /i(A,-). Итак, / < Д и у С fo. 

Предположим теперь, что /(А,-) = formG,- при всех г = 1 , . . . , п. По­

скольку экран / является внутренним, из [3, гл. 3, лемма 3.11] вытекает, 

что Т\,... , Тп Е $. Значит, G Е #, и поэтому 3i = eformG С #. Следо-
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вательно, # = 3i — однопорожденная композиционная формация. Лемма 

доказана. 

Л Е М М А 5. Пусть $ = 97lft, где $, 9R, f) — формации и каждая 

простая группа в 9Л абелева. Пусть А Е Ш, В Е $), т — натуральное 

число, и пусть для каждого натурального числа г в А имеется нормаль­

ная подгруппа А, такая, что А/А{ — простая группа. Предположим, что 

все группы последовательности 

Gx = (А/Ах) IB,G2 = (A/A2) lG1,...,Gt = (A/At) I Gt.x,... 

принадлежат формации 9). Тогда найдутся простое число р Е 9Л и группа 

Т Е f) такие, что одна из подгрупп М группы Т будет циклической поряд­

ка рт и все минимальные нормальные в Т подгруппы будут р-группами. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку \А\ < оо, существуют простое чис­

ло р и бесконечная последовательность индексов ii,z*2,... , г „ , . . . такие, 

что для всех j = 1,2,... имеет место р Е 7г(АДЦ), где А^ Е {А{ \ г = 

= 1 ,2 , . . .} . Пусть Z — некоторая группа порядка р и 

Т\ = Z, Т2 — ZI Т\,... , Tn+i = ZI Т п , . . . . 

Покажем: для каждого г найдется индекс j такой, что группа Tt изо­

морфна некоторой подгруппе из Gj. При г — 1 это очевидно. 

Пусть г > 1, j — индекс такой, что группа Т{-\ изоморфна некоторой 

подгруппе из Gj. Найдется индекс t > j , для которого р Е ж (A/At), т. е. Z 

изоморфна некоторой подгруппе из A/At. Тогда Т{ = Z \ Тг_1 изоморфна 

некоторой подгруппе из Gt ~ (A/At) lGt-i (см. [1; А, 18.2]). 

Итак, при всяком натуральном г существует натуральное число j та­

кое, что Т{ изоморфна подгруппе из Gj. Пусть теперь Р ~ произволь­

ная р-группа, / — длина ее композиционного ряда. Применяя теорему 

Калужнина—Краснера (см. [8, теор. 6.2.8]) и тривиальную индукцию, ви­

дим, что группа Р изоморфна подгруппе группы Т\. Значит, для каждой 

р-группы Р найдется j такое, что Р изоморфна подгруппе из Gj E S). 

Следовательно, УХР С S(S)). 
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Отсюда в fj содержится группа Т такая, одна из подгрупп М кото­

рой является циклической порядка р™ и каждая минимальная нормальная 

подгруппа группы Т является р-группой. Лемма доказана. 

Представление формации # в виде произведения 

$ = & & . . • & , (1) 

где # i , $2, • • • , 3i — формации и t ^ 2, называется факторизацией #. Фак­

торизация (1) является несократимой, если # ф Ъ\Ъг • • •&-1&+1 • • -$t для 

всех г = 1,2,... ,£. 

Пусть i} — произвольный непустой класс групп. Тогда символом 

$)/Op(f)) обозначается формация {ovm(A/Op(A) \ A E ft). 

Т Е О Р Е М А 1. Пусть # = SDtJo — несократимая факторизация ком-

позиционной формации #. Формация $ является ограниченной компози­

ционной тогда и только тогда, когда 

1) 9Л — метанильпотентная однопорожденная локальная форма­

ция] 

2) все абелевы композиционные факторы, встречающиеся у групп 

формации 9), принадлежат 9Л; 

3) если формация 9JT не является примарной, то fy — ограниченная 

формация, причем эта формация абелева, если формация ЯЛ не нильпо-

тентна; 

4) для любых групп А Е ffl, В £ f) экспоненты групп A/F(A) и В 

взаимно просты; 

5) если SDT = 91р — примарная формация, то формация fi/Op(f)) 

ограничена. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть £ С dovmG и 

\G\ = га. Обозначим через / минимальный композиционный экран форма­

ции $. 

Покажем прежде, что каждая простая группа Г из 9Л абелева. Пред­

положим противное, и пусть Т — произвольная простая неабелева группа 

из 9Л. Рассмотрим сплетение D == T?(J3W), где В — некоторая неединичная 

группа из JQ- Пусть К — база этого сплетения. Согласно [5, лемма 3.1.9], 
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группа D является монолитической, и ее монолит совпадает с К = П Т±, 
Ь€В т 

где Ti — первая копия группы Г в /<*. Понятно, что D Е #. По лемме 2 

D S D/CD{K) Е f(K) = form(G/C r(G)) С formG. 

Поскольку |ЛС| = | T p l m > га, получаем противоречие с [5, лемма 3.1.5]. 

Таким образом, каждая простая группа из 9Л является абелевой. 

Докажем теперь, что формация 9Л разрешима. Предположим про­

тивное, и пусть А — группа минимального порядка из 9Л \ (5. Обозначим 

через Р монолит группы А, Тогда Р = А®. Как показано выше, каждая 

простая группа из ЯЭТ абелева. Значит, Р ф А. 

Пусть В — произвольная неединичная группа, принадлежащая фор­

мации S). Рассмотрим сплетение D = А\ (Вт). Допустим, что ^-корадикал 

D® группы D входит подпрямо в базу сплетения D. Поскольку А Е 9Л, то 

D^ Е 9Л, и поэтому D Е #. Пусть А\ — первая копия группы А в базе 

сплетения D, и пусть Li — ее монолит. По [5, лемма 3.1.10], fj L\ — 
ьев т 

монолит группы D. Если F — композиционный фактор группы Р, то 

D/CF(D) *De f(F) С form(G/CF(G)), 

что противоречит [5, лемма 3.1.5]. Итак, D® не входит подпрямо в базу 

сплетения D. Следовательно, по [5, лемма 3.1.9] в группе А найдется мак­

симальная нормальная подгруппа М такая, что (А/М) I (Вт) E $). Рас­

суждая аналогично, видим, что в А имеется максимальная нормальная 

подгруппа Я такая, что (А/Н) I ((А/М) I (В171)) Gi), и т.д. Применяя те­

перь лемму 5, видим, что найдутся простое число р и группа Т Е Ь такие, 

что одна из подгрупп М группы Т будет циклической группой порядка 

р™ и каждая минимальная нормальная в Т подгруппа будет р-группой. 

Для любой группы X выполняется Z(Z0 I X) ф 1, поэтому и согласно [4, 

лемма 3.32] в формации 9) содержится группа Zp порядка р. 

Понятно, что Zp E #. Предположим, что множество ЗС(#) содержит 

группу Zp простого порядка q ф р. Тогда ЩР}Я} С #. Легко видеть, что 

для любого простого числа г Е тг(#) имеет место 

mr = (<nrn<m)(yirnf)). 
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Если г 6 яг(#), то, в силу [5, следствие 3.3.11], либо 91г С ЯЛ, либо 

ЯТГ С f). Рассмотрим следующие формально возможные случаи: 

1) Zp Е ЯЛ и tftg С $). Пусть Н — циклическая группа порядка q™ и 

D = Zpl Н = [А^]#, где А' — база сплетения D. Поскольку А' = CP(D) и, 

очевидно, D Е #, то 

D/CP(D) ^ tf E f(Zp) = form(G/Cp(G)) С formG, 

а это противоречит [5, лемма 3.1.5]. 

2) Zp, Z9 ^ ЯЛ и 9t{p,g} С й- Пусть Р — произвольная простая группа 

из ЯЛ. В силу доказанного выше Р — абелева г-группа, где г — простое 

число, отличное от q. Таким образом, мы пришли к случаю 1. 

3) ^l{Plq} С ЯЛ. Рассмотрим сплетение D = ZP?T = [К]Т, где ЯГ — база 

сплетения D. Поскольку Cq(D) = AT, то D/Cq(D) содержит циклическую 

подгруппу порядка рт. Так как 

D/Cq{D) Е f(Zp) = form(G/C9(G)) С formG, 

получаем противоречие с [5, лемма 3.1.5]. Следовательно, данный случай 

также не имеет места. 

Значит, все абелевы группы в ЗС(З') имеют порядок р. 

Покажем теперь, что для любой группы Г G J выполняется D = 

= Т* I (Т/Т*) Е #. Пусть Ть/М - главный фактор группы Т. Поскольку 

Т* Е ЯЛ, то Т*/М - р-группа. Значит, по [5, лемма 3.5.20], Т/М Е form(Zp2 

l(T/T*)), где Zp — группа порядка р. Следовательно, Zp \ (Т/Т*) £ $), и 

поэтому в силу [5, лемма 3.1.9] ^-корадикал D* группы D входит подпрямо 

в базу сплетения D. Поскольку Г Е #, то Т* Е ЯЛ. Следовательно, D^ € ЯЛ, 

и поэтому D Е $• 

Покажем, что Sj = 9Tpi}. Пусть 9tpi!) £ i), и пусть JS — группа мини­

мального порядка из ОТр̂ э \ i^. Поскольку в Sj имеется группа порядка р, то 

R = Е* ф Е. Как и выше, можно показать, что Е Е form(Zp ? (E/R)), где 

Zp — некоторая группа порядка р. Следовательно, Zp\ (E/R) £ f). Отсюда 

вытекает, что у группы Г = АI (E/T) ее ^-корадикал Т* входит подпрямо 

в базу сплетения. Поскольку А 6 ЯЛ, то Т Е ЯЛ^ = #. Ясно, что Т* ф 1. 
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Следовательно, если D = T w = Тх х . . . X Г т , где 2\ £ Т2 = . . . = Tm £ Т , 

то D f t ^ 1 и D G ?. В силу показанного выше, Я = D^l(D/D^) G #. Пусть 

t = |J5/D^|. Очевидно, JD« С Гг
в х . . . х T*j и Г,-/!1/* ^ 1. Значит, t > т. 

Отсюда, в силу [5, лемма 3.1.9], для любой минимальной нормальной в Н 

подгруппы К имеем \К\^ t ^ га. 

Пусть F — простая неабелева группа, изоморфная композиционным 

факторам подгруппы Р = А 6 . Для минимальной нормальной подгруппы 

L в Н нетрудно показать, что композиционные факторы L изоморфны F, 

т.е. L — неабелева группа и \L\ ^ га. Пусть М — наибольшая нормальная в 

Н подгруппа со свойством L <£ М. Тогда Н/М — монолитическая группа, и 

ее монолит LM/M изоморфен L. Значит, \LM/M\ ^ га. Так как Н/М G #, 

то Н/М — гомоморфный образ от 

H/CF{H) G / (F ) С form(G/CF(G)) С formG, 

что противоречит [5, лемма 3.1.5]. Поэтому *ЯР# С $). Значит, Sj = У1Р$). 

Покажем теперь, что $ = $). Пусть $ ф f) и Е — группа минималь­

ного порядка из # \ $) с монолитом R = 2?*\ Пусть R = А\ X . . . X At, где 

Аг = . . . = At — простые группы. Поскольку Е G Ъ = 9Л#, то Ах G ЯЛ. 

Следовательно, Ai = Zp. Тогда Е G 9tpi) = f). Учитывая полученное про­

тиворечие, имеем $ = #• Последнее противоречит несократимости факто­

ризации J = fflf). Итак, ЯЛ — разрешимая формация. Рассуждая анало­

гично [5, док-во теор. 3.5.21], видим, что формация ЯЛ является компози­

ционной. Значит, ЯЛ — разрешимая локальная формация. Следовательно, 

ЭДтг(9Л) Q ЯЛ- Пусть га — минимальный композиционный экран форма­

ции ЯЛ. 

Допустим, для некоторого простого числа р выполняется Zp € 9С{$)) \ 

\ЗС(ЯЛ). Поскольку 9) С #, то ЯТР С # и Zp $ ЯЛ. Значит, если А — простая 

группа в ЯЛ, то \А\ ф р. Пусть В — циклическая группа порядка рт и 

D = А г 5 = [А"]5. Тогда D 6 J . Заметим, что В G / (А). Действитель­

но, в силу показанного выше А — группа простого порядка q ф р. По [6, 

лемма 2], Cq(D) = К, и поэтому В £ D/Cq{D) G / (А). Итак, в формации 

/(А) имеется группа экспоненты рт. По [5, лемма 3.1.5] экспонента любой 
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группы из f(A) С foTm(G/CA(G)) не превосходит числа га. Данное про­

тиворечие показывает, что %($)) П 21 С Х(9Л). Следовательно, по лемме 1 

формация $ имеет композиционный экран h такой, что h(Zp) = m(p)$j для 

всех Zp £ ЭС(ШТ) П 21. 

Предположим, найдутся различные простые числа р я q такие, что 

Zq Е rn(Zp) и q £ 7r(fj). Пусть Н — некоторая #с?-группа в S), и пусть 

D = Нт. Рассмотрим регулярное сплетение Т = Zq\ D. Понятно, что 

Т € m(Zp)f) = h(Zp). Поскольку Ор(Т) = 1, по лемме 3 

Г € /(ZP) С form(G/Cp(G)) С formG. 

Если L — подгруппа порядка g из Я , то согласно [5, лемма 3.1.7] ступень 

сплетения Zq I {Lm) не меньше, чем m + 1 = |<?| + 1. Согласно [9, п. 22.13] 

в группе Т имеется подгруппа, изоморфная группе Zq I (Lm). Таким об­

разом, в формации f(Zp) = form(G/Cp(G)) содержится группа, один из 

нильпотентных факторов которой имеет ступень не меньшую чем |G| + L 

А это противоречит [5, лемма 3.1.5]. 

Итак, в дальнейшем можно считать, что если р и q — различные 

простые числа и группа Zq порядка q принадлежит формации m(Zp), то 

q & 7г(#). Более того, покажем, что в такой ситуации формация S) является 

абелевой. Предположим противное, и пусть М -~ произвольная неабелева 

группа из ft. Понятно, что q # 7г(М). Пусть Fq — поле из q элементов, 

Fq — его алгебраическое замыкание. Поскольку группа М неабелева, то 

существует, по крайней мере, один неприводимый FjMj-модуль Т ранга 

Пусть D — внешнее тензорное произведение (см. [9, §43]) га экзем­

пляров модуля Т. Тогда FjMJ-модуль D неприводим (см. [9, § 27, упр. 1]), 

и его ранг не меньше 2 т . Значит, найдется неприводимый /^[Мт]-модуль 

L такой, что D — прямое слагаемое модуля LFq (см. [9, §29, упр. 8]). По­

следнее означает, что ранг модуля L не меньше 2 т . Поскольку М Е # и 

L — элементарно абелева ^-группа, то R = [L]Mm £ ra(Zp)f). Поскольку 

m(Zp)S) = h(Zp), то, по лемме 2, R/Op(R) £ f(Zp). Заметим, что группа 

R/Op(R) обладает главным фактором LOp(R)/Op(R) порядка ^ q2 , а это 
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противоречит [5, лемма 3.1.5]. Итак, S) — абелева формация. 

Покажем, что 9Л — метанильпотентная формация. Предположим, 

что ЯЛ % 9Т2. Согласно [5, лемма 2.1.11] в 9Л имеется минимальная ло­

кальная не метанильпотентная подформация 9)\- По [5, следствие 2.4.11] 

имеем f)i — /formA, где А = [P]([Q]A0 — монолитическая группа с моноли­

том Р = СА{Р), Q = C[Q]N(Q)J N — неединичная нильпотентная группа. 

Пусть {р} = 7г(Р), {#} = 7r(Q). В силу [3, лемма 3.9], Op(N) = 1. Поскольку 

Fg(A) = С9(А) = PQ, в m(Zq) имеется группа Zr простого порядка г ф q. 

Значит, % — абелева формация, и n(N) П 7г(#) = 0- Пусть Т = Л ? (В™), 

где В — некоторая неединичная группа из $). Пусть К — база сплетения 

Т, А\ — первая копия группы А в Т, а подгруппы Pi и Qi в Ах соответ­

ствуют подгруппам Р и Q в группе А при изоморфизме А на Ai. По [5, 

лемма 3.1.10], Я = JI Pf - монолит группы Т, и Т/Д ^ ([Q]iV) ^ (B w ) . 
b£Bm 

Пусть М\ — первая копия группы [Q]N в базе сплетения Е = 

= {[Q]N) l (Bm) , и Q2 — подгруппа из Mi, соответствующая подгруппе 

Q при изоморфизме групп [Q]N и Mi. По [5, лемма 3.1.10] группа Е яв­

ляется монолитической, и ее монолит X = JJ Q^-
ьев т 

Допустим, Г £ #. Поскольку A £ 9JT, подгруппа Т^ не входит под-

прямо в К. Значит, в Ai найдется собственная нормальная подгруппа М 

такая, что (Ai/M)?(jBm) £ fy. Тогда 7г(]\Г)Птг(^) ф 0 . Данное противоречие 

показывает, что Т £ #. Значит, Т/СР(Т) £ f(Zp). Нетрудно заметить, что 

Д обладает дополнением в Т. Значит, R = CT{R), И поэтому СР(Т) = Л. 

Следовательно, Г /Л £ Я 6 /(Zp) С form(G/Cp(G)). У группы T/R име-П Q\ 
b€Bm 

> m, а это ется минимальная нормальная подгруппа порядка 
противоречит [5, лемма 3.1.5]. Значит, 9Л С *Л2. 

Покажем теперь, что Ш — однопорожденная локальная формация. В 

силу [5, лемма 1.4.4] всякая локальная подформация из ШТ наследственна. 

Следовательно, Ш С #. Тогда по [4, лемма 8.9] в 9Л имеется лишь конечное 

множество локальных подформаций. Пусть 

(1) = So С ffi С •.. С ff„ = ЯЛ -

такая цепь локальных формаций, что 9Л; — максимальная локальная под-
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формация в 97tj+i, г = 0 , 1 , . . . , п - 1 . Пусть Щ Е 971,- \ 9Jtj_i, i = 1,2,... , п. 

Тогда 

971 = /form{#b . . . , #„} = IfovmiHx x . . . х Я п ) , 

т. е. 97Т — локальная однопорожденная формация. Итак, ШТ удовлетворяет 

условию 1. 

Предположим теперь, что формация 97Т не нильпотентна. Тогда най­

дется р Е 7г(9Л) такое, что (1) С m(Zp). Поскольку формация 971 метаниль-

потентна, то m(Zp) С 9Т. По лемме 2, m(Zp) П9ТР = (1). Поэтому в m(Zp) 

имеется группа простого порядка q ф р. В этом случае, как установле­

но выше, формация $) абелева. Значит, тг(#) С 7г(9Л). Понятно также, что 

\п(9Л)| > 1. Поскольку J = 97lf), формация J разрешима. Обозначим через 

$i формацию form(G/CP(G) \ р Е тг(С)). Понятно, что #i ~ разрешимая 

однопорожденная формация. Согласно [10] в #i имеется лишь конечное 

множество подформаций. Значит, каждая подформация из #х является 

однопорожденной (см. выше доказательство того, что 9Я — однопорожден­

ная локальная формация). Покажем, что 9) С 5 ь Пусть А — произвольная 

монолитическая группа из $). Тогда А — циклическая р-группа для неко­

торого простого числа р. Пусть q Е тг(9Л) \ {р} и Т = Zp l А, Ясно, что 

Т Е 971$ и поэтому Т/СР(Т) ^ А Е / (£ р ) С fr. Таким образом, все мо-

нолитические группы из S) принадлежат формации 3 i . Отсюда f) С $i и, 

следовательно, S) — однопорожденная формация. 

Пусть формация ^ неабелева. Тогда 971 С 9t. Допустим, что |7г(9Л)| > 

> 1. Тогда, как и выше, можно доказать, что формация S) ограничена. 

Пусть 97t = Щр для некоторого простого числа р. Покажем, что в этом 

случае 9)/Ор{9)) = form(A/Op(A) \ А £ S)) — ограниченная формация. 

Пусть А Е fi. Рассмотрим сплетение Т — Zp\ (А/Ор(А)). Тогда Г Е $ и 

А/Ор(А) й Г/С*(Г) Е /(Zp) = form(G/Cp(G)). 

Итак, f)/Op(S)) — ограниченная формация. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Покажем прежде, что в ЗС(#) имеется конечное 

множество неизоморфных групп. Пусть 97t = cformG = /formG и 7г = 7г(С?). 

По лемме 2 класс ЗС(97Т) с точностью до изоморфизма содержит лишь ко-
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нечное множество простых групп. Поскольку 9) (или f)/Op(f))) — огра­

ниченная формация, то в %($)) также имеется лишь конечное множество 

неизоморфных групп. Итак, в %{Ъ) содержится лишь конечное множество 

неизоморфных групп. Если ЯЛ %. ЯГ, то 9) — абелева формация, и поэтому 

формация # разрешима. Следовательно, $ = £Шз — локальная формация. 

Применяя [5, теор. 3.1.17] к формациям ЯЛ и f), получаем, что $ — од-

нопорожденная локальная, а значит, и однопорожденная композиционная 

формация. 

Пусть ЯЛ С Я1. Тогда для каждой группы G £ $ имеет место F(G) С 

С С^(С), а значит, и G^ С Сл(<?) для всех простых групп А. Таким обра­

зом, согласно лемме 2, минимальный композиционный экран / формации 

$ таков, что f(A) С 9} для всех простых групп A G ЭС(З'). В силу леммы 4, 

# — ограниченная композиционная формация. Теорема доказана. 

С небольшими изменениями в доказательстве теоремы 1 получается 

ТЕОРЕМА 2. Пусть $ = Ш9) — несократимая факторизация ком-

позиционной формации $. Формация $ является одиопорожденной ком­

позиционной тогда и только тогда, когда 

1) ЯЛ — метанильпотентная однопорожденная локальная форма­

ция; 

2) все абелевы композиционные факторы, встречающиеся у групп 

формации $у, принадлежат ЯЛ; 

3) если формация ЯЛ не является примарной, то 9) — однопорожден­

ная формация, причем эта формация абелева, если формация ЯЛ не ниль-

потентна\ 

4) для любых групп А £ ЯЛ, В е S) экспоненты групп A/F(A) и В 

взаимно просты] 

5) если ЯЛ = ЯТр — примарная формация, то формация 9)/Ор($ъ) 

однопорождена, 
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