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КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ТИПА НАКЛОННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 

В. Г. Е р м а к о в 

Пусть Q с Rn+1 (п ^ 2) — конечная область с достаточно гладкой и гомеоморфной 
сфере границей Г. Рассматривается задача отыскания I гармонических в области Q 
функций иъ . . ., ui, удовлетворяющих граничному условию 

(1) Ры • £ r a d ui + • • • + Pkl ° grad ut = fk (к = 1, . . ., Z), 
где )?ft7- — заданные на Г достаточно гладкие вектор-функции, а точка обозначает скаляр­
ное произведение в Rn+1. Предполагается выполненным условие Лопатинского, в силу 
которого 

(2) det Ф(т) Ф О, 
где ,ф(т).= || phj » (—v + it) Hi, а т и v — соответственно единичный касательный век­
тор и единичный вектор внутренней нормали к Г. 

Гомотопическая классификация задач (1), (2) при п = 2 ж различных ограничениях 
на pkj проведена в [1], [2]. Ниже указана топологическая структура множества 9Я задач 
(1), (2), для которых символические матрицы Ф строятся по аналогии с символом Ботта 
(см. [3]) следующим образом. Пусть р1ч . . ., рп — заданные на Г комплексные векторы 
с мнимыми частями, коллинеарными нормали к Г, т.е. pk = qk — ickv (к = 1, . . ., n)r 
и Ь(рг) = /?!*(—v + iT). Тогда матрица Ф(т) = Ъ(ръ . . ., рп) определяется индуктивно 
соотношением (т ^ 2): 

' , _ /Pi-(—v + it)E. Цр2, ... ., рт) \ 
Ь{Ръ • • •, Рт)- \-Ъ*(р2, . . ., рт) Pl.(-v - iy)E I ' 

Л е м м а. Существует такая сколь угодно малая деформация векторов ръ . . ., рПУ 
что условие (2) для задачи из 9J? становится эквивалентным невырожденности на Г век­
торных полей 

Р ± = (?i-v, . . ., gn-v, \А\± У | Аг |* + • • • + I Ап+1 I2), 
где \ А \ — определитель матрицы А, в которой первая строка образована из компонент 
вектора V, а остальные — из компонент векторов qx, . . ., qn, соответственно] А^ (к = 
= 1, . . ., п + 1) — матрица, полученная из А заменой ее к-го столбца столбцом (0, с1? . . . 
. . ., сп)'. 

Т е о р е м а 1. Пусть о+ — вращения по Г полей р+~, отвечающих задаче Jh £ 9J?. 
Тогда 

I n d ^ = ( - 1 ) п ( а + + а_). 
Теорема доказывается с помощью формул для индекса из [4] и [5]. При п — 2 она 

получена В. И. Шевченко [6]. 
Т е о р е м а 2. а+ и а_ образуют полный набор гомотопических инвариантов мно­

жества 3J?, при этом для любых целых чисел I и т в Ш имеются задачи, для которых 
(а+ , а-) = (/, т). 

Доказательство состоит в проведении одновременной гомотопической классифика­
ции двух векторных полей р + и р_ при условии сохранения их вида при гомотопиях. 
Благодаря явному заданию полей р + , необходимые представители компонент связности; 
строятся легко. Например, пусть Г— {(х=(х1,. . ., #n+i): II # И = 1}, т ^ I ^ Оисс + Ф = 

( 1/2 \ т ~ ̂  I Л/ 2 \ J 
хг-\- гх2 — ~ - 1 1хг + ix2 + -*у-1 . Тогда задача, удовлетворяющая усло­

вию (а+, а_) = (I, т), при четном гс строится так: q1 = av + (0, #n-i_i, 0, . . ., О, — х2), 
q2=$v + (хп+1, 0, . . ., О, - * ! ) , g8 = (0, 0, 1, 0, ._. ., 0), . . ., qn = (0, . . ., 0, 1, 0); 

( l / 2 l /2 \ 

- у - , 0, . . ., 0, — — 1 и с п = 0 вне 
некоторой малой окрестности этой точки. 

С л е д с т в и е . Пусть к — произвольное целое число. Задачи из 9J?, имеющие индекс 
X, образуют счетное семейство гомотопических классов. 

Аналогичный результат для нетеровых краевых задач с интегродифференциальны-
ми операторами указан в [7]. 
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Пусть № — подмножество задач из 3J?, отвечающих действительным векторам 
Л ? • • • » Pjf> а °" — вращение поля, в которое превращаются поля р + при сг = . . . = сп = 
•= 0. Справедлива 

Т е о р е м а 3. Индекс задачи является в %1 единственным гомотопическим инвари­
антом, принимает любые четные значения и равен (—1)п2о. 

При п = 2 эта теорема доказана В. И. Шевченко [2]. 
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