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КИНЕТИКА БИФИЛЯРНО-КОНТРОЛИРУЕМЫХ ДВИЖЕНИЙ 

 
Анализ условий, методов и средств реализации процессов перемещения грузовых кон-

тейнеров, осторожно переносимых портальными кранами, в логистических коллекторах, акро-
батические виражи-полеты кайт-сёрферов, парашютные торможения приземляющихся самоле-
тов и т. п. позволяет определить особый класс высокоманевренных движений свободных тел в 
поле сил земного тяготения. Это класс бифилярно-контролируемых движений тел, каждым 
элементом, которого является конкретный вариант исполнения функционально-полезного дви-
жения свободного тела S, совершаемого им в течение ограниченного интервала времени 

],0[ Tt ∈  по определенному пространственно-временному закону и осуществляемого под дейст-

вием системы сил )(tΣ=Σ . В состав такой системы входят постоянная сила тяжести G
r

, рас-
пределенные массовые силы инерции тела S и две переменные, по модулю и по направлению, 
силы натяжения пары связанных с этим телом гибких, управляющих поводков )(tPP

rr
=   и  

)(tQQ
vr

= , адекватные данным условиям и закону его искомого движения. 
Эти определенные и непрерывные вектор-функции времени t , называем алгоритмом си-

лового управления данного бифилярно-контролируемого движения свободного тела S его гиб-
кими напряженными поводками. Механическую систему, обеспечивающую это движение тела 
S называем бифиляром S. 

Предметом настоящей работы является формальное описание некоторого определенного 
бифилярно-контролируемого движения данного свободного твердого тела S и построение алго-
ритма его силового управления своими гибкими напряженными поводками на основании из-
вестных понятий и положений классической механики твердого тела и кинетики механических 
систем с гибкими связями. 

В работе рассмотрено регулярное движение свободного твердого тела S, совершаемое по 
некоторому искомому пространственно-временному закону. Движение осуществляется под 
действием системы сил, включающей соответствующие распределенные массовые силы инер-
ции этого тела, его постоянную силу тяжести и две переменные по модулю и по направлению 
силы натяжения пары связанных с телом S его гибких управляющих поводков. В сравнении с 
известными аналогичными моделями полученные результаты позволяют определить алгоритм 
силового управления свободного твердого тела S его гибкими напряженными поводками необ-
ходимый для осуществления заданного бифилярно-контролируемого движения этого тела. 
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ ИССЛЕДОВАНИЯ  

СЛАБОНЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ, ПОДВЕРЖЕННЫХ  

ВНЕШНЕМУ БИГАРМОНИЧЕСКОМУ ВОЗДЕЙСТВИЮ 

 
Большинство реальных колебательных систем различной природы принципиально нели-

нейны и поэтому, как правило, они не интегрируются в квадратурах. В теории и приложениях 
нелинейной динамики применяются различные методы, позволяющие с той или иной степенью 
точности и при определенных допущениях находить приближенные решения таких систем: ме-
тод малого параметра, метод гармонического баланса, метод прямой линеаризации и ряд дру-
гих. Наиболее широко при исследовании слабонелинейных колебательных систем применяют-
ся асимптотический метод Крылова-Боголюбова-Митропольского [1] и методы линеаризации, 
например метод линеаризации по  функции распределения [3; 4]. 

Исследуем вопрос о точности приближенных решений, полученных методом линеаризации 
по функции распределения и  методом Крылова-Боголюбова-Митропольского, для следующей 
нелинейной системы, подверженной влиянию внешнего бигармонического воздействия 
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ththxxxx t ωωγβα +=+++ &&&                                           (1) 

где α, β, h1, h2 – положительные постоянные, γ  – вещественная постоянная любого знака.  
При компьютерном  моделировании динамических систем в большинстве современных 

прикладных исследований используется такой достаточно точный численный метод, как метод 
Рунге-Кутта. Поэтому сравним приближенные результаты исследования системы  (1) по мето-
дам Крылова-Боголюбова-Митропольского и линеаризации по функции распределения с ре-
зультатами непосредственного численного интегрирования методом Рунге-Кутта, принимая 
последний в качестве эталонного [2, с. 104].  

1.1  Метод Крылова-Боголюбова-Митропольского 
Для применимости асимптотического метода Крылова-Боголюбова-Митропольского мы 

должны предположить, что в (1) βα << , βγ << , 2,1   , =<< khk β . При γ>0 имеем систему с 

«жесткой» восстанавливающей силой, при γ<0 – систему с «мягкой» восстанавливающей силой. 
Решение уравнения (1) для установившегося режима колебаний в первом приближении 

метода ищем в виде 
[ ] [ ])(cos)()(cos)()( 222111 ttattatx ϕωϕω +++= , 

где a1(t), a2(t), ϕ1(t), ϕ2(t) – медленно изменяющиеся функции времени, которые определяются 
из системы уравнений: 
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На основании [1], определяя функции P1, P2, Q1, Q2, для амплитуд и фаз получаем систе-
му уравнений: 
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Начальные условия определяем из системы: 
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После задания численных значений параметров α, β, γ, ωi, hi, i=1,2, систему (2) интегри-

руем одним из известных численных методов. 
1.2  Метод линеаризации по функции распределения 
Сущность метода линеаризации по функции распределения [3] заключается в замене не-

линейности 3)( xxxf γβ +=  уравнения (1) на некоторую линейную функцию 0
* )( fqxxf += . Для 

определения параметров колебательного процесса необходимо решить линеаризованное урав-
нение, полученное при такой замене. 

Решение уравнения (1) ищем в виде 
)cos()cos( 2221110 ψωψω ++++= tataax .                            (3) 

Коэффициенты линеаризации q и  f0 являются функциями моментных характеристик ре-
шения (3), то есть среднего значения а0, центрального момента второго порядка 
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и центрального момента четвертого порядка 
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Зависимости коэффициентов линеаризации от моментов решения имеет вид 
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где 
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Решение линеаризованного уравнения для системы (1) 
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Из (4)–(8) получаем систему уравнений для определения неизвестных параметров а0, σ, ε : 
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1.3 Построение приближенного решения нелинейного дифференциального уравнения и 

сравнение полученных результатов 
Приведем графики приближенных решений, полученных методом Крылова-Боголюбова-

Митропольского и методом линеаризации по функции распределения для следующих значений 
параметров системы (1): 65   ,55   ,1   ,5   3,   ,3600   ,1 2121

2
0 ======== ωωγωβα hh . Тонкой 

линией на обоих графиках приведено решение нелинейного дифференциального уравнения (1) 
с заданными значениями параметров методом Рунге-Кутта. 
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Рисунок 1 – Метод Рунге-Кутта и метод линеаризации по функции распределения 
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Рисунок 2 – Метод Рунге-Кутта и метод Крылова-Боголюбова-Митропольского 
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Для численной оценки точности  методов введем в рассмотрение величины  

( )∑
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PKМЕТ txtx
N 1

2
)()(

1 ,                                                (12) 

где )(txi

PK  – компонента решения по методу Рунге-Кутта, )(txi

MET  – компонента решения по 
методу МЕТ (в нашем случае это либо метод Крылова-Боголюбова-Митропольского, либо ме-
тод линеаризации по функции распределения), N – количество точек, в которых вычисление 
проводилось. 

Для N=600 получены следующие оценки: 
612 1000253.5     ,1070835.1 −− ×=∆×=∆ ЛФРКБМ
. 

Дальнейший анализ показал, что вблизи резонансных областей вида 
i

i

i

q

p
ωω ≈0

, где pi qi – 

небольшие положительные целые числа, большей точностью обладает метод Крылова-Боголю-
бова-Митропольского  ( [ ]1117 10;10 −−∈∆КБМ , [ ]410 10;10 −−∈∆ЛФР

). В то же время, когда собственная 

частота колебаний системы и частоты внешних воздействий несоизмеримы, оба метода пока-
зывают практически одинаковые результаты (обе погрешности порядка 1710− ). Также следует 
отметить большую устойчивость точности метода Крылова-Боголюбова-Митропольского к из-
менениям параметров системы.  

Таким образом, для слабонелинейной системы с внешним бигармоническим воздействи-
ем (1) методом компьютерного моделирования подтвердилось предположение о том, что асим-
птотический метод нелинейной механики, разработанный Н. М. Крыловым, Н. Н. Боголюбо-
вым и Ю. А. Митропольским, представляет собой одно из наиболее мощных средств прибли-
женного решения нелинейных дифференциальных уравнений. Кроме того, на основе системы 
(2) этот метод позволяет проводить качественный анализ процессов, протекающих в динамиче-
ских системах колебательного типа.  
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НEКОТОРЫЕ АСПЕКТЫ КОНТРОЛЯ ВЫПОЛНЕНИЯ ЛАБОРАТОРНЫХ РАБОТ  

ПО МАТЕМАТИЧЕСКОМУ АНАЛИЗУ 
 
В последнее время, к сожалению, школьная подготовка у студентов по математике остав-

ляет желать лучшего. Математический анализ всегда был сложным для восприятия студентами, 
а тем более в современных условиях. Лабораторные работы по математическому анализу по-
зволяют проводить индивидуальную работу с каждым студентом в отдельности. 

Ставится следующая задача: Как проверить знания студента по выполненной лаборатор-
ной работе? Можно, например, спросить задачу из лабораторной работы на выбор преподава-
теля. Если она будет сложной, то студент ее может не воспроизвести даже при частичном по-
нимании. Если она будет простой, то студент сможет воспроизвести её даже без понимания. И, 
наконец, если она будет средней, то в случае ее воспроизведения нельзя с уверенностью ска-
зать, что он ее понимает, а в случае не воспроизведения остается открытым вопрос о понима-
нии простой задачи.  
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