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Рассматривается однолинейная система массового обслуживания, в которую заявки поступают группами случайного 
размера. На обслуживание также выбирается группа случайного размера. Кроме того, в систему поступает поток ката-
строфических сбоев. Катастрофический сбой полностью очищает очередь системы, если она не пуста, и не оказывает 
никакого влияния, если очередь пуста. Находится стационарное распределение процесса, описывающего поведение 
данной системы. 
 
Ключевые слова: система массового обслуживания, групповое поступление, групповое обслуживание, катастрофи-
ческий сбой. 
 
We consider a single-server queueing system with batch arrivals and batch service. Besides, the flow of the disaster enters the 
queueing system. The disaster completely clears the queue of the system if it is not empty, and renders no influence if the queue 
of the system is empty. Stationary distribution of the states of the process describing the queueing system behavior is found. 
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Введение  
В работе [1] была рассмотрена система 

M/G/1 с простейшим потоком катастрофических 
сбоев. В [2] исследована аналогичная система 
M/M/1. В работах [3]–[5] изучены более общие 
модели систем массового обслуживания с раз-
личными предположениями относительно как 
потока заявок, потока катастрофических сбоев, 
так и обслуживания заявок. В работах [6]–[8] 
исследовались системы и сети массового обслу-
живания с групповым поступлением и группо-
вым обслуживанием заявок. В данной работе 
рассмотрена система массового обслуживания с 
групповым поступлением и групповым обслужи-
ванием заявок, аналогичная системе, рассмот-
ренной в [8], в которую дополнительно поступа-
ет простейший поток катастрофических сбоев. 
Граф переходов процесса, описывающего пове-
дение системы с групповым поступлением и 
групповым обслуживанием, сильно связан, что 
не позволяет в общем случае находить стацио-
нарное распределение вероятностей состояний. 
Поэтому в настоящей работе, следуя [8], накла-
дываются ограничения на указанный процесс. А 
именно, требуется, чтобы он был обратимым.  

В данной работе установлены необходимые 
и достаточные условия представления стацио-
нарного  распределения  системы  массового  
обслуживания  с  групповым  поступлением, 
групповым    обслуживанием    и    потоком    

катастрофических сбоев в форме смещенного 
геометрического распределения.   

 
1 Постановка задачи  
Рассматривается однолинейная система 

массового обслуживания, в которую поступают 
группы заявок стационарным пуассоновским 
потоком с интенсивностью .λ  Заявки также об-
служиваются группами. Обслуживание групп 
является экспоненциальным с интенсивностью 

.μ  Наряду с потоком обычных заявок в систему 
поступает стационарный пуассоновский поток 
катастрофических сбоев (катастроф) с интенсив-
ностью .λ−  Катастрофический сбой, поступая в 
систему, полностью очищает очередь системы, 
если она не пуста, и не оказывает никакого влия-
иния в противном случае. Процессы поступления 
заявок, поступления катастрофических сбоев и 
обслуживания заявок являются независимыми.  

Обозначим iX  – количество заявок в i -й 
поступающей группе, iY  – количество заявок в 
i -й группе, выбранной на обслуживание. Пред-
полагается, что ,iX  iY  независимые неотрица-
тельные целочисленные случайные величины с 
функциями распределения ( ),A x  ( ),B x  вероят-
ностями значений ( ) { },ia k P X k= =  ( )b k =  

{ }iP Y k= =  и проиводящими функциями ( ),A x  
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( )B x  соответственно. Также предположим, что 

iX  и iY  имеют конечные математические ожи-
дания.  

Обозначим ( )n t  – число заявок в системе в 
момент времени ,t  тогда ( )n t  является марков-
ским процессом с пространством состояний 

{0 1 }.…+ = , ,Z   
Цель работы – найти стационарное распре-

деление { ( )}p p n=  вероятностей состояний про-
цесса ( )n t .  
 

2 Основной результат  
Лемма. Процесс ( )n t  является эргодиче-

ским.  
Доказательство. Марковский процесс ( )n t  

является регенерирующим. Действительно, 
функционирование системы схематично можно 
представить как чередование периодов, когда 
система находится в свободном состоянии 
( ( ) 0n t = ), и периодов занятости системы (в про-
тивном случае). Момент перехода системы в 
свободное состояние является моментом регене-
рации.  

Пусть iξ  – длительность i -го периода реге-
нерации, 1.i ≥  Тогда ,iξ ν η= +  где ν  – время 
пребывания системы в свободном состоянии 
(время до поступления в систему группы требо-
ваний), η  – длительность периода занятости. 
Поскольку поток групп заявок в систему – про-
стейший с интенсивностью ,λ  то случайная ве-
личина ν  имеет экспоненциальный закон рас-
пределения с параметром .λ  А величина ,η φ≤  
где φ  – время до наступления катастрофическо-
го сбоя. Поток катастрофических сбоев также 
является простейшим с интенсивностью ,λ−  по-
этому φ  имеет экспоненциальный закон распре-
деления с параметром .λ−  Из сказанного следу-
ет, что математическое ожидание 

iM M M M Mξ ν η ν φ λ λ−= + ≤ + = + < +∞.  
Таким образом, случайная величина iξ  име-

ет абсолютно непрерывное распределение с ко-
нечным математическим ожиданием. Тогда из 
теоремы Смита для регенерирующих процессов 
[9] следует, что марковский процесс ( )n t  являет-
ся эргодическим. Лемма доказана.  

Интенсивности переходов процесса ( )n t  
имеют следующий вид:  

( ) ( ) если 0 1q n n k a k n kλ, + = , ≥ , ≥ ,  
( ) ( ) если 1q n n k b k n kμ, − = , > ≥ ,    (2.1) 
( 0) ( ) если 1q n B n nλ μ−, = + , ≥ ,  

где ( ) 1 (1) (2) ( 1).B n b b … b n= − − − − −   

Известно [10], что вероятностное распреде-
ление { ( )}p p n=  на +Z  является стационарным 
распределением марковского процесса ( )n t  то-
гда и только тогда, когда существует функция 
интенсивностей перехода  

\{( ) } [0 ),Rq n n n+ + +: × , : ∈ → ,∞Z Z Z  
удовлетворяющая соотношениям:  

( ) ( ) ( ) ( )Rp n q n n p n q n n
n n n n+

′ ′ ′, = , ,
′ ′, ∈ , ≠Z

         (2.2) 

и  

0 0
( ) ( )R

k k
q n k q n k n

∞ ∞

+
= =

, = , , ∈ .∑ ∑ Z      (2.3) 

Тогда функция Rq  является функцией интенсив-
ностей перехода обращенного по времени про-
цесса ( ),n t−  который имеет то же стационарное 
распределение ,p  что и процесс ( )n t  (в (2.1), и 
далее доопределим функцию q  равенством 

( ) 0q n n, =  для всех n +∈Z ).  
Стационарное распределение p  процесса 

( )n t  будем искать в виде смещенного геометри-
ческого распределения, т. е.  

1
0 0(0) ( ) (1 )(1 )

1 2

np p p n p c c
n …

−= , = − − ,

= , , ,
   (2.4) 

где 0p  и c  – некоторые числа из интервала (0,1).  
Подставляя q  из (2.1) и p  из (2.4) в (2.2), 

найдем интенсивности переходов обращенного 
по времени процесса ( ) :n t−   

1
0

0

(1 )(1 )(0 ) ( ( )) если 1
n

R p c cq n B n n
p

λ μ
−

−− −
, = + , ≥ ,  

( ) ( ) если 1 1R kq n n k b k c n kμ, + = , ≥ , ≥ ,  (2.5) 
( ) ( ) если 1R kq n n k a k c n kλ −, − = , > ≥ ,  

0
1

0

( )( 0) если 1
(1 )(1 )

R
n

a n pq n n
p c c
λ

−, = , ≥ .
− −

 

Подставляя (2.1) и (2.5) в (2.3) при 0,n =  
получим  

10

10

10

10

(1 )(1 )

(1 )(1 ) ( )

k

k

k

k

p c c
p

p c c B k
p

λ λ

μ

∞
− −

=

∞
−

=

− −
= +

− −
+ ,

∑

∑
         (2.6) 

а при 1n ≥  получим  
0

1
0

1
( )

1

( )
(1 )(1 )

( ) ( )

n

n
n k

k

pa n
p c c

a n k c B c

λ μ λ λ

λ μ

−
−

−
− −

=

+ + = +
− −

+ − + .∑
   (2.7) 

Выполняя преобразования в (2.6), получим  
0

0

(1 ) ( (1 ( ))p B c
p

λ λ μ−−
= + − ,  

откуда  
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0 0

0

(1 )( ) 1
(1 )

p pB c
p

λ λ
μ

−− −
= − .

−
         (2.8) 

Рассуждая далее аналогично как и в [8], по-
лучим, что если стационарное распределение в 
форме (2.4) существует, то необходимо выполня-
ется неравенство  

0pλ λ μ
λ λ λ λ μ

− −

− −

+
< < .

+ + +
 (2.9) 

Умножая (2.7) на ( )ncz  и складывая по всем 
натуральным ,n  имеем  

0

0

( )
1

( ) ( )
(1 )(1 ) 1 1

cz
cz

p c cz czA z B c
p c cz cz

λ μ λ

λ λ μ

−+ + =
−

⎡ ⎤
= + + ,⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

 

откуда с учетом (2.8) получим  

0 0

(1 ) (1 )( )
(1 ) 1

c z a zA z
p z c p az

− −
= = ,

+ − − −
 

где 0 0( 1) .a p c p= + − /  Для того, чтобы ( )A z  была 
производящей функцией вероятностного распре-
деления, необходимо и достаточно, чтобы 
0 1.a≤ <  Тогда это распределение является гео-
метрическим распределением с параметром .a  
Откуда следует, что 01 .c p− ≤   

Сопоставляя последнее неравенство с (2.9), 
получим, что для существования стационарного 
распределения в форме смещенного геометриче-
ского распределения (2.4) необходимо, чтобы 
выполнялось неравенство  

0max 1 c pλ λ μ
λ λ λ λ μ

− −

− −

⎧ ⎫ +
− , < < ,⎨ ⎬+ + +⎩ ⎭

    (2.10) 

а размеры поступающих групп имели геометри-
ческое распределение с параметром 

0 0( 1) .a p c p= + − /  
Отметим, что в случае, когда 

max{1 ( )} 1 ,c cλ λ λ− −− , / + = −  левая часть (2.10) 
является нестрогим неравенством.  

Пусть теперь 0p  выбрано таким образом, 
что выполняется неравенство (2.10), а размеры 
поступающих групп имеют геометрическое рас-
пределение с параметром 0 0( 1) .a p c p= + − /  Не-
сложно понять, что распределение { ( )},p p n=  
определенное в (2.4), удовлетворяет (2.6) и (2.7), 
т. е. выполняется (2.3). Таким образом, справед-
лива следующая  

Теорема. Для того чтобы стационарное 
распределение марковского процесса ( )n t  имело 
форму смещенного геометрического распределе-
ния (2.4), необходимо и достаточно, чтобы вы-
полнялось неравенство (2.10), а размеры посту-
пающих групп имели геометрическое распреде-
ление с параметром 0 0( 1) ,a p c p= + − /  где c  – 
корень уравнения (2.8).   
 

Заключение  
В данной работе рассмотрена система мас-

сового обслуживания с групповым поступлени-
ем, групповым обслуживанием и потоком ката-
строфических сбоев. На практике катастрофиче-
ский сбой может представлять собой кратковре-
менный выход из строя или недоступность об-
служивающего прибора, например, вследствие 
отключения электроэнергии. Установлены необ-
ходимые и достаточные условия представления 
стационарного распределения вероятностей со-
стояний процесса, описывающего поведение 
данной системы, в форме смещенного геометри-
ческого распределения.  
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