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Введение 
Операторы Ганкеля представляют собой 

один из важнейших классов операторов в про-
странствах голоморфных функций, имеющий 
интересные приложения к проблеме моментов, 
ортогональным полиномам, теории рациональ-
ной аппроксимации и другим важным разделам 
анализа, а также теории прогнозирования и тео-
рии управления (см., например, [1], [2]). Одно из 
равносильных определений ганкелева оператора 
состоит в том, что в некотором ортонормирован-
ном базисе он имеет (вообще говоря, бесконеч-
ную) ганкелеву матрицу, т. е. матрицу, элементы 
которой зависят лишь от суммы индексов. После 
открытия символа ганкелева оператора теория 
таких операторов в значительной степени све-
лась к изучению зависимости свойств оператора 
от геометрических и аналитических характери-
стик его символа. Таким образом, в этой теории 
(так же, как и в теории тёплицевых операторов 
[1]–[3]) тесно взаимодействуют методы теории 
функций и функционального анализа. Классиче-
ская теорема Нехари [4] дает критерий ограни-
ченности ганкелева оператора в терминах его 
матрицы. В дальнейшем эта важная теорема под-
вергалась различным обобщениям и модифика-
циям. В настоящей заметке будет доказано 
обобщение теоремы Нехари на случай компакт-
ных абелевых групп с линейно упорядоченной 
группой характеров.  
 

1 Вспомогательные сведения  и  резуль-
таты 

Пусть G – компактная абелева группа с нор-
мированной  мерой  Хаара  dx. Обозначим через 
X  группу  характеров  группы G (т. е. группу 

непрерывных гомоморфизмов из G в одномер-
ный тор Т). Будем предполагать, что X является 
линейно упорядоченной группой, т. е. в ней вве-
дено отношение линейного порядка, согласован-
ное с групповой операцией. Обозначим через X +  
положительный конус группы X, а через X −  – 
отрицательный. Другими словами, 

{ }| ,X Xχ χ+ = ∈ ≥ 1  

{ }| .X Xχ χ− = ∈ ≤ 1  
Множества X +  и X −  являются подполугруппа-
ми группы Х, причем 

{ }_ _, ,X X X X X+ += ∪ ∩ = 1  
где 1 обозначает единичный характер группы G. 

«Крышкой» будем обозначать преобразова-
ние Фурье функции ( ).f L G∈ 1  Таким образом,  

( ) ( ) ( ) , .
G

f f x x dx Xχ χ χ= ∈∫  

Определение 1.1. Пространство Харди 
( )H G2  над G определяется следующим образом: 

{ }{ }( ) ( ) | ( ) 0 \ .H G f L G f Xχ χ −= ∈ = ∀ ∈2 2 1  

Обозначим через ( )H G−
2  ортогональное до-

полнение пространства Харди в ( ).L G2  Тогда  

{ }( ) ( ) | ( ) 0 .H G f L G f Xχ χ− += ∈ = ∀ ∈2 2  

При этом X +  является ортонормированным 
базисом пространства ( ),H G2  а X − \{1} – орто-
нормированным базисом пространства ( )H G−

2  
(легко проверить, что эти системы ортонормиро-
ваны и максимальны в соответствующих про-
странствах). 
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Определение 1.2. Пусть ( ).L Gϕ ∞∈  Опера-
тором Ганкеля (ганкелевым оператором) назо-
вем оператор : ( ) ( ),H H G H Gϕ −→2 2  определяе-
мый равенством 

,H P Mϕ ϕ−=  

где : ( ) ( )P L G H G− −→2 2  – оператор ортогональ-
ного проектирования, а 

: ( ) ( ),M L G L G f fϕ ϕ→2 2  
– оператор умножения на .ϕ  Функцию ϕ  будем 
называть символом оператора .Hϕ  

Классические ганкелевы операторы соот-
ветствуют случаю G =Т, X=Z. С точки зрения 
обобщений интерес представляет уже случай 
двумерного тора G =Т2, где группа характеров 
X=Z2 наделена лексикографическим порядком. 

Определение 1.3. Рассмотрим пространство 
{ }( ) : ( ) | ( ) ( ) .H G f L G fH G H G∞ ∞= ∈ ⊂2 2  

Известно (см. [3]), что ( )H G∞  есть банахо-
ва алгебра, содержащая аналитические полино-
мы (т. е. линейные комбинации элементов из 
X + ).  

Для доказательства основного результата 
понадобится ряд вспомогательных утверждений. 

Лемма 1.1. Пусть ( ).L Gϕ ∞∈  Справедливы 
следующие утверждения: 

1) оператор  Ганкеля  с  символомϕ  огра-
ничен; 

2) ( );H H H Gϕ ϕ ψ ψ ∞
+= ⇔ ∈  

3) ( , ( )).
L

H dist H Gϕ ϕ∞
∞≤  

Доказательство. 1) Оператор Mϕ ограни-

чен в ( ),L G2  так как для любой функции 
( )f L G∈ 2   

1
2

1
2

2 2

22

2

2

( ) ( )

( ) .

G

П

M f f t f t dt

f t dt f

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
∞ ∞

⎛ ⎞
= = ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
≤ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫

 

Поэтому оператор H P Mϕ ϕ−=  также огра-
ничен. 

2) Для любых ( )f H G∈ 2  и , Lϕ ψ ∞∈  имеем 
( ),H f P fϕ ϕ−=  

а также  
( )( ) ( ) ( ).H f P f P f P fϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ+ − − −= + = +  

Очевидно, что 
( ( )) ( ) 0H H f H G P fϕ ϕ ψ ψ+ −= ⇔ ∀ ∈ = ⇔2  

( ( )) ( ) ( ).f H G f H G H Gψ ψ ∞⇔ ∀ ∈ ∈ ⇔ ∈2 2  
3) Для любых ( )H Gψ ∞∈  и ( )f H G∈ 2  

имеем 

( )
22 2

2 2

( )

( ) .

H f H f P f

f f
ϕ ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ
+ −

∞

= = + ≤

≤ + ≤ +
 

Тогда по определению нормы оператора 
Hϕ ≤ ϕ ψ

∞
+  для любого ( ),H Gψ ∞∈  откуда 

следует, что  

( )
inf
H G

Hϕ
ψ ∞∈

≤ ( , ( )).
L

dist H Gϕ ψ ϕ∞
∞

∞
+ =  

Лемма доказана. 
 Лемма 1.2. Оператор Ганкеля Hϕ  удовле-
творяет следующим коммутационным соотно-
шениям:  

H S P S Hϕ χ χ ϕ−=  ,Xχ +∀ ∈            (1.1) 

где 2| ( ).S M H Gχ χ=  

Доказательство. Для любых ,Lϕ ∞∈  
,Xχ +∈  ( )f H G∈ 2  имеем 

( ) ( ) ( ),H S f P M f P f f P fϕ χ ϕ χ ϕχ ϕχ ϕχ− − += = = −  
где .P I P+ −= −  Ясно, что P+ есть ортопроектор 
на подпространство ( )H G2  пространства ( ).L G2  
С другой стороны,   

( ) ( )
( ) ( )

( )P S H f P P f P f P f

f P f P f P f
χ ϕ χ ϕ χϕ χ ϕ

χϕ χ ϕ χϕ χ ϕ
− − − − +

+ + +

= = − =⎡ ⎤⎣ ⎦
= − − − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( ) ( ) ( ).f P f P f P P fχϕ χϕ χ ϕ χ ϕ+ + + += − − +  

Осталось заметить, что ( ) ( ),P f H Gχ ϕ+ ∈ 2  а 

значит, ( ) ( ),P P f P fχ ϕ χ ϕ+ + +=  лемма доказана. 
 Равенство (1.1) будем далее называть урав-
нением Ганкеля. 

Определение 1.4. Ганкелевой формой назы-
вают комплексную билинейную форму вида 

,
( , ) ( ) ( ) ( ),

X
A a b k a b

μ ν
μν μ ν

+∈
=∑       (1.2) 

где , ,a b k  – функции на .X +  При этом функция k 
называется ядром формы А. 

Если ( , )A a b M≤ < ∞  ,a b∀  таких, что  
2 2( ) ( ) 1,

X X
a b

μ ν
μ ν

+ +∈ ∈
= =∑ ∑  

то форма A называется ограниченной, а число M 
– константой ограниченности этой формы. Нор-
мой формы A называют наименьшую из ее кон-
стант ограниченности. 
 Далее важную роль будет играть следую-
щий результат. 

Теорема 1.1 [5]. Ганкелева форма (1.2) на 
X +  ограничена тогда и только тогда, когда ее 
ядро имеет вид  

( ) ( ) ( ) , ,
G

k x x dx Xχ ϕ χ χ += ∈∫  

где ( ).L Gϕ ∞∈  При этом ,Mϕ
∞
≤  где M – кон-

станта ограниченности формы A. 
 В частности, из этой теоремы следует, что 
норма формы A равняется ϕ

∞
 для функции ,ϕ  

удовлетворяющей указанным выше условиям. 
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Определение 1.5. Пусть 1 2,L L  – гильберто-
вы пространства, и пусть 1 2:H L L→  – ограни-
ченный линейный оператор. Обобщенными мат-
ричными элементами оператора H называются 
скалярные произведения  

1 2, , , ,Hx y x B y B∈ ∈  
где 1 2,B B  – ортонормированные базисы в 1 2,L L  
соответственно. 
 Следующая простая лемма показывает, что 
оператор однозначно определяется своими мат-
ричными элементами. 

Лемма 1.3. Пусть K и K−  – гильбертовы 
пространства, 1 2, :H H K K−→  – ограниченные 
линейные операторы, X +  – ортонормированный 
базис в K, X −  – ортонормированный базис в .K−  
Если  

1 2, ,H Hχ η χ η=  , ,X Xχ η+ −∀ ∈ ∀ ∈  
то 1 2.H H=  

Доказательство. Любой элемент f K∈  
разлагается в ряд Фурье ,

X
f fχχ

χ
+∈

= ∑  причем 

1 1 ,
X

H f f Hχχ
χ

+∈
=∑  

2 2 .
X

H f f Hχχ
χ

+∈
=∑  

Тогда  

1 1, ,
X

H f f Hχχ
η χ η

+∈
= =∑  

1 2

1 2

, ,

, , .

X X

X

f H f H

f H H f

χ χχ χ

χχ

χ η χ η

χ η η

+ +

+

∈ ∈

∈

= = =

= =

∑ ∑
∑

 

Следовательно, 1 2H f H f=  для любо-
го .f K∈  Лемма доказана. 
 
 2 Основная теорема 

Основным результатом данной заметки яв-
ляется следующее обобщение теоремы Нехари.  

Теорема 2.1. Ограниченный оператор 
2 2: ( ) ( )H H G H G−→  является оператором Ган-

келя, т. е. , ( ),H H L Gϕ ϕ ∞= ∈  тогда и тогда, 
когда H удовлетворяет уравнению Ганкеля. При 
этом ( )( ), .

L
H dist H Gϕ ϕ∞

∞
∞

= =  
Доказательство. Необходимость доказана в 

лемме 1.2. Докажем достаточность. Пусть H – 
ограниченный оператор, удовлетворяющий урав-
нению Ганкеля. Рассмотрим билинейную форму  

( , ) : ,A f g Hf g=  ( 2, ( )f g H G∈ ). 

Пусть ,
X

f aχχ
χ

+∈
=∑  

X
g bξξ

ξ
+∈

= ∑  – разложе-

ния в ряды Фурье. Тогда 
,

X
Hf a Hχχ

χ
+∈

=∑  

,
X

Hg b Hξξ
ξ

+∈
=∑  

а потому 

,

, ,

, .

X X

X

Hf g a H b

H a b

χ ξχ ξ

χ ξχ ξ

χ ξ

χ ξ
+ +

+

∈ ∈

∈

= =

=

∑ ∑
∑

 

Так как оператор H удовлетворяет уравнению 
Ганкеля, то  

( )
( )

, , ,

, ,

H HS P S H

S H P S H

χ χ

χ χ

χ ξ ξ ξ

ξ ξ

−

−

= = =

= = =

1 1

1 1
 

( ), , ,H H kχ ξ χξ χξ= = =1 1  

где ( ) : , .k Hχ χ= 1  Таким образом, ( , )A f g  – 

ганкелева форма с ядром k. Докажем, что она 
ограничена. Действительно, для любых 

2, ( )f g H G∈  имеем 

2 2
( , ) | , |A f g Hf g Hf g= ≤ ⋅ ≤

2 2
.H f g⋅ ⋅  

Поэтому при 
2 2

1f g= =  

( , ) .A f g H≤  
Следовательно, форма A ограничена с констан-
той ограниченности .H  По теореме 1.1 суще-

ствует функция ( )L Gϕ ∞∈  такая, что Hϕ
∞
≤  

и  
( ) ( ) ( ) ,

G

k x x dx Xχ ϕ χ χ += ∈∫  

(т. е. k – обратное преобразование Фурье функ-
ции ϕ ). Тогда  

( ) ( ), ( ) ( ) ( ) .
G

H k x x x dxχ ξ χξ ϕ χ ξ ϕ χξ= = =∫  

С другой стороны,  
( ) ( )

( )
, , , ,

( ) ( ) ( ) .
G

H P P

x x x dx

ϕχ ξ ϕχ ξ ϕχ ξ ϕχ ξ

ϕ χ ξ ϕ χξ

− −= = = =

= =∫
 

Теперь из леммы 1.3 следует, что .H Hϕ=  
Наконец, в силу леммы 1.1  

( , ( )) inf .
L H

H dist H Gϕ
ψ

ϕ ϕ ψ∞ ∞

∞
∞∈

≤ = +  

Тогда  

( )

( , ( ))

inf .
L

H G

H H dist H Gϕ

ψ

ϕ ϕ

ϕ ψ ϕ

∞

∞

∞
∞

∞∈

≤ = ≤ =

= + ≤
 

Таким образом, ( , ),
L

H dist Hϕ ϕ∞
∞

∞
= =  что и 

завершает доказательство теоремы. 
 Идущее ниже следствие теоремы 2.1 дает 
равносильное определение ганкелева оператора. 
 Следствие. Ограниченный оператор 

2 2: ( ) ( )H H G H G−→  будет ганкелевым, если и 
только если его обобщенные матричные эле-
менты ,Hχ ξ  зависят лишь от 

{ }( ), \X Xχξ χ ξ+ +∈ ∈ 1 . 
Доказательство. Пусть обобщенные мат-

ричные элементы оператора H удовлетворяют 
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условиям следствия, т. е. , ( ),H aχ ξ χξ=  где a 

– некоторая функция на X+, { }, \ .X Xχ ξ+ +∈ ∈ 1  
Покажем, что H удовлетворяет уравнению Ган-
келя, т. е.  

HS f P S Hfχ χ−=  для любых ( ), .f H G Xχ +∈ ∈2  

Так как любая функция ( )f H G∈ 2  разлагается в 
ряд Фурье ,

X
f fχχ

χ
+∈

= ∑  то последнее равенст-

во достаточно доказать для случая, когда f есть 
элемент базиса. В этом случае имеем 

, , Xχ ξ η +∀ ∈  

, ( )H aχξ η χξη=  { }( ).Xη −∈ ∪ 1  
А с другой стороны,  

( ) ( ), ,

, , ( ).

P H H P

H H a

χ ξ η χ ξ η

χ ξ η ξ χη ξχη

− −= =

= = =
 

Значит, оператор H ганкелев по теореме 2.1. 
Обратно, если H ганкелев, то он удовлетво-

ряет уравнению Ганкеля и, следовательно, для 
любых , Xχ ξ +∈  имеем для обобщенных мат-
ричных элементов оператора H 

( )
( )

, , ,

, ,

H HS P S H

S H P S H

χ χ

χ χ

χ ξ ξ ξ

ξ ξ

−

−

= = =

= = =

1 1

1 1
 

, , ,H Hχ ξ χξ= =1 1  

что и завершает доказательство следствия. 
Автор выражает благодарность профессору 

А.Р. Миротину за руководство данной работой.  
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