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Мы рассматриваем преобразование Гильберта векторнозначных функций на группе целых р-адических чисел ,pZ  

принимающих значения в банаховом пространстве ,X  квадратично интегрируемых по Бохнеру. Доказано, что если 
при 2p ≠ преобразование Гильберта 2 2( ) ( )p pH L Z X L Z X: , → ,  является ограниченным оператором, то банахово про-

странство X  является UMD пространством. 
 
Ключевые слова: преобразование Гильберта, UMD пространство, p-адические числа, преобразование Фурье.  
 
We consider Hilbert transformation of vector-valued functions on the group of p-adic integers pZ  taking values in Banach 

space ,X  and square-integrable in Bochner sense. If Hilbert transformation 2 2( ) ( )p pH L Z X L Z X: , → ,  with 2p ≠  is a 

bounded operator, then Banach space X  is an UMD space. 
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Введение 
Цель статьи – показать связь между ограни-

ченностью преобразования Гильберта функций 
со значениями в банаховом пространстве и свой-
ством безусловности мартингальных разностей 
(UMD) этого пространства. 

Введем ряд необходимых  понятий и  све-
дений. Пусть ( , )T μ  – пространство с мерой, X  
– банахово пространство. Через 2 ( , )L T X  обо-
значим пространство функций, квадратично ин-
тегрируемых в смысле Бохнера [1], т.е. слабо 
измеримые с конечной нормой  

2

1/ 2
2

( )
( ) ( ) .

L X X
T

x x t d tμ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

Пусть ( , , )PΩ Α  – вероятностное простран-
ство и 1 2, ,...A A  неубывающая последователь-
ность σ-алгебр из .Α  И пусть 1 2( , ,...)f f f=  – 
X -значный мартингал с последовательностью 
мартингальных разностей 1 2( , ,...)d d d= : 

1n n nd f f −= −  ( 0 0f =  по определению), где 
:nd XΩ→  сильно измеримая относительно nA  

с конечным математическим ожиданием nE d  и 
условным математическим ожиданием 

1( ) 0,n nE d A+ =  1.n ≥  

В [2] Б. Море дал следующее определение: 
банахово пространство X  является UMD про-
странством ( ( )X UMD∈ ), если для всех X -знач-
ных последовательностей мартингальных разно-
стей 1 2( , ,...)d d d= , всех чисел 1 2, ,...ε ε , равных 

1± , и всех 1n ≥  выполнено неравенство 

2 2
1 1( ) ( )

,
n n

k k X k
k kL X L X

d C dε
= =

≤∑ ∑  (0.1) 

где константа XC  зависит только от .X  
Рассмотрим преобразование Гильберта на 

вещественной оси 2 2( ) ( ),H L R X L R X: , → ,  дей-
ствующее следующим образом: 

( )( ) . . .
R

f s tHf t v p ds
s
−

= ∫  

Связь между UMD пространствами и огра-
ниченностью преобразования Гильберта на поле 
вещественных чисел устанавливает следующая 
теорема. 

Теорема 0.1 ([3], [4]). Преобразование Гиль-
берта 2 2( ) ( )H L R X L R X: , → ,  ограничено тогда 
и только тогда, когда X  является UMD про-
странством. 

Трудности изучения ограниченности преоб-
разования Гильберта и связанных проблем гар-
монического анализа в 2 ( )L R X,  обусловлены 
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тем, что преобразование Фурье ограничено в 
2 ( )L R X,  только в том случае, когда X  изо-

морфно гильбертовому пространству [5]. 
 

1 Предварительные сведения 
Рассмотрим вещественозначное преобразо-

вание  Гильберта  на  поле  p-адических чисел 
pQ  [6] 

2 2: ( , ) ( , ),p pH L Q R L Q R→  

0
{ : }

( )( ) lim ( ) ( ),
k

p

k
x x p p

xHf y f y x d x
x

ω μ
−

→
≤

= −∫  

где 
p
⋅  – p-адический модуль, μ  – мера Хаара 

группы ,pQ  ( )xω  – ограниченная μ -измеримая 

функция на сфере (0,1) { : 1}
p

S x x= =  такая, что 

(0,1)

( ) ( ) 0.
S

x d xω μ =∫  Функция ( )xω  разлагается в 

ряд Фурье 
, 1

( ) ( ),
pZ

x xθ
θ θ

ω ω θ
×∈ ≠

= ∑  где θ  – мульти-

пликативный характер на мультипликативной 
группе .pZ ×  Таким образом, изучение общего 
сингулярного преобразования сводится к изуче-
нию более специального преобразования, соот-
ветствующего ( ) ( ),x xω θ=  которое представля-
ется в виде  

1 ,H F M Fθ
−=                       (1.1) 

где 2 2: ( , ) ( , )p pF L Q R L Q R→  преобразование 
Фурье, являющееся изометрическим изоморфиз-
мом, Mθ  – оператор умножения на мультипли-

кативный комплексно-сопряженный характер θ  
( 1θ ≠ ). Из (1.1) несложно видеть, что преобразо-
вание Гильберта 2 2: ( , ) ( , )p pH L Q R L Q R→  огра-
ничено. 

Возникает ряд естественных вопросов: 
1. Что происходит в случае, когда функции 

принимают значение в некотором банаховом 
пространстве? 

2. Справедлива ли в случае ограниченности 
оператора H  формула (0.1)? 

3. Ограничено ли преобразование Гильберта 
для любого банахова пространства, если нет, то 
какими свойствами обладает пространство в слу-
чае ограниченности преобразования? 

В работе [7] авторами доказана теорема: 
Теорема 1.1 ([7]). Следующие утверждения 

эквивалентны: 
1. Банахово пространство X  изоморфно 

гильбертову. 
2. Существует 0C >  такое, что для любо-

го натурального N  и 20 1 1Np
x x … x X

−
, , , ∈  

2 22
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2
2

0 0
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kt x d t C x
p

χ μ
− −

= =

⎛ ⎞
⋅ ≤ .⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑∫

Z

 

3. Существует 0C >  такое, что для любо-
го натурального N  и 0ε >   

2 2 2
1 1

21
2

0 0
( ).

N N

p

p p

k p kN
k k

ktC x x d t
p

χ μ
− −

−

= =

⎛ ⎞
≤ ⋅⎜ ⎟
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4. Преобразование Фурье  
2 2( ) ( )p pF L Q X L Q X: , → ,  

является ограниченным оператором.  
Из теоремы 1.1. следует, что для банахово-

значного случая преобразование Гильберта, во-
обще говоря, не ограничено. Если банахово про-
странство изоморфно гильбертову, то преобразо-
вание Гильберта ограничено. Гильбертовы про-
странства входят в класс UMD пространств. Да-
лее будет показано, что ограниченность преобра-
зования Гильберта влечет свойство безусловно-
сти мартингальных разностей. 

 
2 Вспомогательные результаты 
Докажем ряд необходимых лемм. 
Рассмотрим вопрос о мультипликативных 

характерах θ  из pZ ×  ( 2p ≠ ) таких, что 2 1θ = . 
Такие характеры задаются через символ Лежанд-
ра [8]. Действительно, любой элемент px Z ×∈  
можно однозначно представить в виде 

0 (1 )x a py= + , где 0 {1,2,..., 1}pa F p×∈ = − , py Z∈ . 

Получаем разложение группы pZ ×  в произведе-

ние (1 )p pF pZ× × + . Таким образом, группу харак-

теров  pZ ×  можно  определить  следующим об-
разом 

(1 ) ( )p p p p p pZ F pZ F Q Z× × ×≅ × + ≅ × . 
Лемма 2.1 Мультипликативный характер 

θ  на мультипликативной группе 1 2G G G= ×  

1 2 1 1 2 2( ) ( , ) ( ) ( )x x x x xθ θ θ θ= = ×  принимает значе-
ния из множества { 1,1}−  тогда и только тогда, 
когда 1 1( )xθ  принимает значения из множества 
{ 1,1}−  и 2 2( )xθ  принимает значения из множе-
ства { 1,1}− . 

Доказательство. Пусть 1,e  2e  единичные 
элементы групп 1G  и 2G  соответственно, т.е. 

1 1 2 2( ) ( ) 1.e eθ θ= =  Получаем, 

1 2 1 1 2 2 2 2( , ) ( ) ( ) ( ).e x e x xθ θ θ θ= × =  
Значит, 2 2( )xθ  принимает значения из множества 
{ 1,1}.−  И 1 2 1 1 2 2 1 1( , ) ( ) ( ) ( ),x e x e xθ θ θ θ= × =  откуда 
следует, что 1 1( )xθ  принимает значения из мно-
жества { 1,1}.−  В обратную сторону утверждение 
очевидно. 

Так как мультипликативные характеры на 
,pF ×  принимающие значения 1± , могут быть 

только 1θ ≡  или ,θ  определяемый через символ 
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Лежандра, а на (1 )ppZ+  – только 1θ ≡ , то со-
гласно лемме 1 мультипликативные характеры θ  

из pZ ×  ( 2p ≠ ) такие, что 2 1,θ =  могут быть или 
тривиальны, или заданы с помощью символа 
Лежандра. Поскольку тривиальные характеры не 
определяют преобразование Гильберта, то в 
дальнейшем будем работать только с символом 
Лежандра. 

Лемма 2.2. Преобразование Фурье  
2 2: ( , ) ( , )p pF L Q X L Q X→  

сохраняет свойство четности (нечетности). 
Доказательство. Пусть ( )tϕ  четная функ-

ция. Тогда 
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ).
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p
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F t t d t

t t d t

t t d t

t t d t F

ϕ ξ ϕ χ ξ μ

ϕ χ ξ μ
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ϕ χ ξ μ ϕ ξ

− = − =

= − =

= − − =

= =

∫

∫

∫

∫

 

Если же ( )tϕ  нечетная функция, то  

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ).

p

p

p

p

p
Q

p
Q

p
Q

p
Q

F t t d t

t t d t

t t d t

t t d t F

ϕ ξ ϕ χ ξ μ

ϕ χ ξ μ

ϕ χ ξ μ

ϕ χ ξ μ ϕ ξ

− = − =

= − =

= − − =

= − = −

∫

∫

∫

∫

 

Это же свойство будет верно и для обратного 
преобразования Фурье. Лемма доказана. 

Рассмотрим функции на ,pZ  аналогичные 
функциям Радемахера: 

11, ( ) ,
2( )

11, ( ) ,
2

pa x
r x

pa x

−⎧ ≤⎪⎪= ⎨ −⎪− >
⎪⎩

  (2.1) 

где ( )a x  – первая ненулевая цифра в канониче-
ском разложении числа ;x  

2
1

2
1

( ) 1, ( ) ,
2

( )
( ) 1, ( ) ,

2

a x pa x
p

r x
a x pa x

p

⎧⎛ ⎞ −
≤⎪⎜ ⎟

⎪⎝ ⎠= ⎨
⎛ ⎞− −⎪ >⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩

 (2.2) 

где 1( )a x  – первая ненулевая цифра, 2 ( )a x  – 
вторая ненулевая цифра в каноническом разло-

жении числа x , 
p

⎛ ⎞⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – символ Лежандра. 

Не сложно проверить, что функция (2.1) не-
четная, функция (2.2) – четная. 

Лемма 2.3. Пусть 2 2: ( , ) ( , )p pH L Z R L Z R→  
– преобразование Гильберта 2p ≠ , ( )r t  – функ-
ция Радемахера, число 1ε = ± , тогда 

( ) ( )Hr t Hr tε ε= . 
Доказательство. Если 1ε = , то утвержде-

ние очевидно. 
Пусть 1,ε = −  тогда необходимо проверить, 

что ( ) ( ),Hr t Hr t− = −  т.е. преобразование Гиль-
берта функции r  нечетно. Для этого воспользу-
емся формулой (1.1), записанной в виде 

( ) ( ) ( ),Hr rξ θ ξ ξ=  где 0( ) a
p

θ ξ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – характер, 

заданный через символ Лежандра, 0a  – первая 
ненулевая цифра в каноническом разложении 
числа ξ . 

Если 1 (mod 4),p ≡  т. е. θ  – четная функ-
ция, то взяв нечетный аналог функции Радемахе-
ра (2.1), в силу леммы 2.2 получаем, что 

( ) ( )rθ ξ ξ  будет нечетной функцией и преобразо-
вание Гильберта Hr  нечетно. 

Если 3 (mod 4),p ≡  т. е. θ  – нечетная функ-
ция, то взяв четный аналог функции Радемахера 
(2.2), в силу леммы 2.2 получаем, что ( ) ( )rθ ξ ξ  
будет нечетной функцией и преобразование 
Гильберта Hr  нечетно. 

Перейдем к рассмотрению векторнозначно-
го случая. Пусть X  – банахово пространство, 
преобразование Гильберта  

2 2( ) ( ).p pH L Z X L Z X: , → ,  
В качестве всюду плотной области определения 
оператора H  рассмотрим  

2 2
( )

( , ) : ( , ), .p i i i p i
i

L Z R X b L Z R b Xϕ ϕ
⎧ ⎫

⊗ = ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑  

Лемма 2.4. Для любого X -значного триго-
нометрического полинома  

,

( ) ( ),
Np

pp

k p
Q

k k pZ

g t b ktχ
∈ ≤

= ∑  kb X∈  

и любой функции 2 ( , )pL Z Rφ ∈  имеем 

( ( ) ( )) ( )( ) ( ).N NH p t g t H p t g tφ φ− −=     (2.3) 
Доказательство. Функцию 2 ( , )pL Z Rφ ∈  

можем рассматривать как функцию из 2 ( , )pL Q R  
следующим образом 

2 2( , ) ( , ),p pL Z R L Q Rφ ∈ ⊂  

( ), 1,
( )

0, 1.
p

p

t t
t

t

φ
φ

⎧ ≤⎪= ⎨
>⎪⎩

 

Вычислим преобразование Фурье 
( ( ))( )

'
( ) ( ) ( )

( ) ( ')
p

N

N
N

N
Q

F p t

t p t
p t t d t

d t p d t

φ ξ

φ χ ξ μ
μ μ

−

−
−

−

=

⎡ ⎤=
= = =⎢ ⎥

=⎢ ⎥⎣ ⎦
∫
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( ') ( ') ( ') ( )( ).
p

N N N N

Q

p t p t d t p F pφ χ ξ μ φ ξ− −= =∫  

Рассмотрим число 1γ ≥  такое, что мульти-
пликативный характер (0,1)( ) |Stθ  постоянен на 

шарах радиуса .p γ−  
Пусть N  – достаточно большое целое (точ-

ная оценка в конце). К равенству (2.3) применим 
преобразование Фурье и получим 

( ) ( ( ) ( ))

( ( ) ( )) ( ).

N N

N N

p p g

p p g

θ ξ φ ξ ξ

θ ξ φ ξ ξ

−

−

⋅ ∗ =

= ⋅ ∗
  (2.4) 

Обозначим через [ ]r f  – радиус постоянст-
ва, [ ]R f  – радиус носителя функции .f  Тогда 

[ ( )]N Nr p pφ ξ =  (т. е. ( ) 0Npφ ξ ≡  на шаре 

[0, ]NB p ), [ ( )] 1.r g ξ =  Причем, [ ] [ ],R g r g≥  т. е. 
[ ] 1.R g ≥  

На дополнении к [0, ]NB p  функция ( )θ ξ  
имеет радиус постоянства 1 ,Np γ+ −  за счет свойст-
ва ( ) ( ).Npθ ξ θ ξ=  Равенство (2.4) верно при ус-

ловии min{ [ ( )], [ ( )]} [ ].Nr p r R gφ ξ θ ξ ≥  За счет 
произвольности выбора ,N  возьмем 1.N γ≥ −  
Тогда получаем  

1 1

min{ [ ( )], [ ( )]}

min{ , } 1 [ ].

N

N N N

r p r

p p p R gγ γ

φ ξ θ ξ
+ − + −

=

= = ≥ =
 

Значит, выполняется равенство (2.4), а, следова-
тельно, и равенство (2.3). Лемма доказана. 

Лемма 2.5. Предположим, что преобразо-
вание Гильберта 2 2( ) ( )p pH L Z X L Z X: , → ,  ог-
раничено с константой ограниченности .XC  
Для любых функций 2 ( , )k pL Z Rφ ∈  и 

1 2 2( , ,... ) ( , ),k
k k pg t t t L Z X∈  и любого натурального 

n N∈  имеем 

1

1

2

1 2 1
1

2

1 2 1
1

( , ,..., ) ( ) ( )

( , ,..., ) ( ) ( ).

n
p

n
p

n

k k k k
kZ X

n

X k k k k
kZ X

g t t t H t d t

C g t t t t d t

φ μ

φ μ

+

+

+
=

+
=

≤

≤

∑∫

∑∫
 

Доказательство. Без ограничения общно-
сти можем считать, что 1 2( , ,... )k kg t t t  тригономет-
рические полиномы. Так как H  ограничено, то 
по лемме 2.4 получим 

2

1 1
1

2

1 1
1

2

1 1
1

( ,..., ) ( ) ( )

( ,..., ) ( ) ( )

( ,..., ) ( ) ( )

p

p

p

n

k k k k
kZ X

n

k k k k
kZ X

n

X k k k k
kZ X

g t t H t d

H g t t t d

C g t t t d

α α φ α μ α

α α φ α μ α

α α φ α μ α

+
=

+
=

+
=

+ + + =

⎛ ⎞= + + + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ + + +

∑∫

∑∫

∑∫

 

для любого 1
1 2 1( , ,..., , ) .k

k k pt t t t t Z +
+= ∈  Теперь про-

интегрируем по t  на 1k
pZ +  и примерим теорему 

Фубини. Так как ( ) 1,
pZ

dμ α =∫  то переменная α  

исчезает. Таким образом, лемма доказана. 
В силу того, что мультипликативный харак-

тер определен через символ Лежандра, то преоб-
разование Гильберта 2 ,H I=  т. е. тождественно. 
Следовательно, можно получить неравенство в 
обратную сторону. 
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3 Основной результат 
Докажем основную теорему данной статьи. 
Чтобы проверять, что X  является UMD 

пространством, достаточно проверять условие 
(0.1) для мартингалов ( X -значных) Уолша–Пэли 
(Walsh–Paley) ,f  чья последовательность мар-
тингальных разностей имеет вид 

1 2 1( , ,..., ) ,k k k kd D r r r r +=  где ( )kr  – последователь-
ность функций Радемахера, kD  – X -значная 
функция [9]. 

В нашем случае условие (0.1) имеет вид для 
любого n N∈  и всех чисел 1 2, ,...ε ε  равных 1±  
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Теорема 3.1. Пусть преобразование Гиль-
берта 2 2( ) ( )p pH L Z X L Z X: , → ,  ( 2)p ≠ ограни-
чено, тогда X  является UMD пространством. 

Доказательство. Если 1 (mod 4),p ≡  то в 
качестве функции Радемахера берем ее нечетный 
аналог (2.1). Получаем 
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[согласно неравенству (2.5)] 
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[по лемме 2.3]  

1

2
2

1 1
1

( ( ),..., ( )) ( ) ( )
n
p

n

X k k k k
kZ X

C D r t r t Hr t d tε μ
+

+
=

= ≤∑∫  



Характеристика UMD пространств с помощью векторнозначного преобразования Гильберта на поле p-адических чисел 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (6), 2011 83

[по лемме 2.5]  
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[замена переменных]  
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Левая и правая части в неравенстве (3.1) со-
ответственно равны I  и '.I  Значит, неравенство 
(3.1) доказано. 

Если 3 (mod 4),p ≡  то в качестве функции 
Радемахера берем ее четный аналог (2.2) и по-
вторяем все предыдущие рассуждения. Теорема 
доказана. 
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