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Получено дисперсионное уравнение для плоских монохроматических электромагнитных волн, распространяющихся в 
движущейся с постоянной скоростью биизотропной среде. В частных случаях распространения волны вдоль направле-
ния движения среды и противоположно ему найдены точные решения дисперсионного уравнения. 
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The dispersion equation is obtained for plane monochromatic electromagnetic waves propagating in a biisotropic medium mov-
ing at a constant speed. Exact solutions of the dispersion equation are found in the case of wave propagation along or opposite 
to the medium motion direction. 
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 Введение 
В настоящее время биизотропные и биани-

зотропные среды активно изучаются [1]–[3]. В 
данной статье мы обсуждаем распространение 
плоских монохроматических волн в движущейся 
биизотропной среде.  

Пусть биизотропная среда движется в инер-
циальной системе отсчёта K с постоянной скоро-
стью ,VV   где   – единичный вектор, за-
дающий направление движения среды. Вектор-
ные величины, определённые в системе покоя 
среды ,K   будем обозначать штрихами, а в ла-
бораторной системе отсчёта K – записывать без 
штрихов. В системе отсчёта K   материальные 
уравнения биизотропной среды в системе единиц 
Хевисайда – Лоренца имеют вид [1]–[4] 

;     D E H  
* ;    B E H  

,i                              (0.1) 

где   и   – диэлектрическая и магнитная про-

ницаемость среды соответственно,   – параметр 

Теллегена,   – киральный параметр, символом « » 
обозначена операция комплексного сопряжения. 
 

1 Материальные уравнения в случае 
движущейся среды 

Представим материальные уравнения (0.1) в 
матричной форме, выражая векторы электриче-
ской индукции D  и магнитной напряжённости 

H  через векторы электрической напряжённости 
E  и магнитной индукции :B  

2

*
.

1

                      

D E

H B
     (1.1) 

Законы преобразования векторов электро-
магнитного поля при переходе из лабораторной 
системы отсчёта в систему покоя имеют вид [5] 

;




      
           

τ

τ

D D

H H
 

.




      
           

τ

τ

E E

B B
            (1.2) 

В формулах (1.2) использованы следующие обо-
значения: ,V c   c – скорость электромагнит-

ной волны в вакууме,   1 221 ,


    

(1 )( )         – матрица размера 3 3,  сим-

волом « » обозначена операция тензорного про-
изведения,   – дуальный вектору   тензор, 
компоненты которого определяются в соответст-

вии с выражением   ,n k m kn m

     где n k m  – 

компоненты псевдотензора Леви-Чивиты. Из 
уравнений (1.1) с учётом преобразований (1.2) 
получим материальные уравнения для движу-
щейся в инерциальной системе отсчёта K биизо-
тропной среды 

,
P L

M Q

     
     

     

D E

H B
               (1.3) 

где введены обозначения 
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   21 2 1 *

1 2 2 ;

P    

  

            

  

 

 
 

 21

1 2 2 * 1 2 1 ;

L  

     

      

        



  
    (1.4) 

 21 1 2 2

1 * 2 1 ;

M     

  

           

     

  


 

 
 

21 2 2

1 * 1 2 .

Q   

   

       

        

 

 
 

Материальные уравнения (1.3) содержат шести-
мерные векторы и матрицу размера 6 6,  со-
стоящую из блоков – матриц P, L, M, Q размера 
3 3.  Учитывая свойства матриц   и :  

;          
         

 2 2 21 ( ) ,                      (1.5) 

представим выражения (1.4) в более удобном для 
дальнейших вычислений виде 

1 2P                              (1.6) 

 2 22 2 1 ( ) 2 ;i             
 

    

 
1 2
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L

i





   

            
 

  
 

 
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22 * 22 ( ) 1 ;

M

i





   

             
 

  
 

   
1 2

2 22 21 1 ( ) 2 .

Q

i





   

             
 

  
 

Нетрудно видеть, что матрицы P, L, M, Q удов-
летворяют условиям 

,P P   ,Q Q   ,L M    

где знаком «  » обозначена операция эрмитова 
сопряжения.  

В данной работе мы ограничимся рассмот-
рением плоских монохроматических волн 

0

0

exp( );i i t
  

     
   

DD
k x

H H
 

 0

0

exp( ).i i t
  

     
   

EE
k x

B B
           (1.7) 

Подставляя выражения (1.7) в уравнения Мак-
свелла без источников, получим алгебраические 
уравнения 

0 ( ) ;n i i  n H D   0 ( ) ,n i i n E B        (1.8) 

0; n D   0, n B                  (1.9) 
в которых единичный вектор n связан с волно-
вым вектором k по формуле 

0n c k n  

и для показателя преломления введено обозначе-
ние 0.n  

Исключая с учётом уравнений (1.8) векторы 
D и B из системы уравнений (1.3), а затем ис-
ключая и вектор H, получим следующее алгеб-
раическое уравнение для вектора E: 

0 0

2
0

( ) ( )

( ) ( ) 0.

P in L i in i M

n i Q i

 

 

  
 





n n

n n E
        (1.10) 

Используя (1.3), исключим вектор D из первого 
уравнения (1.9), в результате получим 

  0;P L  n E B  
 0. n B                         (1.11) 

В дальнейшем уравнения (1.11) нам понадобятся 
для упрощения процедуры нахождения собст-
венных значений показателя преломления. 

Из (1.10) следует, что дисперсионное урав-
нение для величины 0n  имеет форму: 

0 0

2
0

det ( ) ( )

( ) ( ) 0.

P in L i in i M

n i Q i

 

 

   
 

n n

n n
      (1.12) 

Решение алгебраического уравнения (1.12) в 
случае произвольного направления распростра-
нения волны относительно направления движе-
ния среды – весьма громоздкая задача, поэтому в 
данной работе мы ограничимся рассмотрением 
двух частных случаев. 
 

2 Распространение волн вдоль и против 
направления движения среды 

Пусть волновой вектор k распространяю-
щейся волны и вектор скорости движения среды 
V коллинеарны. При этом мы будем полагать, 
что . n  В этом случае из выражений (1.6) сле-
дуют формулы для матриц ‒ 

 
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
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 

n n n
 

1 2( )L i     n                      (2.1) 
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
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а также выражения для векторов 

 21 ;P     n n  
1 2 2 * 2 .L i          n n          (2.2) 

Учитывая (2.2) в уравнениях (1.11), получим ус-
ловие ортогональности  

0. n E                            (2.3) 
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Условие (2.3) и структура входящих в урав-
нение (1.10) матриц (2.1) определяют возмож-
ность нахождения собственных значений вели-
чины 0n  не в результате прямого решения дис-

персионного уравнения (1.12), а с использовани-
ем метода, посредством которого удаётся упро-
стить задачу. Для этого рассмотрим следующее 
вспомогательное равенство [6]: 

( ) ,i   n E E                        (2.4) 

которое по сути является формулировкой задачи 
на собственные значения   для матрицы .i n  

Найдём эти значения. Умножая (2.4) слева на i n  
и выполнив в правой части полученного таким 
образом равенства замену по формуле (2.4), при-
ведём его к виду 

2( )( ) .i i   n n E E                  (2.5) 

С учётом второй из формул (1.5) и условия орто-
гональности векторов n и E (2.3) преобразуем 
(2.5) к следующему виду: 

2(1 ) 0,  E  

откуда следует, что 1.    
Учитывая условие ортогональности (2.3), 

можно исключить из формул (2.1) слагаемые, 
содержащие матрицу ,n n  так как при подста-
новке (2.1) в уравнение (1.10) эти слагаемые обу-
словливают появление скалярного произведения 

.n E  Учитывая равенство (2.4), заменим в (2.1) 

матрицы i n  величиной .  С учётом этих преоб-
разований представим уравнение (1.10) в виде 

 

2 2

22
0

2

2 (1 ) ( 1)n

      

         
          (2.6) 

 22 2
0 1 ( ) 2 0.n        


E  

Уравнение (2.6) содержит только единичную 
матрицу, поэтому задача о нахождении собст-
венных значений величины 0n  теперь состоит в 

решении квадратного уравнения, получаемого 
приравниванием к нулю множителя при E в (2.6). 
Для упрощения решения этого уравнения введём 
обозначения [7] 

2 ;n        
2 .n                        (2.7) 

Величины, определённые по формулам (2.7), 
являются показателями преломления неподвиж-
ной биизотропной среды, в которой распростра-
няется плоская монохроматическая волна – пра-
воциркулярно поляризованная и левоциркулярно 
поляризованная соответственно. Из (2.7) следу-
ют выражения 

2
;n n       

 2 .n n                            (2.8) 

С учётом (2.8) уравнение для 0n  запишем в 

форме 

 0

( )( )

( )( ) ( )( )

n n

n n n n n
 

   

   

         
 

2
0 ( )( ) 0.n n n         

Решения этого уравнения представим в виде 

( )
0( ) ( ) ;

n
n

n
 




 
 

  
 

( )
0( ) ( ) .

n
n

n
 




 
 

 
                   (2.9) 

После подстановки в (2.9) значений 1    по-
лучим четыре выражения для показателя пре-
ломления в лабораторной системе отсчёта K: 
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1
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n
 



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 

 
  (2.10) 

Из формул (2.10) видно, что они попарно связа-
ны между собой равенствами 

( ) ( )
0( ) 0( )( ) ( );n n 
      

( ) ( )
0( ) 0( )( ) ( ).n n 
      

Величины ( )
0( ) ( ),n 
   ( )

0( ) ( )n 
   положительно опре-

делены, а знак величин ( )
0( ) ( ),n 
   ( )

0( ) ( )n 
   может 

меняться в зависимости от значения параметра 
.  Далее произведём анализ показателей пре-

ломления (2.10) и их трансформацию при пере-
ходе в покоящуюся систему отсчёта. 
 

3 Анализ показателей преломления 
При переходе из лабораторной системы от-

счёта K в покоящуюся K   величины ( )
0( ) ( )n 
   и 

( )
0( ) ( )n 
   преобразуются в показатели преломле-

ния n  и n  соответственно. Так как все эти че-

тыре величины положительны, то в обеих систе-
мах отсчёта волны распространяются вдоль на-
правления движения среды.  

Величины ( )
0( ) ( )n 
   и ( )

0( ) ( )n 
   при переходе в 

покоящуюся систему отсчёта становятся равны-
ми n  и n  соответственно, т. е. электромаг-

нитные волны распространяются против направ-
ления движения среды в этой системе отсчёта.  

Обсудим теперь, как будут распространятся 
эти волны в лабораторной системе отсчёта. При 
этом будем полагать, что 1.n   

Рассмотрим четыре случая: 
1) 1 n    .V c n  При таких значениях 

  величины ( )
0( ) ( ),n 
   ( )

0( ) ( )n 
   отрицательны. 

Таким образом, в лабораторной системе отсчёта 
волны будут распространяться против направле-
ния движения среды; 

2) 1 n    .V c n  В этом случае вели-

чины ( )
0( ) ( ),n 
   ( )

0( ) ( )n 
   положительны и 
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соответствующие волны распространяются 
вдоль направления движения среды в лаборатор-
ной системе отсчёта; 

3) 1 n   (V c n  – фазовая скорость 

волны в системе покоя). При таком значении   

волна будет «покоиться» в лабораторной системе 
отсчёта; 

4) 1 1n n      .c n V c n    В слу-

чае таких значений   величина ( )
0( ) ( )n 
   положи-

тельна, а величина ( )
0( ) ( )n 
   отрицательна, т. е. в 

лабораторной системе отсчёта правоциркулярно 
поляризованная волна распространяется вдоль 
направления движения среды, а левоциркулярно 
поляризованная – противоположно. 

Отметим, что выводы, аналогичные первым 
трём, могут быть сделаны и при анализе форму-
лы (7.8) для 0,   приведенной в работе [8] для 
описания движущейся изотропной среды. Чет-
вёртый вывод не применим в случае изотропной 
среды. 
 

Заключение 
Таким образом, в данной работе получено 

дисперсионное уравнение для описания распро-
странения плоской монохроматической волны в 
движущейся биизотропной среде в произвольном 
направлении относительно направления движе-
ния среды. Точные решения дисперсионного 
уравнения (показатели преломления) найдены в 
частных случаях: когда волновой вектор направ-
лен вдоль направления движения биизотропной 
среды и противоположно ему.  
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