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Развивается принадлежащее автору многомерное функциональное исчисление генераторов полугрупп, основанное на 
классе функций Бернштейна нескольких переменных. Уточняется основная теорема этого исчисления,  дается условие 
голоморфности полугрупп, порождаемых операторами, возникающими в исчислении, и для одномерного случая дока-
зывается неравенство моментов для этих операторов. 
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The functional calculus of semigroup generators, based on the class of Bernstein functions in several variables is developed, the 
condition for holomorphy of semigroups, generated by operators which arised in the calculus  is given, and the inequality of 
moments for such operators in the one-dimensional case is proved. 
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Введение и предварительные сведения  
Одномерное функциональное исчисление 

Бохнера-Филлипса является существенной ча-
стью теории полугрупп операторов (см., напри-
мер, [1]–[3]) и находит важные применения в 
теории случайных процессов. Основы многомер-
ного исчисления были заложены автором в [4]–
[6]. Целью настоящей работы является дальней-
шее развитие этого исчисления. Прежде всего, 
мы уточняем и дополняем основную теорему из 
[6]. Далее, указываются условия, при которых 
операторы, возникающие в рассматриваемом 
исчислении, порождают голоморфные полугруп-
пы. Как следствие получается положительный 
ответ на один вопрос Кишимото и Робинсона [1] 
для равномерно выпуклых пространств. Нако-
нец, для одномерного случая мы доказываем по-
лезное неравенство моментов, обобщающее не-
равенство из [7].  

Для формулировки результатов напомним 
необходимые понятия и факты из [6].  

Определение 1 [4]. Будем говорить, что не-
положительная функция  при-
надлежит классу , если все ее частные про-
изводные первого порядка абсолютно моно-
тонны (функция из  называется аб-
солютно монотонной, если она неотрицательна 
вместе со своими частными производными всех 
порядков).  

(( 0) )nCψ ∞∈ −∞;

n�T�

(( 0) )nC∞ −∞;

Последнее условие на ψ  равносильно тому, 
что  для любого мультииндекса 0αψ∂ ≥ 0α ≠ .  

Очевидно также, что  есть конус относи-
тельно поточечного сложения функций и умно-
жения на скаляр.  

nT

Известно [6], что каждая функция nψ ∈T  
допускает интегральное представление 
( ( 0)ns∈ −∞; )  

0 1
\{0}

( ) ( 1) ( )
n

s us c c s e d uψ μ
+

⋅= + ⋅ + − ,∫
R

    (1.1) 

где 0 0
( 0) lim ( )

s
c sψ ψ

→−
= − := , а  из  и положи-

тельная мера 
1c n

+R

μ  на  определяются одно-
значно (здесь и ниже точкой мы обозначаем ска-
лярное произведение в ; запись  озна-
чает, что ).  

\{0}n
+R

n
+R 0s → −

1 0 0ns … s→ − , , → −
Всюду далее через  будут обозна-

чаться попарно коммутирующие однопарамет-
рические -полугруппы (т. е. сильно непре-
рывные на 

1 nT … T, ,

0C

+R  полугруппы) в комплексном ба-
наховом пространстве X , удовлетворяющие 
условию ( ) ( 0 1 const)jT t M t j … n M|| ||≤ ≥ ; = , , ; = . 
Через jA  обозначим генератор полугруппы jT  с 
областью определения  и положим ( )jD A

1( n )A A … A= , , . Далее коммутирование операто-
ров 1 nA … A, ,  означает коммутирование соответ-
ствующих полугрупп. Через Gen( )X  мы будем 
обозначать множество всех генераторов равно-
мерно ограниченных -полугрупп в 0C X , а через 
I  – единичный оператор в X .  
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)
Операторнозначная функция 

  является - n -
параметрической полугруппой, а потому линей-
ное многообразие 

1 1( ) ( ( ) ( ))n nT u T u …T u:= ( nu +∈R 0C

1( ) ( )n
j jD A D A=:= ∩  плотно в 

X  ([8], c. 98–99).  
Определение 2 [6]. Определим значение 

функции ψ  из  вида (1.1) на наборе nT

1( )nA A … A= , ,  при ( )x D A∈  формулой  

0 1
\{0}

( ) ( ( ) ) ( )
n

A x c x c Ax T u I xd uψ μ
+

= + ⋅ + − ,∫
R

.

 (1.2) 

где   1 11

n j
jj

c Ax c A x
=

⋅ := ∑
Пусть 0n tψ ∈ , ≥T . Тогда функция 

 будет абсолютно монотонной на 
. Очевидно также, что  В силу 

многомерного варианта теоремы Бернштейна-
Уиддера (см., например, [9], c. 281) существует 
такая единственная ограниченная положительная 
мера 

( )( ) t s
tg s e ψ:=

( 0)n−∞; ( ) 1tg s ≤ .

tν  на  что при n
+ ,R ( 0)ns∈ −∞;   

( ) ( ) ( )( )
n

s u
t t tg s e d u sν ν

+

⋅= =∫ L
R

− ,  

где  обозначает -мерное преобразование Ла-
пласа.  

L n

Определение 3. Используя обозначения, 
введенные выше, положим ( x X∈ )  

( ) ( ) ( )
n

t tg A x T u xd uν
+

= ∫
R

   (1.3) 

(интеграл понимается в смысле Бохнера).  
Очевидно, что ( 0)( ) n t n

tg A M e Mψ −|| ||≤ ≤ .  
Поскольку ( ) ( ) ( )t r t rg s g s g s+ = ,  то tν  образуют 
сверточную полугруппу ограниченных мер на 

. Поэтому n
+R ( ) ( )tg A t g A:  есть равномерно 

ограниченная полугруппа операторов на X . В 
частности, ( )g A  есть -полугруппа.  0C

Введенные выше обозначения и ограниче-
ния далее будут применяться без дополнитель-
ных пояснений.  
 

2 Основные результаты  
Теорема 4. Замыкание оператора ( )Aψ  

существует и является генератором полугруппы 
( )g A  класса , определенной формулой (1.3).  0C
Доказательство. В [6] было доказано, что 

оператор ( )Aψ  замыкаем, и его расширением 
является генератор  -полугруппы G 0C ( )g A . 

Поэтому замыкание ( )A Gψ ⊆ . Покажем, что 
здесь имеет место равенство. Поскольку опера-
торы ( )tg A  коммутируют с  при всех , 
то, как легко проверить, 

( )kT s k
( ) ( ) ( )t k kg A D A D A: →  

при всех , а потому и k ( ) ( ) ( )tg A D A D A: → . 
Отсюда следует, что  есть существенная 

область для генератора  (см. [10], следствие 
3.1.7). С другой стороны,  есть существен-

ная область для оператора 

( )D A

G
( )D A

( )Aψ , причем суже-

ния операторов ( )Aψ  и  на  совпадают с G ( )D A

( )Aψ . Поэтому ( )A Gψ = , что и завершает дока-
зательство.  

Теорема 4 мотивирует окончательный вари-
ант основного определения.  

Определение 5 [6]. Под значением функции 
ψ  из  на наборе nT 1( n )A A … A= , ,  коммутирую-
щих операторов из Gen( )X  будем понимать ге-
нератор полугруппы ( )g A . Это значение мы да-
лее обозначаем ( )Aψ . Возникающее функцио-
нальное исчисление будем называть многомер-
ным исчислением Бохнера-Филлипса, или -
исчислением.  

nT

Следующая теорема обобщает на много-
мерный случай одно утверждение из [11].  

Теорема 6. Предположим, что полугруппы 
 сжимающие и удовлетворяют условию  jT

01
lim ( ) 2

n

jtj
I T t

→+
=

− < .∑  

Тогда для любой функции ψ  из n  оператор T
( )Aψ  является генератором голоморфной полу-

группы.  
Доказательство. Не нарушая общности бу-

дем считать, что 0 (0) 0c ψ= = . Положим 

0 ( )limj tb I T→+= − j t  и выберем 0ε >  таким, что 

1
2

n

j
j

b ε
=

+ <∑ . Найдется такое 0δ > , что 

( )j jI T t b nε− < + /  при всех 1 [0j … n t )δ= , , ; ∈ ; .  
Далее, заметим, что при   1n >

1 1 1 1 2 2( ) ( ) ( )( ( ) ( ))n nI T u I T u T u I T u …T u− = − + − ,  
и значит  

1 1 2 2( ) ( ) ( ( ) ( ))n nI T u I T u I T u …T u− ≤ − + − .  
Отсюда по индукции получаем, что  

1
( ) ( )

n

j j
j

I T u I T u
=

− ≤ −∑ ,  

а потому при [0 )nu δ∈ ;  справедливо неравенство 

1
( ) n

jj
I T u b ε

=
− ≤ ∑ + . Следовательно, если 

1x X x∈ , ≤ , то  

( ( )) ( ) ( )
n

t tI g A x I T u d u xν
+

− ≤ −∫
R

≤  

[0 ) \[0 )

( ) ( ) ( ) ( )
n n n

t tI T u d u I T u d u
δ δ

ν ν
+; ;

≤ − + −∫ ∫
R

≤  

1 \[0 )

( ) ( )
n n

n

j t
j

b I T u d
δ

ε ν
+

= ;

u≤ + + − .∑ ∫
R

 

То есть  
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( )

( ) ( )
n n

n

t j
j

t

I g A b

I T u d u
δ

ε

ν
+

=

;

− ≤ +

+ −

∑

∫
R
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+

.
  (2.1) 

Заметим теперь, что направленность мер tν  
узко сходится к мере Дирака 0δ  при . В 
самом деле, преобразование Лапласа 

 непрерывно в точке 

0t → +

( )( ) t s
t s e ψν =L 0s =  и 

0( ) 1 ( )t s sν δ→ =L L  при . Поэтому узкая 
сходимость вытекает из теоремы непрерывности 
для многомерного преобразования Лапласа (см., 
например, [12], гл. IX, §5, теорема 3с). Но так как 
полугруппы 

0t → +

jT  становятся равномерно непре-

рывными, ограниченная функция ( )u I T u−  

непрерывна на \ [0 )n nδ+ ;R . Следовательно, пере-
ходя в (2.1) к верхнему пределу при , по-

лучим 

0t → +

0 1
lim ( ) 2

n

t jt j
I g A b ε

→+
=

− ≤ + <∑ . В силу из-

вестного свойства сильно непрерывных полу-
групп (см., например, [13], следствие 2.5.7) от-
сюда следует голоморфность полугруппы ( )g A , 
что и требовалось доказать.  

Следствие 7. Пусть пространство X  рав-
номерно выпукло,  – голоморфная полугруппа 
сжатий в 

1T
X , а операторы 2 nA … A, ,  ограничены 

(если ). Тогда для любой функции 1n > ψ  из  
оператор 

nT
( )Aψ  является генератором голо-

морфной полугруппы сжатий.  
Доказательство. Условие теоремы выпол-

нено, поскольку 10
lim ( ( ) 2
t

I T t
→+

− <  (см., напри-

мер, [13], следствие 2.5.8) и при  справед-

ливы равенства 

1j >

0
lim ( ( ) 0jt

I T t
→+

− = .  

Следствие 8. Пусть пространство X  рав-
номерно выпукло. Если  – голоморфная полу-
группа сжатий в 

T
X  с генератором A , то для 

любой функции ψ  из  оператор 1T ( )Aψ  явля-
ется генератором голоморфной полугруппы 
сжатий.  

Для одномерного исчисления справедливо 
следующее неравенство моментов.  

Теорема 9. Для любого оператора 
Gen( )A X∈ , порождающего полугруппу  с 

оценкой 
T

( )T u M≤ , и любой функции 1ψ ∈T  

справедливо неравенство ( )( ) 0x D A x∈ , ≠  

( )( ) MA x C Ax x xψ ψ≤ − − / ,  

где .  ( 1)( 1) (1 M M
MC M e− + /= + / − )
Доказательство. Можно считать, что в (1.1) 

. Можно считать также, что 0 1 0c c= = 1x = . 
Формулы   (1.2)    и   (1.1)  показывают,    что  

достаточно доказать неравенство  
( ( ) ) 1 0Ax u

MT u I x C e u⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ≤ − , > .  

Обозначим через  функцию, обратную 
возрастающей функции . 
Для фиксированного  возможны два случая.  

( )t r
( ) (1 ) (0) 1tr t t e r−= / − , =

1r ≥
1) ( )Ax u t r≤ . Тогда ( ) ( ( ))r Ax u r t r r≤ = , 

т. е. 1 Ax uAx u r e⎛ −
⎜⎜
⎝

≤ ⋅ − ⎞
⎟⎟
⎠
, а потому  

1

0

( ( ) ) ( )dT u I x T us xds
ds

− = =∫  

1

0

( ) 1 Ax uT us Axuds M Ax u Mr e⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤ ⋅ −∫ .  

2) ( )Ax u t r> . Тогда  

( )

1( ( ) ) 1 1
1

Ax u
t r

MT u I x M e
e

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠

+
− ≤ + ≤ −

−
.  

В любом случае справедливо неравенство  
( ( ) ) ( ) 1 Ax uT u I x C r e⎛ ⎞−

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ≤ − ,

⎞
⎟
⎠

 

где . Для 

минимизации  заметим, что функция  
возрастает от 0 до 

( )( ) max{ ( 1) 1 }t rC r M r M M e−⎛
⎜
⎝

= ; + / −

( )C r ( )t r
+∞  при . Поэтому 

уравнение , т. е. 
1 r≤ < +∞

( )( 1) 1 t rr M M e−⎛
⎜
⎝

= + / − ⎞
⎟
⎠

( ) ( 1)t r M M= + / , имеет единственное решение 

0 (( 1) )r r M M= + / . Если , то в силу отме-
ченной монотонности  

0r r<

0
0( ) ( ) ( 1) )

1 1 1
1 11t r t r M M

M M M r
M e M eM e− − − + /⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

+ + +
> =

− −−
= .

Таким образом,  
( 1)

0min{ ( ) 1} ( 1) 1 M MC r r Mr M e− + /⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

: ≥ = = + / − ,  
и теорема доказана.  

Следствие 10. Если функция 1ψ ∈T  ограни-
чена на ( 0)−∞; , то оператор ( )Aψ  ограничен 
при всех Gen( )A X∈ . Обратно, если в некото-
ром банаховом пространстве X  оператор 

( )Aψ  ограничен при всех Gen( )A X∈ , то функ-
ция 1ψ ∈T  ограничена на .  ( 0−∞; )

Доказательство. Первое утверждение оче-
видно. Для проверки второго достаточно взять 
A sI= , где 0s < , и заметить, что тогда 

( ) ( )A x s xψ ψ= .  
Следствие 11. Если последовательность 

функций 1nψ ∈T  сходится к нулю поточечно на 
( 0]−∞; , то ( ) 0n A xψ →  при всех ( )x D A∈ .  
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