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К инвариантам конечной разрешимой группы относят производную и нильпотентную длины, p -длину, π -длину и 
нильпотентную π -длину, главный ранг и p -ранг и т. д. В данной статье приводится обзор результатов, связанных с 
инвариантами конечных разрешимых групп и примыкающих к исследованиям авторов. Раздел 1 содержит перечень 
используемых обозначений и определений. В разделе 2 собраны данные об инвариантах разрешимых групп с 
заданным строением силовских подгрупп. В разделе 3 перечислены оценки инвариантов группы в зависимости от 
индексов максимальных подгрупп. В разделе 4 содержится информация о нильпотентной π -длине π -разрешимых 
групп. Формулируются открытые вопросы. 
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π -длина, главный ранг, p -ранг. 
 
The derived and nilpotent lengths, p -length, π -length, chief rank and p -rank and etc. are invariants of finite solvable group. 
The review of the results connected with invariants of finite solvable groups is given in this article. These results adjoin to the 
researches of authors. Section 1 contains the list of used designations and definitions. The data about invariants of solvable 
groups with given structure of Sylow subgroups are collected in Section 2. The estimations of the invariants depending on 
indexes of the maximal subgroups are listed in Section 3. The information about nilpotent π -length of π -solvable groups are 
contained in Section 4. Open questions are formulated. 
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 Введение 

В данной статье систематизированы сов-
ременные результаты теории конечных разре-
шимых групп, связанные с различными оцен-
ками их инвариантов. Статья носит обзорный 
характер и представляет собой изложение док-
лада авторов на Международной научной 
конференции «Дискретная математика, алгебра и 
их приложения» (Минск, октябрь 2009). Доказа-
тельства утверждений не приводятся. 

Все рассматриваемые в дальнейшем группы 
предполагаются конечными. 
 
 1 Обозначения и определения 
 Все обозначения и определения соответ-
ствуют принятым в [1]–[4]. 
 Пусть P  – множество всех простых чисел, а 
π  – некоторое множество простых чисел. До-
полнение к π  во множестве P  обозначим через 

'π . Символом π  обозначается также функция, 
определенная на множестве N  всех натуральных 
чисел следующим образом: ( )aπ  – множество 
простых чисел, делящих натуральное число a . 
Для группы G  и ее подгруппы H  считаем, что 

( ) = (| |)G Gπ π  и ( : ) = (| : |)G H G Hπ π . 
Зафиксируем некоторое множество простых 

чисел π . Если ( )mπ π⊆ , то натуральное число 
m  называется π -числом. Группа G  называется 

π -группой, если ( )Gπ π⊆ , и 'π -группой, если 
( ) 'Gπ π⊆ . 

Подгруппы Фраттини и Фиттинга группы 
G  обозначаются через ( )GΦ  и ( )F G , а ( )O Gπ  – 
наибольшая нормальная π -подгруппа группы 
G . Запись = [ ]G A B  означает полупрямое произ-
ведение с нормальной подгруппой A . 

Нормальным рядом группы G  называется 
цепочка подгрупп  

0 11 = = ,mG G G G⊆ ⊆ ⊆…  
в которой подгруппа iG  нормальна в группе G  
для всех = 0,1, ,i m… . Фактор-группы 1/i iG G+  
называются факторами этого ряда. 

Дисперсивной по Оре называют группу G  
порядка  

1 2
1 2 1 2, < < < ,n

n np p p p p pαα α … …  
у которой имеется нормальный ряд  

0 1 1= = 1n nG G G G G−⊇ ⊇ ⊇ ⊇…  
такой, что для каждого = 1, 2, ,i n…  фактор-
группа 1/i iG G−  изоморфна силовской ip -
подгруппе группы G . 

Для группы G  можно построить цепочку 
коммутантов  

( ) ( 1)( ) .i iG G G G G +′ ′ ′⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇… …  

ОБЗОРЫ
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Здесь G′  – коммутант группы G  и 
( 1) ( )= ( )i iG G+ ′ . Если существует номер n  такой, 

что ( ) = 1nG , то группа G  называется разреши-
мой. Наименьшее натуральное n , для которого 

( ) = 1nG , называется производной длиной и 
обозначается через ( )d G . 

Пусть G  – группа и пусть 0 ( ) = 1F G , 

1( ) = ( )F G F G  – подгруппа Фиттинга груп-
пы G , 

2 1 1 1

1

( )/ ( ) = ( / ( )), , ( )/ ( ) =
( / ( )), .

i i

i

F G F G F G F G F G F G
F G F G

−

−=

…
…

 

Ясно, что 0 1 21 = ( ) ( ) ( )F G F G F G⊆ ⊆ ⊆… . 
В разрешимой неединичной группе под-

группа Фиттинга отлична от единичной под-
группы. Поэтому для разрешимой группы су-
ществует неотрицательное целое число n  такое, 
что ( ) =nF G G . Наименьшее n , для которого 

( ) =nF G G , называют нильпотентной длиной 
разрешимой группы G  и обозначают через 

( )n G . Другими словами, нильпотентной длиной 
называют длину самого короткого нормального 
ряда с нильпотентными факторами. Ясно, что 

( ) = 1n G  тогда и только тогда, когда группа G  
нильпотентна. Группа называется метанильпо-
тентной, если она содержит нильпотентную 
нормальную подгруппу, фактор-группа по ко-
торой  нильпотентна.  Ясно,  что нильпотентная 
длина  метанильпотентной  группы не пре-
вышает 2. 

Группа называется π -разрешимой [1], если 
она обладает нормальным рядом, факторы 
которого являются либо элементарными 
абелевыми p -группами для p π∈ , либо 'π -
группами. Хорошо известно, что в каждой π -
разрешимой группе индексы максимальных 
подгрупп являются либо примарными π -
числами, либо 'π -числами, см. например [1, 
теорема 1.8.1]. 

Пусть G  – p -разрешимая группа. Это озна-
чает, что она обладает нормальным рядом  

0 11 = = ,nG G G G⊆ ⊆ ⊆…  
в котором каждая фактор-группа 1/i iG G+  являет-
ся либо p -группой, либо p′ -группой. Поэтому 
для такой группы можно определить ( , )p p′ -ряд:  

0 0 1 1 21 = = ,l lP N P N P P N G⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆…  
где / = ( / )i i p iN P O G P′  – наибольшая нормальная 
p′ -подгруппа в / iG P , а 1/ = ( / )i i p iP N O G N+  – наи-
большая нормальная p -подгруппа в / iG N . 
Наименьшее натуральное число l  такое, что 

=lN G , называют p -длиной группы G  и 
обозначают через ( )pl G . 

Если G  – неединичная p -разрешимая 
группа и np  – наибольшая из степеней простого 
числа p , делящая порядок главных факторов 
группы G , то число = ( )pn r G  называется p -
рангом группы G , [4, c. 685]. Если G  – разре-
шима, то она p -разрешима для всех ( )p Gπ∈ . 
Главный ранг разрешимой неединичной группы 
определим следующим образом:  

( )
( ) = ( ).pp G

r G max r G
π∈

 

Для единичной группы 1 полагают 
(1) = 0 = (1)pr r . В силу теоремы Жордана-

Гельдера любые два главных ряда группы G  
изоморфны, поэтому значения главного ранга и 
p -ранга определяются однозначно. 

Группу G  будем называть p -сверхраз-
решимой, если каждый из ее главных факторов 
является либо группой простого порядка, либо 
p′ -группой. Ясно, что неединичная p -сверх-
разрешимая группа p -разрешима и имеет p -
ранг 1. Если группа G  p -сверхразрешима для 
любого ( )p Gπ∈ , то она называется сверх-
разрешимой. Главный ранг неединичной сверх-
разрешимой группы равен 1. 

 
2 Инварианты группы в зависимости от 

силовских подгрупп 
Ф. Холл и Г. Хигмен [5] установили зависи-

мость p -длины p -разрешимой группы от неко-
торых инвариантов ее силовской p -подгруппы. 
Элементарная теория p -длины изложена в мо-
нографии Хупперта [4, глава VI.6], [6, глава IX]. 
Оценки p -длины p -разрешимой группы в 
зависимости от инвариантов пересечений 
силовских p -подгрупп найдены в работе А.Г. 
Анищенко и В.С. Монахова [7]. Обзор 
результатов по p -длине разрешимых групп по 
состоянию на 1980 год содержится в статье 
В.Д. Мазурова [8]. 

На произвольные группы понятие p -длины 
распространил Л.А. Шеметков и доказал, что p -
длина любой группы не превышает 
минимального числа образующих ее силовской 
p -подгруппы [9]. Для p -разрешимых групп 
этот факт приводится в монографии Хупперта [4, 
теорема VI.6.6]. Естественно возник следующий 
вопрос, сформулированный в обзоре [10, c. 15]. 

Вопрос 1. Насколько существенно условие 
p -разрешимости в известных теоремах о p -
длине? 

В работе [11] Л.А. Шеметков получил поло-
жительное решение этого вопроса для групп, не-
разрешимые композиционные факторы которых 
имеют циклическую силовскую p -подгруппу. В 
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Коуровской тетради им записан следующий 
вопрос [12, вопрос 3.60]. 

Вопрос 2. Исследовать зависимость между 
p -длиной группы и инвариантами pc , pd , pe  ее 
силовской p -подгруппы. 

Здесь pc , pd , pe  – ступень нильпотент-
ности, производная длина и экспонента соот-
ветственно. 

Согласно теореме Цассенхауза [4, теорема 
IV.2.11] коммутант группы с циклическими 
силовскими подгруппами является циклической 
холловой подгруппой, фактор-группа по которой 
также циклическая. В частности, ее 
производная длина не выше 2. 

Ф. Холл и Г. Хигмен [4, теорема IV.14.16] 
установили, что производная длина разрешимой 
группы G  с абелевыми силовскими подгруппами 
не превышает числа простых делителей порядка 
группы: ( ) | ( ) |d G Gπ≤ . 

Метациклическая группа – это группа, со-
держащая циклическую нормальную подгруппу, 
фактор-группа по которой также циклическая. 
Для групп с метациклической силовской 
подгруппой известны следующие утверждения. 

Теорема 2.1 ([4, теоремы IV.2.8, IV.5.10, 
IV.8.6]). 

1. Пусть p  – наименьший простой дели-
тель порядка группы G . Если в группе G  силов-
ская p -подгруппа P  циклическая, то группа G  
p -нильпотентна, т.е. существует нормальная 
подгруппа H  такая, что фактор-группа /G H  
изоморфна P . В частности, если в группе G  
силовская 2-подгруппа циклическая, то G  2-
нильпотентна. 

2. Если силовская p -подгруппа группы G  
метациклическая и порядок группы G  взаимно 
прост с 2 1p − , то G  p -нильпотента. В част-
ности, если силовская 2-подгруппа группы G  
метациклическая и 3 не делит порядок G , то G  
2-нильпотентна. 

3. Если > 2p  и силовская p -подгруппа 
группы G  метациклическая и неабелева, то в 
группе G  существует нормальная подгруппа 
индекса p . 

Группы с метациклической силовской 2-
подгруппой рассмотрены в работе В.Д. Мазурова 
[13]. Теорема 1 этой работы полностью описы-
вает неразрешимые группы с циклическими 
силовскими p -подгруппами для нечетных прос-
тых p  и метациклическими силовскими 2-под-
группами, а в леммах 3, 4 указана информация о 
разрешимых группах с метациклическими силов-
скими 2-подгруппами. Признаки разрешимости 
группы с метациклической силовской 2-подгруп-
пой получены в работе Камины и Гагена [14]. 

Результаты этих работ объединены в следующей 
теореме. 

Теорема 2.2 ([13], [14]). Пусть G  – группа с 
метациклической силовской 2-подгруппой 2G . 
Тогда справедливы следующие утверждения. 

1. Если 2G  имеет циклическую нормальную 
подгруппу N  такую, что 2/G N  циклическая и 

2| / | 4G N ≥ , то G  разрешима. 
2. Если G  разрешима, то 2 ', 2| / ( ) | 6G O G ≤ . 
3. Если G  разрешима и центр 2( )Z G  нецик-

лический, то G  обладает нормальным рядом  
21 ,U UG G⊆ ⊆ ⊆  

где | |U  – нечетное число, а 2| : |= 1G UG  или 3. 
4. Если G  разрешима и 2( )Z G  циклический, 

то G  обладает нормальным рядом  
1 1 21 ,U T U G⊆ ⊆ ⊆ ⊆  

где 1| |U  – нечетное число, 1 1/T U  – 2-группа, 

2 1| : |U T  равен 1 или 3, 2| : |= 1G U  или 2. 
Группы, у которых все силовские под-

группы метациклические, исследовались в 
работе Чиллага и Сона [15]. Теорема 1 этой рабо-
ты полностью описывает такие неразрешимые 
группы и содержит следующее утверждение для 
разрешимых групп. 

Теорема 2.3 ([15]). Пусть G  – разрешимая 
группа с метациклическими силовскими p -
подгруппами для всех ( )p Gπ∈ . Тогда {2,3}′ -
холлова подгруппа группы G  нормальна и 
дисперсивна по Оре. 

Бициклической называют группу =G AB , 
являющуюся произведением циклических 
подгрупп A  и B . Ясно, что метациклическая 
группа всегда является бициклической. Общие 
свойства бициклических групп получены в 
работах [16]–[20] и вошли в монографию [4]. В 
частности, бициклическая примарная группа 
нечетного порядка является метациклической [4, 
теорема III.11.5]. Бициклические 2-группы и 
непримарные бициклические группы нечетного 
порядка могут быть неметациклическими. 

Пример 1. В статье Хупперта [16] 
построена 2-группа  

2 8 2

4

=< , , | = = = 1,
[ , ] = , [ , ] = ,[ , ] = 1 >,
G a b c a b c
a b c b c b a c

 

которая содержит нормальную элементарную 
абелеву подгруппу  

4=< > < > < >N a b c× ×  
порядка 8 с циклической фактор-группой /G N  
порядка 4. Кроме того,  

4 4 2( ) =< >, =< > < >, ( ) =< , >,Z G b G c b G b c′ × Φ  
2 2 4 4( ) = < >, ( ) = , =< >< > .ab cb b ab b G ab b∉  

Поэтому G  – бициклическая группа поряд-
ка 52 , она неметациклическая, т. к. содержит 
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нормальную элементарную абелеву подгруппу 
N  порядка 8. 

Пример 2. Вычисления в компьютерной 
системе GAP [21] показывают, что группа 
порядка 3189 = 3 7  под номером 7 из библиотеки 
SmallGroups, имеющая вид  

3 3 7 3 1=< , , , | = = = 1, = , [ , ] = ,G a b c d b c d a c a b c−  
1[ , ] = , [ , ] = [ , ] = [ , ] = [ , ] = 1 >,a d d a c b c b d c d−  

является произведением двух своих циклических 
подгрупп =< >A bd  порядка 21 и = < >B ab  
порядка 9. Поэтому G  – бициклическая группа 
нечетного непримарного порядка. В G  сущест-
вуют только три нетривиальные циклические 
нормальные подгруппы: 1 = < >N c  порядка 3, 

2 = < >N d  порядка 7, 3 = < >N cd  порядка 21. 
Так как фактор-группы по этим подгруппам не 
являются циклическими, то G  неметацикли-
ческая. 

Бициклическая группа =G AB  сверхразре-
шима, имеет абелев коммутант, а при | | | |A B≥  
подгруппа A  содержит неединичную нормаль-
ную в G  подгруппу [4, теоремы VI.4.4 и 
VI.10.1]. Из определения бициклической группы 
следует, что бициклическими являются каждая 
ее силовская подгруппа и всякая ее фактор-
группа. У бициклической примарной группы G  
подгруппа Фраттини, центр и  

( ) =< | >pG x x GΘ ∈  

являются бициклическими подгруппами [16]. 
Другие свойства бициклических примарных 
групп перечислены в следующей теореме. 

Теорема 2.4 ([16], [22]). Пусть G  – бицик-
лическая p -группа. Тогда справедливы следую-
щие утверждения. 

1. Пусть > 2p . Тогда: 
1.1) G  – метациклическая группа; 
1.2) любые две подгруппы группы G  

перестановочны; 
1.3) если N  – дополняемая нормальная 

подгруппа группы G , то либо =N G , либо N  
циклическая. 

2. Пусть = 2p . Тогда: 
2.1) любая нормальная подгруппа группы G  

порождается не более, чем тремя элементами; 
2.2) если N  – дополняемая нормальная 

подгруппа группы G , то | / ( ) | 4N NΦ ≤ . 
В.Д. Мазуров показал, что  если 1α ≠  – 

автоморфизм нечетного порядка метацикли-
ческой 2-группы T , то порядок α  равен 3, T  – 
группа кватернионов порядка 8 или прямое 
произведение двух изоморфных циклических 
групп, причем в последнем случае α  действует 
на T  без неподвижных точек [13, лемма 1]. 
Несложно проверить, что это утверждение 
сохраняется для бициклических 2-групп. 

Известно также, что фактор-группа /G G′  
бициклической 2-группы G  с нециклическим 
коммутантом G′  является абелевой группой 
типа ( ,1)n , где > 1n  – целое число [18]. В этой 
же работе рассмотрены бициклические 2-группы 
G  с циклическим коммутантом G′ . Оказалось, 
что фактор-группа /G G′  является абелевой 
типа (2 ,2)r  в том случае, когда не существует 
циклической подгруппы N , не содержащей G′ . 
Блэкберн [19] доказал, что нециклический 
коммутант бициклической 2-группы G  с 
фактор-группой /G G′  типа ( ,1)n , > 2n  явля-
ется абелевой типа ( ,1)m  для подходящего m . 

Инварианты разрешимых групп с бицик-
лическими силовскими подгруппами получены в 
работе В.С. Монахова и Е.Е. Грибовской [22]. 
Приведем  полную  формулировку этих резуль-
татов. 

Теорема 2.5 ([22, теоремы 1–2, лемма 2]). 
1. Пусть G  – разрешимая группа, у кото-

рой все силовские подгруппы бициклические. 
Тогда справедливы следующие утверждения: 

1.1)  ( ) 4n G ≤  и ( ) 6d G ≤ ; 
1.2)  {2,3}′ -холлова подгруппа нормальна в 

группе и дисперсивна по Оре; 
1.3)  2′ -холлова подгруппа 

2'G  дисперсивна 

по Оре, имеет нильпотентный коммутант и 

2
( ) 3'd G ≤ ; 

1.4)  3′ -холлова подгруппа 
3'

G  дисперсивна 

по Оре, имеет нильпотентный сверхразреши-
мый корадикал и 

3
( ) 4'd G ≤ ; 

1.5)  {2,3}( ) 3n G ≤  и {2,3}( ) 4d G ≤ ; 
1.6)  {2, }p -холлова подгруппа {2, }pG  дис-

персивна по Оре и {2, }( ) 4pd G ≤  для любого > 3p . 
2 . Если G  – p -разрешимая группа с 

бициклической силовской p -подгруппой, то 
( ) 1pl G ≤  при > 2p  и 2 ( ) 2l G ≤  при = 2p . 

Следствие. ([22, следствие]) Группа G  
нечетного порядка с метациклическими силов-
скими подгруппами дисперсивна по Оре и имеет 
нильпотентный коммутант. В частности, G  
метанильпотентна и ( ) 3d G ≤ . 

В 2009 г. авторы обзора показали, что в 
формулировку теоремы 2.5 можно добавить 
условие <силовские p -подгруппы имеют поря-
док 3p >. Оценка производной длины сохра-
нится. 

Теорема 2.6 (В.С. Монахов, А.А. Трофимук 
[23]). Пусть G  – разрешимая группа, у которой 
для каждого ( )p Gπ∈  силовские p -подгруппы 
либо бициклические, либо порядка 3p . Тогда 
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производная длина группы G  не превышает 6 и 
2 ( ) 2l G ≤ , 3 ( ) 2l G ≤  и ( ) 1pl G ≤  при > 3p . В 
частности, если G  – 4A -свободная группа, то 
производная длина группы G  не превышает 4. 

Напомним, что группа G  называется 4A -
свободной, если она не содержит секций 
изоморфных знакопеременной группе 4A . 

Следствие ([23, следствие]). Пусть G  – 
группа нечетного порядка, у которой для 
каждого ( )p Gπ∈  силовская p -подгруппа либо 
бициклическая, либо порядка 3p . Тогда произ-
водная длина группы G  не превышает 3. 

Пример 3. Группа (2,3)GL  порождается 
матрицами  

0 1 1 0 1 0
= ,  = ,  = ,

1 1 1 1 1 1
a b c

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

поэтому  
8 2 3 3 2

2 1

= = = 1, = , ( ) = , 
( ) = , = ,

b c

c b

a b c a a a ab
ab aba c c−

 

[24, лемма XII.5.3]. Ясно, что 
(2,3) =< > ([< >] < >)GL a c b , 

т. е. группа (2,3)GL  является произведением 
подгруппы < >a  порядка 8 и [< >] < >c b  
порядка 6. Производная длина группы (2,3)GL  
равна 4. Значит, оценка производной длины в п. 
1.5 теоремы 2.5 является точной. 

Пример 4. В системе компьютерной алгеб-
ры GAP построен пример, показывающий точ-
ность оценки ( ) = 6d G  в теореме 2.6. Это группа 
G  порядка 6000, содержащая нормальную 
экстраспециальную подгруппу H  порядка 35  
такую, что фактор-группа /G H S≅ , где 

2 3 4= , , | = = =S a b c a b c abc〈 〉  – группа порядка 
48. 

Пример 5. Возможности системы GAP 
позволили найти 4A -свободную группу 

3 3 3 8[[ ] ]Z Z Z Q×  порядка 216 , удовлетворяющую 
условию теоремы 2.6. Она имеет производную 
длину равную 4. Здесь 8Q  – группа кватернионов 
порядка 8, а nZ  – циклическая группа порядка 
n . Таким образом, оценка производной длины 

4A -свободной группы является точной. Кроме 
того,  данная  группа  является  дисперсивной   
по Оре. 

Отметим, что теоремы 2.5 и 2.6 охватывают 
все разрешимые группы =G AB  с циклическими 
силовскими подгруппами в факторах A  и B . Но 
такие факторизуемые группы обладают новыми 
свойствами, не присущими группам с бицикли-
ческими силовскими подгруппами. 

Пусть p – простое число. Группу с 
циклической силовской p-подгруппой называют 

pz -группой, а z -группа – это группа, у которой 
все силовские подгруппы циклические. 

Теорема 2.7 (Я.Г. Беркович [25], Р. Майер 
[26]). Пусть =G AB , где A  и B – pz -под-
группы. Тогда справедливы следующие 
утверждения. 

1 . Если порядок G  нечетен, то G  p -
сверхразрешима. 

2 . Если группа G  p -разрешима, а 
подгруппы A  и B  p -нильпотентны, то G  p -
сверхразрешима. 

3 . Если порядок G  нечетен, A  и B  – z -
подгруппы, то G  сверхразрешима. 

Если группа =G AB  имеет четный порядок, 
A  и B  – z -подгруппы, то группа G  может 
быть неразрешимой. Примером служит 
симметрическая группа 5S  степени 5, которая 
является произведением z -подгруппы порядка 
20 и циклической подгруппы порядка 6. 

В.Д. Мазуров [27] доказал, что группа 
=G AB  непроста, если A  и B  являютcя z -

подгруппами. Кроме того, В.Д. Мазуров ([28, 
с. 75]) для любого простого p>2 указал примеры 
не p-сверхразрешимой разрешимой группы чет-
ного порядка, которая является произведением 
двух pz -подгрупп. 

Новая информация о разрешимых группах, 
факторизуемых двумя z -подгруппами, получена 
В.С. Монаховым. 

Теорема 2.8 ([29, теорема, следствия 2–4]).  
1 . Если 3 -разрешимая группа =G AB , где 

A  и B  являются pz -подгруппами для = 2p  и 
= 3p , то группа G  3 -сверхразрешима. 

2 . Если {2,3} -группа =G AB , где A  и B  – 
z -подгруппы и 2 ( ) 1l G ≤ , то группа G  сверх-
разрешима. 

3 . Если 4S -свободная {2,3} -группа 
=G AB , где A  и B  – z -подгруппы, то G  

сверхразрешима. 
4 . Разрешимая группа =G AB , где A  и B  

– z -подгруппы, обладает нормальным рядом 
длины 3≤  со сверхразрешимыми факторами. 

Отметим, что для получения 3 -
сверхразрешимости группы G  в условии 
теоремы 2.8 нельзя заменить факторизуемость 
требованием, что силовские 2 - и 3 -подгруппы в 
группе бициклические. Примером служит группа 

9 8[ ]E Z , являющаяся расширением элементарной 
абелевой группы 9E  порядка 23  с помощью 
циклической группы 8Z  порядка 32 , которая 
неприводимо действует на 9E . 

Камина и Гаген доказали, что если =G AB  
– неразрешимая группа, A  – циклическая 
подгруппа, B  – метациклическая подгруппа, то 
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/ ( ) (2, )G S G PGL p≅ , > 3p , p  – простое число, 
[30]. Здесь ( )S G  – наибольшая нормальная раз-
решимая подгруппа группы G . 

Отметим также следующее предложение, 
полученное В.С. Монаховым:  если =G AB , 

= 1A B∩ , A  – 2z -подгруппа четного порядка, 
B  – собственная подгруппа, то группа G  
содержит подгруппу индекса 2 [31, лемма 2]. 
В.Д. Мазуров [27] требование = 1A B∩  ослабил 
до следующего: пересечение A B∩  имеет 
нечетный порядок. 

Нормальный ранг ( )nr P  конечной p -груп-
пы P  определяется следующим образом:  

( ) = max | / ( ) |,n pX P
r P log X XΦ

�
  (2.1) 

где X  пробегает все нормальные подгруппы 
группы P , в том числе и P . Здесь ( )XΦ  – под-
группа Фраттини группы X . Из теоремы Берн-
сайда о базисе [4, теорема III.3.15] следует, что 
нормальный ранг ( )nr P  есть наименьшее на-
туральное число k  такое, что любая нормальная 
подгруппа p -группы P  порождается не более, 
чем k элементами. Очевидно, что p-группа 
нормального ранга 1 циклическая. Метацикли-
ческая p-группа имеет нормальный ранг 2≤ . 
Бициклическая 2-группа имеет нормальный ранг 

3≤ . Развитием теоремы 2.5 является следующая 
теорема. 

Теорема 2.9 ([32]).  
1 . Если G  – разрешимая группа с силов-

скими подгруппами нормального ранга 3≤ , то 
нильпотентная длина группы G  не превышает 
5, а p-длина не превышает 2 для всех простых p. 

2 . Если G – разрешимая группа с силовской 
2 -подгруппой нормального ранга 3≤  и 
силовскими p -подгруппами нормального ранга 

2≤  для всех > 2p , то ( ) 4n G ≤ , 2 ( ) 2l G ≤ , 

3 ( ) 2l G ≤  и ( ) 1pl G ≤  для всех простых > 3p . 
3 . Если G – группа нечетного порядка с 

силовскими подгруппами нормального ранга 2≤ , 
то G  метанильпотентна. 

4 . Если G – разрешимая группа с силовски-
ми подгруппами нормального ранга 2≤ , то 

( ) 4n G ≤ , 2 ( ) 2l G ≤ , 3 ( ) 2l G ≤  и ( ) 1pl G ≤  для 
всех простых > 3p . Кроме того, для холловых 
подгрупп группы G справедливы следующие 
утверждения: 

4.1)  
2

( ) 2'n G ≤ ; 

4.2)  
3

( ) 3'n G ≤ ; 

4.3)  {2,3}( ) 3n G ≤ ; 
4.4)  {2, }( ) 2pn G ≤  для любого > 3p . 
Оценки инвариантов разрешимой группы с 

произвольными нормальными рангами силов-
ских подгрупп будут представлены в разделе 3. 

В.С. Монахов [33] установил зависимость 
инвариантов разрешимой группы от порядков 
силовских подгрупп. 

Теорема 2.10 ([33]). Если порядок разреши-
мой группы G  не делится на ( 1)n + -е степени 
простых чисел, то справедливы следующие 
утверждения: 

1)  если {2,3,4}n∈ , то ( / ( )) 3d G G nΦ ≤ + ; 
2)  если {5,6,7}n∈ , то ( / ( )) 8d G GΦ ≤ ; 
3)  если {8,9}n∈ , то ( / ( )) 1d G G nΦ ≤ + ; 
4)  если {10, ,17}n∈ … , то ( / ( )) 11d G GΦ ≤ ; 
5)  если {18, , 25}n∈ … , то ( / ( )) 12d G GΦ ≤ ; 
6)  если {26, ,33}n∈ … , то ( / ( )) 13d G GΦ ≤ ; 
7)  если {34, ,65}n∈ … , то ( / ( )) 14d G GΦ ≤ ; 
8)  если 66n ≥ , то 
     ( / ( )) 1 5 ( 2) 53/10d G G log nΦ ≤ + − + . 
В частности, в любом случае  

( / ( )) 3d G G nΦ ≤ + . 
Теорема 2.11 ([33]). Если порядок группы G  

нечетен и не делится на ( 1)n + -е степени 
простых чисел, то справедливы следующие 
утверждения: 

1)  если 2n ≤ , то ( / ( )) 2d G GΦ ≤ ; 
2)  если {3, 4}n∈ , то ( / ( )) 3d G GΦ ≤ ; 
3)  если 5 7 < 15 7x xn⋅ ≤ ⋅ ,  
      то ( / ( )) 4 2d G G xΦ ≤ + ; 
4)  если 115 7 < 5 7x xn +⋅ ≤ ⋅ ,  
     то ( / ( )) 5 2d G G xΦ ≤ + . 
Следует отметить, что оценка производной 

длины, полученная на основании общей 
методики исследования разрешимых групп с 
ограничениями на порядки силовских подгрупп, 
является неточной при малых значениях 
порядков. Например, если порядки силовских 
подгрупп разрешимой группы G  свободны от 
кубов, т. е 2n ≤  в теореме 2.10, то ( ) 3d G ≤ , а из 
теоремы 2.10 вытекает оценка ( / ( )) 5d G GΦ ≤ . 
Информация о строении групп порядка, 
свободного от кубов, представлена в следующей 
теореме. 

Теорема 2.12 ([34]). Пусть G – разрешимая 
группа, у которой для каждого ( )p Gπ∈  
силовская p-подгруппа либо циклическая, либо 
имеет порядок 2p . Тогда справедливы следую-
щие утверждения: 

1)  производная длина группы G  не превы-
шает 3; 

2)  2′ -холлова подгруппа метабелева. 
А.А. Трофимук [35] заметил, что для оценки 

производной длины разрешимой группы 
достаточно рассматривать порядки силовских 
подгрупп только ее подгруппы Фиттинга. Кроме 
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того, существенное влияние на верхнюю границу 
производной длины группы оказывают порядки 
не всех силовских подгрупп из подгруппы 
Фиттинга, а только тех, которые не являются 
бициклическими, если таковые имеются. 

Теорема 2.13 (Трофимук [35]). Пусть G  – 
разрешимая непримарная группа и F  – ее под-
группа Фиттинга. Тогда справедливы следующие 
утверждения. 

1 . Если * ( )Fπ ≠ ∅ , то  
            ( ) ( ( )) { ( ) | ( )}pd G t F max d F p Fρ π≤ + ∈ . 

2 . Если * ( ) =Fπ ∅ , то ( ) 6d G ≤ . 
Здесь * ( )Fπ  – множество всех простых 

чисел p  из ( )Fπ , для которых силовская p -
подгруппа в F  не является бициклической. Если 

* ( ) =Fπ ∅ , то в группе F  все силовские 
подгруппы бициклические. Функции ( )pt F  и 
( )t F  определяются следующим образом: 

* ( )
( ) = (| |), ( ) = ( ).p p p p

p F
t F log F t F max t F

π∈
 

Через ( )nρ  обозначается максимум произ-
водных длин вполне приводимых разрешимых 
подгрупп группы ( , )GL n F  степени n , где F  – 
поле. Согласно теореме Цассенхауза [36] такая 
функция ( ) :nρ →N N  существует и не зависит 
от поля F . Значения функции ( )nρ  для каждого 
n  известны, см. например [37]–[40]. 

Следствие ([35]). Пуcть G  – разрешимая 
непримарная группа и F  – ее подгруппа Фит-
тинга. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения. 

1 . Если силовские подгруппы в F  бицикли-
ческие, то производная длина не превышает 6. 

2 . Если * ( )Fπ ≠ ∅ ,  
     то ( ) ( ( )) ( ( )) 1d G t F t Fρ δ≤ + + . 
Здесь ( ) = {n max dδ ∈ N | 2 2 2}dn d≥ + − . 
Нахождение инвариантов разрешимых 

групп с заданными свойствами силовских под-
групп нашло развитие в исследовании строения 
групп по свойствам силовских подгрупп в 
факторах их нормальных рядов. 

Если у группы G  имеется нормальный ряд 
с циклическими силовскими подгруппами в фак-
торах, то несложно проверить, что G сверх-
разрешима. Поэтому группа G дисперсивна по 
Оре, ее коммутант нильпотентен, и нильпотент-
ная длина группы G не выше 2. Поскольку любая 
p-группа имеет нормальный ряд с факторами 
простых порядков, то производную длину таких 
групп ограничить сверху нельзя. Однако, произ-
водная длина фактор-группы / ( )G GΦ  будет не 
выше 2. 

Исследование разрешимых групп, обла-
дающих нормальным рядом, факторы которого 

имеют бициклические силовские подгруппы, 
проведено в 2009 г. авторами настоящего обзора. 

Теорема 2.14 (В.С. Монахов, А.А. Тро-
фимук [41]). Пусть разрешимая группа G  об-
ладает нормальным рядом, факторы которого 
имеют бициклические силовские подгруппы. 
Тогда справедливы следующие утверждения. 

1 . Нильпотентная длина группы G  не 
превышает 4, а производная длина фактор-
группы / ( )G GΦ  не превышает 5. 

2 . 2 ( ) 2l G ≤ , 3 ( ) 2l G ≤  и ( ) 1pl G ≤  для всех 
простых > 3p . 

3 . Если группа G  4A -свободна, то: 
3.1)  ( ) 1pl G ≤  для любого простого p ; 
3.2)  производная длина группы / ( )G GΦ  не 

превышает 3. 
4 . Если G имеет нечетный порядок, то 

коммутант группы G нильпотентен. В част-
ности, фактор-группа / ( )G GΦ  метабелева. 

Ясно, что теорема 2.14 охватывает все 
группы, обладающие нормальным рядом с би-
циклическими факторами. 

Следующие примеры показывают, что 
оценки, полученные в теореме 2.14, являются 
точными. 

Пример 6. Хорошо известно, что группа 4S  
имеет нормальный ряд  

4 4 41 E A S⊂ ⊂ ⊂  
с бициклическими факторами и 2 4( ) = 2l S . 

Группа 23
= [ ] (2,3)G E SL  имеет нормальный 

ряд  
2 2 2 2 8 23 3 3 3

1 [ ] [ ] [ ] (2,3)E E Z E Q E SL⊂ ⊂ ⊂ ⊂  

с бициклическими факторами и 3 ( ) = 2l G . 
Пример 7. Пусть 27

E  – элементарная груп-

па порядка 27 . Ее группой автоморфизмов явля-
ется полная линейная группа (2,7)GL  с цикли-
ческим центром = ( (2,7))Z Z GL  порядка 6 . Вы-
берем в группе Z  подгруппу C  порядка 2. Оче-
видно, что C  нормальна в (2,7)GL . Вычисления 
в компьютерной системе GAP показывают, что в 

(2,7)GL  существует подгруппа S  порядка 48  
такая, что фактор-группа /S C  изоморфна сим-
метрической группе 4S  степени 4 . Полупрямое 
произведение 27

= [ ]G E S  является группой по-

рядка 4 22352 = 2 7 3 , причем ( ) = 1GΦ . Нильпо-
тентная длина группы G  равна 4 , производная 
длина равна 5 . Данная группа обладает главным 
рядом  

2 2 2 2 87 7 7

2 8 3 27 7

1 [ ] [ ]

[[ ] ] [ ] =

E E Z E Q

E Q Z E S G

⊂ ⊂ ⊂ ⊂

⊂ ⊂
 

с бициклическими факторами:  
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2 2 2 2 2 2 8 2 2 47 7 7 7 7
, ([ ] )/( ) , ([ ] )/([ ] ) ,E E Z E Z E Q E Z E≅ ≅  

2 8 3 2 8 3 2 8 3 27 7 7
([[ ] ] )/([ ] ) , ( /[[ ] ] ) .E Q Z E Q Z G E Q Z Z≅ ≅  

Пример 8. Пусть 25
E  – элементарная абеле-

ва группа порядка 25 . Ее группой автоморфиз-
мов является полная линейная группа (2,5)GL , в 
которой имеется подгруппа, изоморфная симмет-
рической группе 3S  степени 3. Полупрямое 
произведение 2 35

= [ ]G E S  является 4A -свобод-

ной группой с единичной подгруппой Фраттини. 
Производная длина группы G  равна 3. Данная 
группа обладает главным рядом  

2 2 3 2 35 5 5
1 [ ] [ ] =E E Z E S G⊂ ⊂ ⊂  

с бициклическими факторами:  
2 2 3 2 3 2 3 2 3 25 5 5 5 5
, ([ ] )/( ) , ([ ] )/([ ] ) .E E Z E Z E S E Z Z≅ ≅  

 
3 Инварианты группы в зависимости от 

индексов максимальных подгрупп 
Одной из первых работ, в которой иссле-

довалось влияние величины индексов макси-
мальных подгрупп на строение группы, была 
статья Хупперта [42]. Здесь получены следую-
щие утверждения. 

Теорема 3.1 ([42, теоремы 9, 14, 16, 17]).  
1. Тогда и только тогда группа G сверх-

разрешима, когда все ее максимальные под-
группы имеют простые индексы. 
 2. Если индексы всех максимальных под-
групп разрешимой группы G  являются просты-
ми числами либо квадратами простых чисел, то 
четвертый коммутант группы G  нильпотен-
тен и группа G  содержит нормальную диспер-
сивную по Оре {2,3}′ -холлову подгруппу. Кроме 
того, если группа G  имеет нечетный порядок, 
то ее второй коммутант нильпотентен. 

3. Если G – разрешимая группа, и индексы 
всех ее максимальных подгрупп являются прос-
тыми числами, либо квадратами простых чисел, 
либо кубами простых чисел, то шестой комму-
тант группы G нильпотентен. Если такая груп-
па имеет нечетный порядок, то ее четвертый 
коммутант нильпотентен.  

В 1958 г. Ф. Холл показал, что в п. 2 тео-
ремы 3.1 разрешимость группы можно заранее не 
предполагать. 

Теорема 3.2 (Ф. Холл [43, теорема 10.5.7]). 
Если индексы всех максимальных подгрупп в 
группе G являются простыми числами, либо 
квадратами простых чисел, то G разрешима. 

Этот результат Л.Я. Поляков [44] распро-
странил на нормальные подгруппы. Он 
установил разрешимость нормальной подгруппы 
K  группы G  при условии, что индексы макси-
мальных подгрупп группы G , не содержащих 
K , примарны и свободны от кубов. В случае 

=K G  получается теорема 3.2. 

Л.А. Шеметков [45] установил π -сверх-
разрешимость ( , ')π π -разрешимой нормальной 
подгруппы K  группы G , у которой индексы 
максимальных подгрупп, не содержащих K , 
являются простыми числами из π  либо не 
делятся ни на одно простое число из π . Отсюда 
следует сверхразрешимость нормальной 
подгруппы K  группы G  с простыми индексами 
максимальных подгрупп, не содержащих K , а 
при =K G  получается утв. 1 теоремы 3.1. 

Результаты Л.А. Шеметкова и Л.Я. Поля-
кова получили развитие в работах В.С. Мо-
нахова, М.В. Селькина и С.Ф. Каморникова [46]–
[49], см. также [50, глава 3]. 

Д.А. Ходанович [51] заметил, что для 
разрешимости группы достаточно ограничивать 
индексы только ненильпотентных максимальных 
подгрупп. 

Теорема 3.3 ([51]).  
1. Если в группе G индекс каждой 

ненильпотентной максимальной подгруппы есть 
простое число, то группа G метанильпотентна. 

2. Если в группе G индекс каждой 
ненильпотентной максимальной подгруппы есть 
простое число либо квадрат простого числа, то 
группа G  разрешима. 

Пример 9. Пусть группа 23
= [ ]G E S , где S  

– силовская 2 -подгруппа группы (2,3)GL , 
которая действует неприводимо на группе 23

E . 

В этой группе максимальные подгруппы 
исчерпываются подгруппами S  и 23 iE M , где 

iM  – максимальная подгруппа в S . Поэтому 
ненильпотентные максимальные подгруппы 
группы G  имеют индекс 2 . Этот пример 
указывает на то, что группа из п. 1 теоремы 3.3 
может не обладать абелевым коммутантом. 

Пример 10. В простой группе (2,7)PSL  
индексы максимальных подгрупп принадлежат 
множеству {7,8} , причем максимальные под-
группы индекса 8  являются сверхразрешимыми 
подгруппами порядка 21 , а максимальные под-
группы индекса 7  изоморфны симметрической 
группе 4S . Этот пример показывает, что группы 
с простыми индексами несверхразрешимых 
максимальных подгрупп могут быть неразре-
шимыми. 

Более детальное исследование групп, в ко-
торых индексы максимальных подгрупп при-
марны и не делятся на кубы простых чисел, 
проведено в работах С.Ф. Каморникова [52], 
В.С. Монахова, М.В. Селькина и Е.Е. Грибов-
ской [22], [53]. 

Теорема 3.4 ([52], [22], [53]). Пусть G  – 
группа, у которой индексы максимальных 
подгрупп являются простыми числами или 



Инварианты конечных разрешимых групп 
 

Проблемы физики, математики и техники, № 1 (2), 2010 71

квадратами простых чисел. Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

1)  ( / ( )) 2r G GΦ ≤ ; 
2)  ( ) 4n G ≤ , ( / ( )) 5d G GΦ ≤ ; 
3)  2 ( ) 2l G ≤ , 3 ( ) 2l G ≤  и ( ) 1pl G ≤  для всех 

простых > 3p . 
 Кёлер [54] показал, что если в группе G не-
четного порядка индексы максимальных под-
групп делят квадраты простых чисел, то и в 
каждой подгруппе индексы максимальных под-
групп делят квадраты простых чисел. В этой же 
работе построена группа R  порядка 2a bp , где p 
– нечетное простое число, в которой индексы 
всех максимальных подгрупп принадлежат мно-
жеству 2{2, 4, , }p p , но в группе R существует 
подгруппа H, обладающая максимальной под-
группой индекса 2 2>

t
p p . Таким образом, в 

группах четного порядка условие <индексы 
максимальных подгрупп делят квадраты простых 
чисел> не наследуется подгруппами. 

Если рассматривать группы с индексами 
максимальных подгрупп, равными простым 
числам, квадратам простых чисел или 8, то такие 
группы могут быть неразрешимыми. Примером 
служит простая группа (2,7)PSL . Для описания 
неразрешимых групп с примарными индексами 
максимальных подгрупп можно воспользоваться 
теоремой Гуральника:  если в группе G все макси-
мальные подгруппы имеют примарные индексы, 
то либо G – разрешима, либо / ( ) (2,7)G S G PSL≅ , 
[55]. Этот результат можно также вывести из 
теоремы Л.С. Казарина [56]. Обе работы исполь-
зуют классификацию конечных простых групп. 
Здесь ( )S G  – разрешимый радикал группы G . 

Итак, если в группе G  индексы максималь-
ных подгрупп равны простым числам, квадратам 
простых чисел либо 8 и группа неразрешима, то 

/ ( ) (2,7)G S G PSL≅ . Строение разрешимых групп 
с такими ограничениями на индексы максималь-
ных подгрупп было изучено Е.Е. Грибовской и 
А.А. Трофимуком. 

Теорема 3.5 ([57], [58], [59]). Пусть G  – 
разрешимая группа, у которой индексы 
максимальных подгрупп равны простым числам, 
квадратам простых чисел либо 8. Тогда 
четвертый коммутант группы G  нильпотен-
тен и 2 ( ) 2l G ≤ , 3 ( ) 2l G ≤  и ( ) 1pl G ≤  при > 3p . 
В частности, если G  – 4A -свободная группа, то 
справедливы следующие утверждения: 

1)  ( ) 1pl G ≤  для любого простого 
( )p Gπ∈ ; 
2)  второй коммутант группы G  нильпо-

тентен. 

Отметим, что из теоремы Гуральника [55] 
следует разрешимость 4A -свободной группы, 
индексы максимальных подгрупп которой либо 
простые числа, либо квадраты простых чисел, 
либо 8. 

Строение разрешимых групп, индексы 
максимальных подгрупп которых равны простым 
числам, квадратам простых чисел или кубам 
простых чисел, получено в работах В.С. Мо-
нахова, М.В. Селькина и Е.Е. Грибовской. 

Теорема 3.6 ([22], [53], [60], [61]). Если G  – 
разрешимая группа, у которой индексы 
максимальных подгрупп равны простым числам, 
квадратам простых чисел или кубам простых 
простых чисел, то: 

1)  ( / ( )) 3r G GΦ ≤ ; 
2)  ( ) 5n G ≤ , ( / ( )) 6d G GΦ ≤ ; 
3)  ( ) 2pl G ≤  для всех p . 
В.С. Монахов и Д.А. Ходанович развили эти 

результаты за счет рассмотрения индексов толь-
ко несверхразрешимых максимальных подгрупп. 

Теорема 3.7 ([62], [63]). Пусть F  – форма-
ция, содержащая все сверхразрешимые группы. 

1 . Если в разрешимой группе G  индекс 
каждой максимальной подгруппы, не принад-
лежащей F , есть простое число, квадрат 
простого числа либо куб простого числа, то 

2
2G∈ FN N . В частности, ( ) 5n G ≤ , а ( ) 2pl G ≤  

для всех простых p . 
2 . Если в группе G  нечетного порядка 

индекс каждой максимальной подгруппы, не 
принадлежащей F , есть простое число, 
квадрат простого числа либо куб простого 
числа, то G∈NAF . Кроме того, если порядок 
группы G  не делится на 3 , то G∈NF . 

3 . Если в группе G  нечетного порядка 
индекс каждой несверхразрешимой максималь-
ной подгруппы есть простое число, квадрат 
простого числа либо куб простого числа, то 
нильпотентная длина группы G  не выше 3 . 

Здесь A , N , 2N  обозначают формации 
всех абелевых, нильпотентных и 2 -групп 
соответственно, а XY  – произведение формаций 
X  и Y . Как всегда, 2 =X XX . 

Пример 11. Элементарная абелева группа 
63

E  порядка 63  имеет группу автоморфизмов, 

изоморфную 7 3[ ]Z Z , которая действует непри-
водимо на 63

E . Поэтому полупрямое произве-

дение 6 7 33
[ ]([ ] )E Z Z  является группой, у которой 

3 -длина равна 2 , и все несверхразрешимые 
максимальные подгруппы имеют индекс 3  или 
7 . Поэтому оценка p -длины в теореме 3.7 – 
точная. 
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Для исследования свойств разрешимых 
групп в зависимости от произвольной величины 
индексов максимальных подгрупп В.С. Монахов 
[33] предложил на множестве всех разрешимых 
групп рассматривать следующие функции.  

( ) = max{ | : | | < , | : |= },log

( );

a
p maxpm G G M M G G M p

p Gπ∈

( )
( ) = max ( ).pp G

m G m G
π∈

  (3.1) 

Здесь запись <maxH G  означает, что H  – 
максимальная подгруппа группы G . 

Инварианты разрешимых групп, для 
которых ( ) 3m G ≤ , перечислены в теоремах 3.1–
3.7. Для произвольных значений ( )m G  справед-
лива следующая теорема. 

Теорема 3.9 (В.С. Монахов [33, теорема 1]). 
Пусть G  – разрешимая группа. Тогда справед-
ливы следующие утверждения: 

1)  ( / ( )) = ( )r G G m GΦ ; 
2)  ( / ( )) 1 ( ( )) 3 ( )d G G m G m GρΦ ≤ + ≤ + ; 
3)  ( ) 1pl G t≤ + , где 12 < ( ) 2t t

pm G− ≤ . 
Здесь через ( )nρ  – максимум производных 

длин вполне приводимых разрешимых подгрупп 
группы ( , )GL n F  степени n , где F  – поле. 

Следствие ([33, следствия 1.1, 1.2]).  
1 . Пусть G  – разрешимая группа. Тогда 

справедливы следующие утверждения: 
1.1)  если ( ) {2,3,4}m G ∈ , 
        то ( / ( )) 3 ( )d G G m GΦ ≤ + ; 
1.2)  если ( ) {5,6,7}m G ∈ ,  
        то ( / ( )) 8d G GΦ ≤ ; 
1.3)  если ( ) {8,9}m G ∈ ,  
        то ( / ( )) 1 ( )d G G m GΦ ≤ + ; 
1.4)  если ( ) {10, ,17}m G ∈ … ,  
        то ( / ( )) 11d G GΦ ≤ ; 
1.5)  если ( ) {18, , 25}m G ∈ … , 
        то ( / ( )) 12d G GΦ ≤ ; 
1.6)  если ( ) {26, ,33}m G ∈ … ,  
        то ( / ( )) 13d G GΦ ≤ ; 
1.7)  если ( ) {34, ,65}m G ∈ … ,  
        то ( / ( )) 14d G GΦ ≤ ; 
1.8)  если ( ) 66m G ≥ ,  
        то ( / ( )) 1 5 ( 2) 53/10d G G log nΦ ≤ + − + . 
2 . Пусть G  – группа нечетного порядка. 

Тогда справедливы следующие утверждения: 
2.1)  если ( ) 2m G ≤ , то ( / ( )) 2d G GΦ ≤ ; 

 2.2)  если ( ) {3, 4}m G ∈ , то ( / ( )) 3d G GΦ ≤ ; 
2.3)  если 5 7 ( ) < 15 7x xm G⋅ ≤ ⋅ ,  
        то ( / ( )) 4 2d G G xΦ ≤ + ; 
2.4)  если 115 7 ( ) < 5 7x xm G +⋅ ≤ ⋅ ,  

        то ( / ( )) 5 2d G G xΦ ≤ + . 
Для группы G  положим

( )
( ) = max ( )n pp G

s G r G
π∈

. 

Напомним, что ( )n pr G  – нормальный ранг силов-
ской p -подгруппы pG , определяемый формулой 
(2.1). В лемме 12 работы [33] доказано, что 

( ) ( )p n pm G r G≤  для любого простого p  и любой 

разрешимой группы G; в частности, m(G)≤s(G). 
Это утверждение позволяет распространять по-
лученные результаты об индексах максимальных 
подгрупп на разрешимые группы с ограничен-
ными нормальными рангами силовских под-
групп. В частности, в теореме 3.9 и в ее след-
ствии функцию m(G) можно заменить на s(G). 

Введенная функция ( )m G  позволяет также 
установить существование новых сопряженных 
классов подгрупп в произвольных разрешимых 
группах. 

Теорема 3.10 (В.С. Монахов [33, теорема 
2]). Для любого натурального числа k  в каждой 
разрешимой группе G  существует подгруппа 

,H  обладающая следующими свойствами: 
1)  ( )m H k≤ ; 
2)  если 1 <H H T G≤ ≤ , то существует 

подгруппа M  такая, что: 
2.1)  1 <maxH M T≤ ; 
2.2)  | : |= tT M p  и >t k . 
Кроме того, любые две подгруппы группы 

G , обладающие свойствами 1) – 2) , сопряжены 
между собой. 

В случае = 1k  теорема 3.10 превращается в 
результат Гашюца о существовании и сопряжен-
ности сверхразрешимых проекторов (т. е. проек-
торов, соответствующих классу всех сверхразре-
шимых групп) в разрешимых группах, см. напри-
мер [3, теорема 5.39]. 

В работе Я.Г. Берковича и Л.С. Казарина 
[64] содержится вопрос 5.5. 

Вопрос 3.  Пусть всякая собственная 
немаксимальная подгруппа группы G  содер-
жится в подгруппе простого индекса группы G ; 
верно ли, что G  – разрешимая группа? 

Положительный ответ на этот вопрос дает 
следующая теорема. 

Теорема 3.11 (В.С. Монахов, В.Н. Тютянов 
[65]). Если G – группа, у которой любая соб-
ственная немаксимальная подгруппа содер-
жится в подгруппе простого индекса, то 
фактор-группа / ( )G F G  сверхразрешима. 

Обратно, если M  – максимальная под-
группа конечной группы G  и / ( )G F G  сверх-
разрешима, то каждая немаксимальная под-
группа в фактор-группе / GG M  содержится в 
подгруппе простого индекса. 



Инварианты конечных разрешимых групп 
 

Проблемы физики, математики и техники, № 1 (2), 2010 73

Здесь = g
G g GM M∈∩  – ядро подгруппы M  

в группе G . 
Пример 12. В группе (2,3)SL  силовская 2-

подгруппа нормальна, а силовская 3-подгруппа 
немаксимальна и не содержится ни в какой 
подгруппе простого индекса. 

Этот пример указывает на то, что сущест-
вует группа, являющаяся расширением нильпо-
тентной группы с помощью сверхразрешимой, в 
которой имеется немаксимальная подгруппа, не 
содержащаяся ни в одной подгруппе простого 
индекса. 

Если G  – неединичная разрешимая группа, 
то подгруппа Фраттини является собственной 
подгруппой в подгруппе Фиттинга группы G  [4, 
теорема III.4.2]. Поэтому существуют макси-
мальные подгруппы в группе G , которые не 
содержат подгруппу Фиттинга. В.С. Монахов 
получил следующий результаты. 

Теорема 3.12 ([66], [67]). Пусть G  – 
разрешимая неединичная группа. Тогда 
справедливы следующие утверждения. 

1 . Подгруппа Фраттини группы G  
совпадает с пересечением максимальных 
подгрупп, не содержащих подгруппу Фиттинга. 

2 . Если <maxH G  и | : |= , hG H p p  – 
простое, то существует подгруппа <maxM G  
такая, что: 

2.1)  ( )F G  не содержится в M ; 
2.2)  | : |= , mG M q q  – простое, и h m≤ . 
3 . Существует максимальная подгруппа 

,H  не содержащая подгруппу Фиттинга, та-
кая, что ( / ( ))| : |= r G GG H p Φ  для некоторого прос-
того числа p . 

Обратим внимание на то, что в разрешимой 
группе индексы максимальных подгрупп 
примарны, т. е. являются степенями простых 
чисел. Поэтому записи | : |= hG H p , | : |= mG M q  
не являются ограничениями, а служат только для 
обозначения и фиксирования показателей h и m . 

Замечание. Б. Хупперт [42] доказал сле-
дующее утверждение: если G  – разрешимая 
группа с абелевыми силовскими подгруппами, то 
имеется максимальная подгруппа M  в группе G  
индекса ( )r Gp  для некоторого простого p . В 
этой же работе на стр. 418 приводится пример 
разрешимой группы, показывающий, что 
условие абелевости силовских подгрупп 
опустить нельзя. Если в п. 3 теоремы 3.12 при-
нять ( ) = 1GΦ , то в теореме Хупперта условие 
<силовские подгруппы абелевы> может быть 
заменено условием <подгруппа Фраттини 
группы G  единична>. 

При доказательстве п. 3 теоремы 3.12 су-
щественную роль играют фиттинговы главные 

факторы группы G . Главный фактор /H K  на-
зывается  фиттинговым, если подгруппа H  со-
держится в подгруппе Фиттинга F(G) группы G. 

Гашюц [68] установил справедливость 
следующего утверждения: если /H K  – главный 
фактор наибольшего порядка разрешимой 
группы G , то подгруппа H  содержится в 

( )F G . Отсюда не следует, что каждый главный 
фактор порядка ( )r Gp , p  – простое число, 
является фиттинговым. Примером служит любая 
сверхразрешимая ненильпотентная группа. 

Поэтому вполне естественно возникает 
вопрос о существовании в разрешимых группах 
фиттинговых главных факторов порядка ( )r Gp , 
p  – простое число. Ответ на этот вопрос дает 
следующая теорема. 

Теорема 3.13 (В.С. Монахов [66, теорема 
2]). В каждой разрешимой неединичной группе 
G  существует нильпотентная нормальная 
подгруппа K  такая, что ( )G KΦ ≤ , / ( )K GΦ  – 
главный фактор группы G  и ( / ( ))| / ( ) |= r G GK G p ΦΦ  
для некоторого простого числа p . 

Следствие ([42, теорема 13], [4, теорема 
V.9.9]). Пусть G  – разрешимая группа. Если 
существует нормальный ряд  

0 1 1( ) = = ( ),m mG N N N N F G−Φ � �…� �  
такой, что iN G�  и фактор-группы 1/i iN N −  
имеют простые порядки, = 1,2, ,i m… , то 
группа G  сверхразрешима.  

В силу теоремы 3.12 в определениях 
функций ( )pm G  и ( )m G , см. формулу (3.1), 
можно ограничиться только максимальными 
подгруппами, не содержащими подгруппу 
Фиттинга. Значения этих функций будет 
прежним в силу п. 2 теоремы 3.12. Поэтому 
многие предыдущие теоремы останутся 
справедливыми, если в них рассматривать только 
максимальные подгруппы, не содержащие 
подгруппу Фиттинга. В частности, справедливо 

Следствие.  
1 . Тогда и только тогда разрешимая группа 

сверхразрешима, когда каждая ее максимальная 
подгруппа, не содержащая подгруппу Фиттинга, 
имеет простой индекс. 

2 . Если индекс каждой максимальной 
подгруппы группы G , не содержащей подгруппу 
Фиттинга, есть простое число, либо квадрат 
простого числа, то ( ) 4n G ≤ , (( / ( )) 5d G GΦ ≤ , а 

2 ( ) 2l G ≤ , 3 ( ) 2l G ≤  и ( ) 1pl G ≤  для любого 
простого > 3p . 

3 . Если индекс каждой максимальной 
подгруппы разрешимой группы G , не 
содержащей подгруппу Фиттинга, есть 
простое число, либо квадрат простого числа, 
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либо куб простого числа, то ( ) 5n G ≤ , 
( / ( )) 6d G GΦ ≤ , а ( ) 2pl G ≤  для любого p . 

Другие исследования разрешимых групп с 
ограничениями на индексы максимальных 
подгрупп, не содержащих подгруппу Фиттинга, 
проведены в работах В.С. Монахова [69], 
Д.А. Ходановича [63], М.А. Грибовской [70]–
[75], см. также [76]. 

Теорема 3.14 ([69]). Пусть k ∈ N {0}∪ . 
Если в разрешимой группе G  индекс каждой 
неметанильпотентной максимальной подгруп-
пы, не содержащей подгруппу Фиттинга, не 
делится на 1kp +  для всех ( )p Gπ∈ , то 

( ) {3,1 ( )}n G max kρ≤ + . 
Используя значения функции ( )kρ  для 

конкретных k , можно из теоремы 3.14 вывести 
верхние оценки для ( )n G , как это делалось, 
например, в следствии теоремы 3.9. 

Замечание. Если G  – разрешимая нениль-
потентная группа, то существуют максимальные 
подгруппы, содержащие подгруппу Фиттинга. 
Ясно, что пересечение ( )F GΦ  максимальных 
подгрупп группы G , содержащих ( )F G , тоже 
содержит ( )F G  и ( )/ ( ) = ( / ( ))F G F G G F GΦ Φ . В 
частности, в разрешимой ненильпотентной груп-
пе G  всегда подгруппа ( )F GΦ  метаниль-
потентна. 

Пример 13. В неразрешимой группе 
(2,5)SL  центр, подгруппа Фраттини и подгруппа 

Фиттинга совпадают и имеют порядок 2 . 
Поэтому в группе (2,5)SL  нет максимальных 
подгрупп, не содержащих подгруппу Фиттинга. 
Следовательно, оба утверждения теоремы 3.12 в 
неразрешимых группах нарушаются. 

В [77] Гашюц установил, что пересечение 
( )GΔ  максимальных ненормальных подгрупп 

ненильпотентной конечной группы G  
нильпотентно и ( )/ ( ) = ( / ( ))G G Z G GΔ Φ Φ , см. 
также [4, с. 276]. Здесь ( )XΦ  – подгруппа Фрат-
тини группы X , а ( )Z X  – центр группы X . 
Развитием этого результата Гашюца и теоремы 
3.12 является следующая 

Теорема 3.15 ([78]). Пусть G  – разрешимая 
ненильпотентная группа. Тогда подгруппа ( )GΔ  
совпадает с пересечением максимальных ненор-
мальных подгрупп группы G , не содержащих 
подгруппу Фиттинга. 

Напомним, что секцией группы G  
называется фактор-группа /H K , где H  – под-
группа группы G  и K  – нормальная подгруппа 
в H . nZ  – циклическая группа порядка n . np

E  – 

элементарная абелева группа порядка np . nA , 

nS  – знакопеременная и симметрическая группы 
степени n . 

Приведем интересные наблюдения В.С. Мо-
нахова, связанные с отсутствием в группе 
максимальных подгрупп фиксированных 
индексов. 

Теорема 3.16 ([79]).  
1 . В группе G  нечетного порядка нет мак-

симальных подгрупп индекса 2p , где p  – наи-
меньший простой делитель порядка группы G . 

2 . Если у группы G  нет эпиморфных 
образов, изоморфных 4A  и 4S , то в G  нет 
максимальных подгрупп индекса 4. 

Следствие.  
1 . Пусть группа G имеет нечетный поря-

док и p – наименьший простой делитель поряд-
ка группы G. Тогда каждая подгруппа индекса 

2p  субнормальна. 
2 . Если у группы G нет эпиморфных 

образов, изоморфных 4A  и 4S , то в группе G  
каждая подгруппа индекса 4 субнормальна. 

3 . Пусть в группе G нет секций, 
изоморфных 4A , и p – наименьший простой 
делитель порядка G. Если силовская p-подгруппа 
группы G имеет порядок p  или 2p , то G  p -
нильпотентна. 

4 . Пусть в группе G нет секций, 
изоморфных 4A , и p – наименьший простой 
делитель порядка G. Если силовская p-подгруппа 
группы G  имеет порядок p  или 2p , то G  p -
сверхразрешима. 

Пример 14. В диэдральной группе  
2 12 11

24 = , | = = 1, =D a b a b aba b〈 〉  
порядка 24 подгруппа 4=H a b〈 〉 × 〈 〉  порядка 6 и 
индекса 4 субнормальна, но не нормальна. 

Теорема 3.17 ([79]).  
1 . Пусть G  – группа нечетного порядка и p 

– наименьший простой делитель порядка группы 
G. Тогда группа G не имеет главных факторов 
порядка 2p .  

2 . Пусть в группе G нет секций, изомор-
фных 4A . Тогда группа G не имеет главных 
факторов порядка 4. 

В связи с теоремами 3.16 и 3.17 приведем с 
доказательством следующее утверждение 
Я.Г. Берковича [80, c. 86]. 

Теорема 3.18. В разрешимой группе 
подгруппа наименьшего индекса нормальна. 

Доказательство. Пусть G  – разрешимая 
группа и K  – подгруппа наименьшего индекса. 
По индукции = 1GK , поэтому группа G  
примитивна: = [ ]G N K , где N  – минимальная 
нормальная подгруппа в G . Пусть \x G K∈ . 
Тогда xKK G≠ ,  
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Теперь подгруппа ( )xN K K∩  имеет индекс в 
группе G, меньший, чем индекс подгруппы K:  
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Получили противоречие. Поэтому допущение 
неверно и K  нормальна в группе G . 

Следствие. В разрешимой группе подгруппа 
наибольшего порядка нормальна. 

Следуя М.В. Селькину [50, с. 134], через 
( )k GΦ  обозначим пересечение максимальных 

подгрупп группы G , индексы которых не равны 
ip  для любого простого p  и всех = 1, 2, ,i k… . 

М.В. Селькин установил, что в любой группе G  
подгруппа 1( )GΦ  сверхразрешима, а подгруппа 

2 ( )GΦ  разрешима [50, теорема 3.4.2]. Теоремы 
3.4, 3.6 позволяют получить новую информацию 
о инвариантах подгрупп 2 ( )GΦ , 3 ( )GΦ . 

Теорема 3.19 ([53, следствия 2.5, 2.6]).  
1 . В любой группе G  подгруппа 2 ( )GΦ  

обладает следующими свойствами: 
1.1)  2( ( )) 4n GΦ ≤ , а 2 2( ( )) 2l GΦ ≤ , 

3 2( ( )) 2l GΦ ≤  и 2( ( )) 1pl GΦ ≤  для любого 
простого > 3p ; 

1.2)  2 2( ( )/ ( ( ))) 5d G GΦ Φ Φ ≤ . 
2 . Если в группе G  подгруппа 3 ( )GΦ  

разрешима, то: 
2.1)  3( ( )) 5n GΦ ≤  и 3( ( )) 2pl GΦ ≤  для 

любого простого p ; 
2.2)  3 3( ( )/ ( ( ))) 6d G GΦ Φ Φ ≤ . 
В работах В.М. Левчука, А.Г. Лихарева [81] 

и В.Н. Тютянова [82] установлено, что простая 
группа с дополняемыми максимальными под-
группами изоморфна PSL(2,7), PSL(2,11) или 
PSL(5,2). В этих группах максимальные под-
группы являются холловыми подгруппами. Поэ-
тому вполне естественно возникла задача изуче-
ния групп, в которых каждая максимальная под-
группа холлова. В этом направлении В.С. Мо-
нахов доказал следующую теорему. 

Теорема 3.20 ([83]). Для π-разрешимой 
группы G следующие утверждения эквива-
лентны: 

1) главные π-факторы группы G изомор-
фны силовским подгруппам; 

2) каждая максимальная подгруппа, индекс 
которой – π-число, является холловой под-
группой; 

3)  множество максимальных подгрупп 
группы G, индекс которых – π -число, совпадает 
с множеством p -дополнений для всех p π∈ ; 

4)  π -холлова подгруппа каждой нормаль-
ной dπ -подгруппы группы G  является π -
холловой подгруппой группы G . 
 При = ( )Gπ π  непосредственно из теоремы 
вытекает 

Следствие 3.20.1. Для разрешимой группы 
G  следующие утверждения эквивалентны: 

1)  главные факторы группы G изоморфны 
силовским подгруппам; 

2)  каждая максимальная подгруппа явля-
ется холловой подгруппой; 

3)  множество максимальных подгрупп 
группы G совпадает с множеством p-допол-
нений для всех p π∈ ; 

4)  каждая нормальная подгруппа группы G 
является холловой. 

Следствие 3.20.2. Пусть в разрешимой 
группе G каждая максимальная подгруппа явля-
ется холловой подгруппой. Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

1)  группа G дисперсивна и каждая силов-
ская подгруппа элементарная абелева; 

2)  подгруппа Фраттини группы G  единич-
на, а подгруппа Фиттинга является холловой 
подгруппой, и все силовские подгруппы из 
подгруппы Фиттинга являются минимальными 
нормальными подгруппами группы G; 

3)  если 1
1| ( ) |= aa t

tF G p p… , 1, , tp p…  – 
различные простые числа, то производная длина 
группы G  не превышает числа  

min{| ( ) |,max{1 | = 1, , }}.iG a i tπ + …  
Следствие 3.20.3.  Тогда и только тогда в 

сверхразрешимой группе каждая максимальная 
подгруппа является холловой подгруппой, когда 
каждая силовская подгруппа имеет простой 
порядок. В частности, сверхразрешимая группа 
с холловыми максимальными подгруппами 
метациклична. 

Остается открытым следующий вопрос, 
сформулированный в работе [83]. 

Вопрос 4. Каковы неабелевы композицион-
ные факторы конечной неразрешимой группы с 
холловыми максимальными подгруппами? 
 

4 Нильпотентная π -длина π -разреши-
мых групп 

Для группы G  рассмотрим ряд  
0 0 1 1 2 21 = ,P N P N P N⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆…  

' 1/ = ( / ), / = ( / ), = 0,1,2, .i i i i i iN P O G P P N O G N iπ π+ …  
Здесь ' ( )O Xπ  и ( )O Xπ  – наибольшие 

нормальные 'π - и π -подгруппы группы X  
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соответственно. Если группа G π-разрешима, то 
=kN G  для некоторого натурального k . Наи-

меньшее натуральное k с этим свойством называ-
ют π-длиной π-разрешимой группы G и обозна-
чают через ( )l Gπ . При = { }pπ  определение π -
длины π-разрешимой группы превращается в 
определение p-длины. 

С понятием π-длины π-разрешимой груп-пы 
связана следующая задача Л.А. Шеметкова [12, 
вопрос 11.119]. 

Вопрос 5.  Верно ли, что для любого непус-
того  множества  π  простых  чисел  π-длина  π-
разрешимой группы ограничена сверху производ-
ной длиной ( )d Gπ  ее π -холловой подгруппы?  

Н.С. Черников и А.П. Петравчук [84] пока-
зали, что ( ) 2 ( )l G d Gπ π≤ , а Л.С. Казарин [85] дал 
положительный ответ в случае, когда 2 π∈/ . 
Таким образом, вопрос остается открытым. 

Картер, Фишер и Хоукс [86] ввели понятие 
нильпотентной π-длины разрешимой группы как 
обобщение нильпотентной длины и p-длины 
одновременно. Для π-разрешимой группы G 
нильпотентная π-длина определяется следую-
щим образом. Пусть  

0 '

1

= 1, / = ( / ),

/ = ( / ), = 0,1, 2, .

n n n n
i i i

n n n
i i i

P N P O G P

P N F G N i
π

+ …
 

У π -разрешимой группы G  существует 
номер k  такой, что =n

kN G . Наименьшее k , для 
которого =n

kN G , называется нильпотентной 
π -длиной группы G  и обозначается через ( )nl Gπ . 
Поскольку 1/

n n
i iP N+  – нильпотентная π -группа, а 

/n n
i iN P  – 'π -группа, то ( ) ( )nl G l Gπ π≤ . Если 
= { }pπ , то ( ) = ( ) = ( )n

pl G l G l Gπ π . Ясно также, 

что равенство ( ) = ( )nl G l Gπ π  сохраняется для π -
разрешимой группы с нильпотентной π-холловой 
подгруппой. 

Если ( )Gπ π⊆ , то π -разрешимая группа G 
становится разрешимой, а значение нильпо-
тентной π-длины группы G совпадает со значе-
нием нильпотентной длины. Если группа G 
разрешима и ( )Gπ π⊆ , ( )Gπ π≠ , то понятия 
нильпотентной π-длины и π-длины представ-
ляют самостоятельный интерес. Одной из пер-
вых работ по нильпотентной π-длине π-разре-
шимой группы была статья Нумата [87]. В ней 
установлены следующие три факта. 

Теорема 4.1.  
1. Если G – π-разрешимая группа, то 

( ) 1 ( )n ml G c Gπ π≤ + , где ( )mc Gπ  – число классов со-
пряженных ненормальных максимальных под-
групп группы G, чьи индексы принадлежат π. 

2. Если G – разрешимая группа, то 
( ) 1 ( )mn G c G≤ + , где ( )mc G  – число классов  

сопряженных ненормальных максимальных 
подгрупп группы G. 

3. Для любого n существует разрешимая 
группа G  такая, что нильпотентная длина 
группы G  равна n , а число сопряженных клас-
сов сопряженных ненормальных максимальных 
подгрупп равно 1n − . 

Ввиду п. 3 от единицы в качестве 
слагаемого в п. 1 и 2 теоремы 4.1 избавиться 
нельзя. Но если рассматривать все максимальные 
подгруппы, то это, очевидно, сделать можно. Это 
наблюдение приводит к следующей теореме. 

Теорема 4.2 ([88]).  
1. Если G  – π -разрешимая группа, то 

( )nl Gπ  не превышает числа классов сопряженных 
максимальных подгрупп ее π -холловой под-
группы. 

2. Пусть G  – π -разрешимая группа. За-
фиксируем максимальную подгруппу H , индекс 
которой есть π -число. Пусть K  – пересечение 
всех тех несопряженных с H  максимальных 
подгрупп группы G , индекс которых есть π -
число. Тогда ( ) 2nl Kπ ≤ . 

3. Нильпотентная длина разрешимой груп-
пы не превышает числа классов сопряженных 
максимальных подгрупп. 

В связи с п. 3 теоремы 4.1 и 4.2 вполне 
естественно возникает следующий вопрос. 

Вопрос 6. Как связана производная длина 
разрешимой группы с числом классов сопряжен-
ных (ненормальных) максимальных подгрупп? 

Оценкам нильпотентной π -длины π -
разрешимой группы посвящена работа Н.С. 
Черникова и А.П. Петравчука [84]. 

Теорема 4.3 ([84], теорема 1). Пусть G  – 
π -разрешимая группа. Тогда ( ) ( )nl G d Gπ π≤ , если 
выполняется хотя бы одно из следующих усло-
вий: 2G  абелева; 2 π∈  и Gπ  – 2 -разложима; 
2 π∈/  и Gπ  – 3 -разложима; 2 π∈/  и подгруппа 

3G  абелева. 
В.С. Монахов и О.А. Шпырко доказали 

следующую теорему. 
Теорема 4.4 ([89]). Пусть G  – π -

разрешимая группа. Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

1)  если 2 ,π∈/  то ( ) ( )nl G d Gπ π≤ , 
2)  ( ) 2 ( )nl G d Gπ π≤ . 
Поскольку ( ) ( )nl G l Gπ π≤  для каждой π -

разрешимой группы G , то эта теорема обобщает 
приведенные выше результаты Л.С. Казарина 
[85], Н.С. Черникова и А.П. Петравчука [84], в 
которых аналогичные оценки получены для 

( )l Gπ . В связи с теоремой 4.4 вполне естествен-
но возникает следующий вопрос. 
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Вопрос 7. Верно ли, что для любого непус-
того множества π  простых чисел нильпотент-
ная π -длина π -разрешимой группы G ограни-
чена сверху производной длиной ( )d Gπ  ее π -
холловой подгруппы? 

Понятно, что положительное решение этого 
вопроса приведет к решению сформулированной 
выше задачи Л.А. Шеметкова. 

С понятием нильпотентной π -длины также 
связана следующая гипотеза, предложенная 
В.С. Монаховым [12, вопрос 15.61]. 

Вопрос 8. Верно ли, что 
( ) ( ) 1 max ( )n

pp
l G n G l Gπ π π∈

≤ − +  

для любой π -разрешимой группы? 
Здесь ( )n Gπ  – нильпотентная длина π -

холловой подгруппы Gπ  группы G . 
В случае, когда π -холлова подгруппа ниль-

потентна, гипотеза справедлива ([84, лемма 4]). 
Она также справедлива, когда π -холлова под-
группа сверхразрешима либо является мини-
мальной несверхразрешимой группой. Это выте-
кает из следующей теоремы. 

Теорема 4.5 ([89], [90]).  
1. Пусть G –π -разрешимая группа, у 

которой коммутант π -холловой подгруппы 
нильпотентен. Тогда ( ) 1 max ( )n

pp
l G l Gπ π∈

≤ + . 

2. Пусть G – π -разрешимая группа у 
которой все собственные подгруппы ее π -
холловой подгруппы сверхразрешимы. Тогда  

( ) ( ) 1 max ( ) 2 max ( ).n
p pp p

l G n G l G l Gπ π π π∈ ∈
≤ − + ≤ +  

Из этой теоремы вытекает ряд следствий, 
дающих новые оценки нильпотентной π -длины 
π -разрешимой группы в зависимости от 
строения ее π -холловой подгруппы либо от 
типов силовских p -подгрупп для p π∈ . 

Следствие.  
1 . Если в π -разрешимой группе G силов-

ские p -подгруппы циклические для всех ,p π∈  
то ( ) 2.nl Gπ ≤  

2 . Пусть G – π -разрешимая группа с 
метабелевой π -холловой подгруппой. Тогда 

( ) 3,nl Gπ ≤  а в случае, когда 2 π∈/ , ( ) 2nl Gπ ≤ . 
3 . Если G – π -разрешимая группа с вполне 

факторизуемой π -холловой подгруппой, то 
( ) 1  ( ) 2.n

pp
l G max l Gπ π∈

≤ + ≤  

4 . Если G – π -разрешимая группа, π -
холлова подгруппа которой является группой 
Шмидта, то ( ) 2.nl Gπ ≤  

Напомним, что группа G  называется впол-
не факторизуемой, если в ней существуют 
дополнения к каждой подгруппе. Группа 
Шмидта – это ненильпотентная группа, все 
собственные подгруппы которой нильпотентны. 

Пусть N  – класс всех нильпотентных групп 
и k  – натуральное число. Тогда kN  – класс всех 
разрешимых групп нильпотентной длины k≤ . 
Известно, что класс kN  является насыщенной 
формацией и классом Фиттинга, см. например [3, 
теорема 5.39]. Поэтому в каждой разрешимой 
группе существуют kN -проекторы и kN -инъек-
торы [3, теоремы 5.15, 5.45]. 

К. Дёрк [91] доказал следующие утвер-
ждения. 

Теорема 4.6. ([91], [3, теоремы 4.30, 5.54]) 
1. Если M  – максимальная подгруппа 

разрешимой группы G , то ( ) = ( )n M n G i− , 
{0,1,2}i∈ . 

2 . Если в разрешимой группе G  сущест-
вует подгруппа, которая является одновременно 

kN -проектором и kN -инъектором, и 2k ≥ , то 
kG∈N . 

Пример 15. Все три значения {0,1,2}i∈  в 
п. 1 теоремы 4.6 возможны. В неединичной 
нильпотентной группе для любой максимальной 
подгруппы = 0i . В симметрической группе 3S  
для любой максимальной подгруппы = 1i . В 
симметрической группе 4S  для максимальной 
подгруппы, совпадающей с силовской 2-под-
группой, = 2i . 

При = 1k  второе утверждение нарушается. 
Примером служит симметрическая группа 4S  
степени 4, в которой силовская 2 -подгруппа 
является одновременно N -проектором и N -
инъектором. 

А. Баллестер-Болинше и М. Перец-Рамос 
[92] перенесли первое утверждение на F -длину. 
Если F  – насыщенная формация, то F -длину 
разрешимой группы G  можно определить как 
нильпотентную длину ее F -корадикала, [92], 
[93, V.5.2]. Другими словами, F -длина разреши-
мой группы G  есть наименьшее натуральное 
число = ( )n n GF  такое, что nG∈N F . Ясно, что 
при = (1)F  получаем определение нильпотент-
ной длины. 

Теорема 4.7 ([92, теорема 1]). Если F  – 
наследственная насыщенная формация и M  – 
максимальная подгруппа разрешимой группы G , 
то ( ) = ( )n M n G i−F F , {0,1,2}i∈ . 

В.С. Монахов и О.А. Шпырко перенесли 
теорему Дёрка на π -разрешимые группы. Внача-
ле определим для каждого натурального числа k  
следующие классы:  

( )kπL  – класс всех разрешимых групп π -
длины k≤ ,  

( )n kπL  – класс всех разрешимых групп 
нильпотентной π -длины k≤ . 
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Оба класса являются насыщенными форма-
циями и классами Фиттинга [3, теорема 5.39]. 
Поэтому каждая разрешимая группа обладает 

( )kπL - и ( )n kπL -проекторами, ( )kπL - и ( )n kπL -
инъекторами [3, теоремы 5.15, 5.45].  

Ясно, что в случае, когда π  – множество 
всех простых чисел, имеем равенство 

( ) =n kkπL N . 
Теорема 4.8 (В.С. Монахов, О.А. Шпырко 

[94]).  
1 . Если G – π -разрешимая группа и M  – ее 

максимальная подгруппа, то  
( ) = ( )n nl M l G iπ π − , {0,1, 2}i∈ . 

2 . Если в разрешимой группе G  некоторый 
( )n kπL -проектор является ( )n kπL -инъектором и 
2k ≥ , то ( )nG kπ∈L . 
Теорема 4.9 (В.С. Монахов, О.А. Шпырко 

[94]).  
1 . Если G  – π -разрешимая группа и M  – 

ее максимальная подгруппа, то  
( ) = ( )l M l G iπ π − , {0,1}i∈ . 

2 . Если в разрешимой группе G  некоторый 
( )kπL -проектор является ( )kπL -инъектором, 

то ( )G kπ∈L . 
При = { }pπ  получаем 
Следствие.  
1 . Пусть p – простое число и G – p-

разрешимая группа. Если М – максимальная 
подгруппа, то ( ) = ( )p pl M l G i− , {0,1}i∈ . 

2 . Если в разрешимой группе G  некоторый 
( )p kL -проектор является ( )p kL -инъектором, 

то ( )pG k∈L . 
Результаты Дёрка являются частными 

случаями теоремы 4.8 при = ( )Gπ π . В случае, 
когда ( )Gπ π⊆ , ( )Gπ π≠ , все утверждения 
теорем 4.8, 4.9 и следствия 4.9.1 являются 
новыми для любой конечной разрешимой 
группы G. 

Другие результаты, связанные с π -длиной 
и нильпотентной π -длиной, содержатся в рабо-
тах [95]–[99]. 

В связи с теоремами 4.6–4.9 вполне естест-
венно возникает следующая задача. 

Вопрос 9. Найти наименьшее натуральное 
число k , если оно существует, при котором 

( ) ( )d G d M k− ≤  для любой конечной разреши-
мой группы G  и любой ее максимальной под-
группы M . 
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