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В рамках общей задачи трёх тел небесной механики решаются динамические уравнения для нерелятивистской тройной 
системы с ньютоновским потенциалом и моделируются новые периодические орбиты. Используются принцип наи-
меньшего действия, Фурье-анализ и возможности компьютерной симуляции пакета Mathematica. 
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In the framework of the general three-body problem of celestial mechanics dynamic equations for non-relativistic three-body 
system with Newtonian potential are solved and new periodic orbits are simulated. Principle of least action, Fourier analysis 
and Mathematica’s possibilities of computer simulation were used. 
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Введение 
Со времени формулировки гравитационной 

задачи n тел Ньютоном в 1687 году специалисты 
в области небесной механики занимаются поис-
ком и исследованием точных решений этой фун-
даментальной задачи. Но до настоящего времени 
даже общая задача трёх тел не имеет точных 
аналитических решений, поэтому часто изучают-
ся её частные случаи, например, ограниченная 
задача трех тел, первые решения которой были 
найдены еще Эйлером в 1767 году и Лагранжем 
в 1772 году. 

Особый интерес в рамках данной деятель-
ности представляет поиск периодических орбит, 
то есть совокупностей замкнутых траекторий, по 
которым перемещаются компоненты системы 
при условии равенства периодов обращения ка-
ждой. Успехи в изучении такого рода орбит свя-
заны уже с работами Пуанкаре, который пред-
ложил ряд общих подходов в исследовании, на-
пример, применение принципа наименьшего 
действия для поиска экстремальных (в том числе 
периодических) решений, как в неподвижной, 
так и вращающейся системах координат. Тем 
самым он заложил основы всех современных 
исследований периодических решений.  

С середины же прошлого века поиск перио-
дических решений в задаче n тел проводится с 

использованием численного интегрирования ура-
внений движения на компьютерах [1]–[3], что 
стало особо продуктивно со стремительным раз-
витием вычислительных технологий в начале 
XXI века [4]–[6].   

Идея Пуанкаре об использовании принципа 
наименьшего действия в дальнейшем была про-
дуктивно развита Муром [1], который подробно 
рассмотрел обобщенный потенциал взаимодей-
ствия полиномиального вида ,V r  при 1    

соответствующий гравитационному потенциалу 
Ньютона. Было показано, что периодические 
орбиты действительно соответствуют минимуму 
функционала действия  
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где K – кинетическая энергия и V – потенциаль-
ная энергия системы в системе отсчета, свя-
занной с центром масс, T – общий период обра-
щения компонентов, переменная интегрирования 

(0, ).T  Для упрощения анализа в функциона-

ле (0.1) часто используют угловую переменную 
(2 / ) ,t T    изменяющуюся в пределах: (0,2 ).t   

Это удобно, например, при использовании эле-
ментов Фурье-анализа, что характерно для данной 
работы, и что без потери качества приводит к пе-
реопределению вида функционала действия (0.1). 

ФИЗИКА



Г.Ю. Тюменков, А.Ю. Песенко, Д.А. Богданович 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (29), 2016 28 

 1 Минимизация функционала действия 
Для нахождения минимумов функционала 

действия будем использовать встроенный в сре-
ду Mathematica инструмент Findminimum, кото-
рый находит локальные минимумы в зависимо-
сти от начальных значений параметров, которые 
задает генератор случайных чисел. Стандартной 
точности вычисления для нашего случая было 
недостаточно, поэтому параметр MaxIterations 
был увеличен до значения 100. Этот уровень 
точности потребовал учёта семи слагаемых в 
рядах Фурье, используемых в данной методике, 
что довело число параметров до 90. Дальнейшее 
же увеличение точности приводит к резкому 
росту расхода оперативной памяти компьютера. 
После нахождения локального минимума мы 
имеем массив данных, который записывается в 
файл для дальнейшего использования при по-
строении орбит.  

В общем случае для системы n тел с масса-
ми mj обозначим zj координаты положения j-го 
тела в момент времени τ с соответствующим зна-
чением аргумента t. Тогда для n тел с траекто-
риями z1(t), z2(t),…, zn(t) функционал действия 
запишется в виде [2], [3]: 
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Далее используем разложение траекторий в ряды 
Фурье 
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При этом задачу трёх тел рационально полагать 
плоской, тогда траектории для такой задачи бу-
дут двухкомпонентными zj(t) = {xj(t), yj(t)} с ко-
эффициентами γk = {αk, βk}, задаваемыми, следуя 
(1.2), в виде рядов 
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Вначале рассмотрим плоское движение трёх 
тел равной массы. Так как функционал действия 
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Рисунок 1.1 – Модельные орбиты, удовлетворяющие принципу наименьшего действия (а – г) 
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Рисунок 2.1 – Орбита «Новая I» и положения тел на орбите при τ = 0 и τ = T / 4 

 

 
Рисунок 2.2 – Орбита «Новая II» для частного случая неравных масс 

 
в пространстве параметров 0 ,a  ,c

ka  ,s
ka  0 ,b  ,c

kb  
s
kb  имеет множество локальных минимумов, то 

должно существовать множество периодических 
орбит, среди которых присутствуют как извест-
ные, так и новые. 

Итогом компьютерной симуляции являются 
орбиты тел тройной системы, число которых в 
настоящее время приближается к 1300. Но не все 
полученные орбиты являются физическими, то есть 
удовлетворяющими динамическим уравнениям. 
На рисунке 1.1 представлены некоторые новые ор-
биты, которые претендуют стать периодическими. 
 

2 Численное решение уравнений и новые 
периодические орбиты 

Является ли модельная орбита реальной пе-
риодической, то есть физической орбитой, опре-
деляется путем численного решения системы 
дифференциальных уравнений для трёх связан-
ных тел [3]–[5]  
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с использованием массивов полученных орби-
тальных данных. 

Во всех случаях при моделировании за еди-
ницу измерения массы тела была принята масса 
Солнца, обе шкалы на графиках орбит были 
масштабированы астрономическими единицами, 
а единице измерения времени, то есть секунде, 
соответствует земной сидерический год. 

В рамках используемой методики нами бы-
ла получена новая периодическая орбита (далее 
«Новая I») для трёх тел равной массы, представ-
ленная на рисунке 2.1 (вариант г рисунка 1.1). 
Два тела двигаются по симметричным замкну-
тым кривым, а третье тело совершает движение 
вдоль вытянутой восьмерки очень близкой к го-
ризонтальной оси. В начальный момент времени 
все три тела расположены на одной прямой, при-
чем скорость третьего тела равна нулю, а второе 
и первое тело имеют одинаковые по модулю, но 
противоположные по направлению скорости, 
перпендикулярные этой прямой. Через промежу-
ток времени / 4T   тела снова выстраиваются 
в линию, причем третье тело в этот момент вре-
мени проходит центр масс системы. 

Далее был рассмотрен интересный частный 
случай системы, состоящей из трёх тел с различ-
ными  массами,  отношение между которыми 
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определяется так называемым «золотым сечени-
ем». Последнее было сделано из эстетических 
соображений. В этом случае массы определяются 
следующим образом: 

m1 ≈ 1,851 m; 
m2 ≈ 0,710 m; 
m3 ≈ 0,439 m. 

Введение различных масс тел приводит к 
появлению двух дополнительных параметров 
задачи, что существенно ее усложняет и значи-
тельно увеличивает время моделирования, но 
зато и повышает ее теоретическую привлека-
тельность. Эта проблема была успешно преодо-
лена, и нами была получена соответствующая 
периодическая орбита, названная «Новая II» и 
представленная на рисунке 2.2, где также отме-
чены начальные положения тел. Первому телу 
соответствует синяя метка в центре, второму – 
красная слева и третьему – коричневая справа. С 
помощью пакета Mathematica периодические ор-
биты «Новая I» и «Новая II» анимируются, что по-
зволяет детально увидеть движение тел в системе.  

Следует заметить, что среди множества ор-
бит, следующих из минимизации функционала 
действия (1.1), новые физические периодические 
орбиты составляют порядка 1%, причем часть из 
них являются неустойчивыми и по этой причине 
нами сепарируются.   
 

Заключение 
Таким образом, в работе описан метод мо-

делирования периодических орбит для систем, 
состоящих из трёх небесных тел, которые связа-
ны между собой ньютоновским гравитационным 
взаимодействием. Данный метод опирается на 
использование базовых принципов и динамиче-
ских уравнений нерелятивистской небесной ме-
ханики и на симуляционные возможности систе-
мы компьютерной алгебры Mathematica разра-
ботчика Wolfram Research. В рамках общей зада-
чи трёх тел небесной механики в двумерном 

приближении получены две новые периодиче-
ские орбиты для случаев одинаковых и различ-
ных масс компонентов. Активное развитие ком-
пьютерных технологий уже дало результаты [7] 
и в трехмерном моделировании периодических 
орбит, что делает данное научное направление 
весьма перспективной областью исследований в 
глобальном мире изучения космических объек-
тов и явлений.  

Предложенный метод и результаты работы 
могут быть использованы также в учебном про-
цессе в классических университетах в рамках 
курсов «Общая астрономия» и «Астрофизика».  
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