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РАССЕЯНИЕ ПОЛЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ДИПОЛЯ НА ТОНКОЙ 
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SCATTERING OF THE FIELD OF THE ELECTRICAL DIPOLE ON THIN 
UNCLOSED SPHERICAL SHELL АND BI-ISOTROPIC BALL. 

ANALYTICAL APPROACH 
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Построено аналитическое решение осесимметричной граничной задачи, описывающей процесс рассеяния электромаг-
нитного поля электрического диполя на биизотропном шаре. Диполь расположен внутри тонкой незамкнутой сфериче-
ской оболочки. Получена формула для вычисления диаграммы направленности электрического поля. Построены гра-
фики диаграммы направленности для некоторых параметров задачи. 
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сумматорные уравнения, диаграмма направленности электрического поля. 
 
The analytical solution of axially symmetric boundary problem of process scattering of electromagnetic field of electric dipole 
on bi-isotropic ball is constructed. The dipole is located inside thin unclosed spherical shell. The formula for calculating direc-
tive pattern of electric field is received. The graphics of directive pattern for some parameters of the problem are constructed. 
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Введение 
В последние годы значительно возрос инте-

рес исследователей к изучению электродинами-
ческих свойств композитных материалов. При-
мером таких материалов могут быть киральные 
материалы и метаматериалы, подробная класси-
фикация которых приводится в работах [1]–[4]. 
Биизотропные среды являются обобщением ки-
ральных сред. Кроме киральности, данные среды 
обладают также свойством невзаимности, что 
делает их перспективными в прикладном отно-
шении [5]–[7].  

Биизотропные среды обладают способно-
стью как усиливать, так поглощать электромаг-
нитные поля. Свойство усиления может быть 
использовано в проектировании различных эф-
фективных антенных систем, свойство поглоще-
ния – при создании малоотражающих покрытий 
и электромагнитных экранов [8]–[11].  

Рассмотрим некоторые научные работы, от-
носящиеся к данной теме. В монографии [12] 
излагается теория дифракции электромагнитных 
волн, возбуждаемых элементарными источника-
ми электрического или магнитного типов на ки-
ральных телах вращения с цилиндрической и 
сферической симметрией. Излучение системы 
источников в киральной среде рассматривается в 
[13]–[14]. Аналитическое решение задачи ди-
фракции плоской электромагнитной волны на 

биизотропном шаре представлено в работах 
[15]–[16]. В [17] построено аналитическое реше-
ние задачи дифракции плоской электромагнит-
ной волны на плоском слое из композитного ма-
териала. Проникновение электромагнитных по-
лей электрического и магнитного диполей через 
плоский биизотропный слой рассматривается в 
[18]. В работах [19]–[20] исследуется отражение 
электромагнитных волн от плоских киральных 
структур. Методом частичных областей в [21] 
решена задача рассеяния плоской электромаг-
нитной волны на металлическом цилиндре, по-
крытом киральным слоем. Численное исследова-
ние рассеяния поля электрического диполя на 
биизотропном шаре проведено в [22]. 

В данной работе построено аналитическое 
решение осесимметричной задачи рассеяния по-
ля электрического диполя на биизотропном ша-
ре. Источник электромагнитного поля располо-
жен внутри идеальной проводящей тонкой не-
замкнутой сферической оболочки.  

 
1 Постановка и представление решения 

задачи 
Пусть пространство 3R  разделено сферой 

S  радиуса 1a  с центром в точке 1O  на две об-

ласти 0 1 1( ),D r a  1 1 1(0 )D r a   (рисунок 1.1). В 

области 0D  находится идеально проводящая 
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бесконечно тонкая незамкнутая сферическая 
оболочка 1, , расположенная на сфере   радиу-

са a  с центром в точке .O  Область пространст-
ва, ограниченную сферой ,  обозначим через 

(0)
0 (0 ),D r a   тогда (1) (0)

0 0 0\ ( ).D D D   Рас-

стояние между точками O  и 1O  обозначим через h. 

 
Рисунок 1.1 – Геометрия задачи 

 
Область 0D  заполнена средой с диэлектри-

ческой проницаемостью ε0 и магнитной прони-
цаемостью μ0, область D1 – однородной биизо-
тропной средой, материал которой характеризу-
ется параметрами ε, μ, G, Z.  

В точке O  расположен ориентированный 
вдоль оси Oz  электрический диполь Герца, ко-
леблющийся с круговой частотой ω. Будем пола-
гать, что на поверхности S отсутствуют поверх-
ностные токи и заряды. 

Для решения задачи свяжем с точками O  и 

1O  сферические координаты. Тонкая незамкну-

тая сферическая оболочка 1  и сферическая обо-

лочка S  описываются следующим образом: 

 1 0, , 0 2 ,r a            

 1 1 1, 0 2 , 0 2 .S r a           

Обозначим через eE


, eH


 вектора напря-

женности электрического и магнитного поля ди-
поля соответственно. 

В результате взаимодействия электромаг-

нитного поля ,eE


 eH


 диполя с биизотропным 
шаром и незамкнутой сферической оболочкой 

1  образуются вторичные поля. Пусть 0 0
0 0,E H
 

 – 

вторичное поле, отраженное от границы 1  в 

области (0)
0 ,D  0 0

1 1,E H
 

 – вторичное поле в облас-

ти 1,D  1 1
0 0 1 ,E E E 
  

 1 1
0 0 1H H H 
  

 – суммарное 

вторичное поле в области (1)
0 ,D  1 1

0 0,E H
 

 – вто-

ричное поле, отраженное от границы 1  в облас-

ти (1)
0 ,D  1 1

1 1,E H
 

 – вторичное поле, отраженное от 

границы S  в области (1)
0 .D  

Реальное электромагнитное поле определя-
ется с помощью формул: 

 
 

Re ,

Re ,

k k i t
j j

k k i t
j j

E E e

H H e

 

 





 

   

0,1;j   0,1;k   i  – мнимая единица. 

 Постановка задачи. Требуется определить 
вторичные электромагнитные поля 

0 0 1 (0) (0)
0 0 0 0, ( ) ( ),E H C D C D 
 

 
1 (1) (1)

0 0 0 0, ( ) ( ),E H C D C D 
 

 

1,E


 1
1 1 1( ) ( ),H C D C D 


 

которые удовлетворяют: 
 – уравнениям Максвелла 

0 0
0 0 0rot ,E i H 
 

 0 0
0 0 0rot H i E  
 

 в (0)
0 ,D  (1.1) 

0 0 0rot ,E i H 
 

 0 0 0rot H i E  
 

 в (1)
0 ,D  (1.2) 

 0 0 0
1 1 1rot ,E i H ZE   
  

 

 0 0 0
1 1 1rot H i E GH    
  

 в 1,D   (1.3) 

где 0 0( ) ,G i       0 0( ) ,Z i         – 

параметр киральности,   – параметр Теллегена; 
– граничному условию на поверхности иде-

ально проводящей незамкнутой сферической 
оболочки 1  

1 1

0
0 0, , 0,en E n E E

 
        

   
        (1.4) 

где n


 − единичная нормаль к поверхности 1 ,  

– граничным условиям на поверхности S  
0

0 1, , ,
S S

n E n E      
  

 

0
0 1, , ,

S S
n H n H      
  

              (1.5) 

где n


 − единичная нормаль к поверхности ,S  и 
условию излучения на бесконечности [23] 

0
0 0lim 0,

r

E
r ik E

r

 
  

 

 
 

    0
0 0lim 0,

r

H
r ik H

r

 
  

 

 
              (1.6) 

где 0 0 0k      − волновое число. 
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Потребуем также выполнение условия не-
прерывности тангенциальных составляющих 
напряженности магнитного поля на открытой 
части сферы 1\   

1 1

0
0 0

\ \
, , ,en H H n H

   
       

   
         (1.7) 

где n


 − единичная нормаль к поверхности 

1\ ,   и условия непрерывности тангенциаль-

ных составляющих напряженности электриче-
ского поля на поверхности   [24]–[26] 

0
0 0, , ,en E E n E

 
       

   
              (1.8) 

где n


 − единичная нормаль к поверхности  . 
Первичное поле электрического диполя 

Герца представим через векторные сферические 
волновые функции [22], [27], [28] 

   0 01 0 0 01 0, , , , , ,e eE E n r k H H m r k   
      (1.9) 

где 
3
0

0
0

,
4

ik
E p


 0 0

0
0

,
E k

H
i




 

zp pe
 

 – электрический момент диполя, 

         
     

1
0

1 1

1
, , cos

cos ,

n n n r

n n

n n
n r k h kr P e

kr

g kr P e


   

 

 


 

       1 1
0 , , cos ,n n nm r k h kr P e   
   

        
        

1 1

1 1
1 1

1

1
( 1) , 1, 2,...,

2 1

n n

n n

d
g x xh x

x d x

n h x nh x n
n  

 

   


 

 nP x  – полиномы Лежандра,  1 cosnP   – при-

соединенные функции Лежандра первого рода, 
   1
nh x  – сферические функции Ханкеля первого 

рода [29]. 
Вторичные электромагнитные поля в облас-

ти 0D  представим в виде суперпозиции вектор-

ных сферических волновых функций [27], [28], 
которые удовлетворяют уравнениям (1.1), (1.2) и 
условию на бесконечности (1.6), 

    0 (0) (0)
0 0 0 0 0 0

1

, , , , ,n n n n
n

E E с n r k d m r k




   
  

 (1.10) 

 0 (0)
0 0 0 0

1

, ,n n
n

H H d n r k




  
 

 

 (0)
0 0, ,n nc m r k 


 в (0)
0 ,D            (1.11) 

    1 (1) (1)
0 0 0 0 0 0

1

, , , , ,n n n n
n

E E c n r k d m r k




   
    (1.12) 

 1 (1)
0 0 0 0

1

, ,n n
n

H H d n r k




  
   

 (1)
0 0, ,n nc m r k 
  в (1)

0 ,D            (1.13) 

        2 21
1 0 0 1 1 0 0 1 1 0

1

, , , , ,n n n n
n

E E a m r k b n r k




   
    (1.14) 

    21
1 0 0 1 1 0

1

, ,n n
n

H H b m r k




  
   

   2
0 1 1 0, ,n na n r k 
  в (1)

0 ,D           (1.15) 

где  

       

   
0

1

1
, , cos

cos ,

n n n r

n n

n n
n r k j kr P e

kr

g kr P e


   

 

 


 

     1
0 , , cos ,n n nm r k j kr P e   
 

 

    

    1 1

1

1
( 1) , 1, 2,...,

2 1

n n

n n

d
g x xj x

x d x

n j x nj x n
n  

 

   


 

 nj x  – сферическая функция Бесселя первого 

рода [29]. 
Вторичное электромагнитное поле в области 

D1 представим в виде суперпозии векторных сфе-
рических волновых функций в композитных средах 
[28], которые удовлетворяют уравнениям (1.3), 

     
     

1 10
1 0 0 1 1 1

1

1 2
0 1 1 2

, ,

, , ,

n n
n

n n

E E a K r k

b K r k





  

 


 

        (1.16) 

     
     

1 10
1 0 1 0 1 1 1

1

1 2
2 0 1 1 2

, ,

, , ,

n n
n

n n

H E a p K r k

b p K r k





  

 


 

      (1.17) 

где 
       0 0 0, , , , , , ,j
n j n j j n jK r k n r k q m r k    

  
 

 

2

2
0

0.5 , 0 arg ,

, ( 1) ,

j j j

j
j

k g a a f k

g ZG f f

     

    

2 2
0 0, 0 arg ,

0,5 ( ), ( ),

f b f

b G Z a i G Z

     

     
 

/ ,j j jq g k g  0.5 ,j jg f a   

 / ( ) / .j jp i g g Z     

Неизвестные коэффициенты ( ) ( ), , 1, 2,j j
n na b j   

( ) ( ), , 0,1,p p
n nc d p  , подлежат определению из 

граничных условий. 
 

2 Выполнение граничных условий 
 Для выполнения граничных условий (1.4), 

(1.7), (1.8) представим функции 1
1 ,E


 1
1H


 через 

векторные сферические волновые функции в 
системе координат с началом в точке ,O  исполь-
зуя формулы [27], [28], 

   0 1 1 0 0 0 0
1

, , ( , ) , , , 0 ,n
n s s

s

n r k A k h n r k r h




        

   0 1 1 0 0 0 0
1

, , ( , ) , , , 0 ,n
n s s

s

m r k A k h m r k r h
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где 

 

   

0

0 1 1

,

1 1
cos ,

2 3 2 1

n
s

n n n
s s s

A k h

k h C C C
s s 

 

 
    

   

 

       0 0 (1)
02 1 cos ,

s n
n sn s n

s
s n

C s i b h k h P


 
  

 

    

( 0 0) 2( 00 | 0) ,n qb nq    ( 00 | 0)nq   – коэффициен-

ты Клебша – Гордона [23]. 
 Тогда  

    1 (2) (2)
1 0 0 0 0 0

1

, , , , ,n n n n
n

E E B n r k A m r k




   
  

(2.1) 

    1 (2) (2)
1 0 0 0 0 0

1

, , , , ,n n n n
n

H E A n r k B m r k




   
  

(2.2) 

где 

 (2) (2)
0

1

, ,s
n s n

s

A a A k h




   

 (2) (2)
0

1

, .s
n s n

s

B b A k h




                 (2.3) 

 Согласно представлениям (1.9), (1.10), (1.12), 
(2.1), условие непрерывности (1.8), с учетом усло-
вия ортогональности присоединенных функций 
Лежандра на отрезке  0; ,  примет вид: 

     1 (0)
0 1 0n n n ng g c      

     1 (1) (2)
0 0 ,n n n ng c g B     1, 2,... ,n     (2.4) 

       1(0) (1) (2)
0 0 0 ,n n n n n nj d h d j A        (2.5) 

1, 2,... ,n   

где 1n  – символ Кронекера, 0 0 .k a   

Выполнив граничное условие (1.4) на по-
верхности сферической оболочки 1  и условие 

непрерывности (1.7), получим два парных сум-
маторных уравнения вида 

   
    
 

      
 

(1) (0)
0 1 0

1

(1) (1) (2)
0 0

1
0

1 (1) (2)
0 0

1

1
0

cos 0, 0 ,

cos 0, ,

n n n n
n

n n n n

n

n n n n
n

n

h j c

h c j B

P

g c g B

P









     

    
      

    


       





       (2.6) 

   
    
      

 

(0) (1) (1)
0 0

1

(2) 1
0 0

1 (1) (2)
0 0

1

1
0

cos 0, 0 ,

cos 0, .

n n n n
n

n n n

n n n n
n

n

g d g d

g A P

h d j A

P









    

       

    


       




  (2.7) 

Преобразуем парные уравнения (2.6). Для 
этого исключим коэффициенты (0)

nс  с помощью 

представления (2.4), учитывая значение врон-
скиана [29] 

   (1),n nW xj x xh x i    . 

Затем введем в рассмотрение новые коэф-
фициенты nX  по формуле 

  (1)
0 0 1

0

,n n n n

d
c X j

d
    


 1, 2,...,n    (2.8) 

и малый параметр (1)
nq  – по формуле 

     (1) (1)0
0 0 0 0

0 0

4
1 ,

2 1n n n

i d d
q j h

n d d


     

  
 

 (1) 2
nq O n  при 0.n   

 В результате парные сумматорные уравне-
ния (2.6) примут вид: 

 

    

 

1
0

1

(1) 1

1

(1) 1
0

1

cos 0, 0 ,

2 1 1 cos

(2 1) cos , ,

n n
n

n n n
n

n n
n

X P

n q X P

n f P














     


    


       








  (2.9) 

где 
     1 (2)

0 1 0(1) 2
04 .

2 1
n n n n

n

g g B
f i

n

   
 


   (2.10) 

 Парные сумматорные уравнения (2.9) пре-
образуются к бесконечной системе линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ) второго рода 
[24]–[26]: 

 (1) (1) (1)
0

1

(1) (1)
0

1

1 ( )

( ( )), 1, 2,...,

s s n sn n
n

n ns sn
n

X q q Q X

f Q s









   

    




   (2.11) 

где 

(1) 0 0 0
0 0

0

( ) cos(( 0.5) )
( ) ( ) ,

cos(0.5 )
s

sn sn

Q n
Q Q

  
   


 

   0 0
0

sin sin 11
( ) ,

1sn

s n s n
Q

s n s n

     
       

 

  0
0

sin

s n

s n

s n


 
 


. 

 Теперь преобразуем парные уравнения (2.7). 
Для этого исключим коэффициенты (0) ,nd  ис-

пользуя представление (2.5), введем в рассмот-
рение новые коэффициенты nY  по формуле 

 (1)
0(2 1) ,n n nd n j Y    1, 2,...,n      (2.12) 

малый параметр (2)
nq  – по формуле 

   (2) (1)
0 0 01 (2 1) ,n n nq n i j h       

 (2) 2
nq O n  при 0 ,n   

и получим 
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1
0

1

(2) 1 (2) 1

1 1

0

(2 1) cos 0, 0 ,

1 cos cos ,

,

n n
n

n n n n n
n n

n Y P

q Y P f P





 

 

       

    

    



   (2.13) 

где                 (2) (2)
0 0( ) .n n nf i j A                 (2.14) 

 Парные сумматорные уравнения (2.13) пре-
образуем к бесконечной системе линейных ал-
гебраических уравнений (СЛАУ) вида [24]–[26]: 

(2) (1)
0

1

(2) (1)
0

1

( 1) ( 1) ( )

( 1) ( ), 1, 2,....

s n
s n sn n

n

n
n sn

n

Y q Q Y

f Q s









    

   




  (2.15) 

 Теперь выполним граничные условия (1.5). 

Для этого представим функции 1
0 ,E


 1
0H


 через 

векторные сферические волновые функции в 
системе координат с началом в точке 1.O  На ос-

новании формул [27], [28] 

   0 0 0 0 1 1 0 1
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где                  (1) (1)
0

1

,0 ,s
n s n

s

C c A k h




   

       (1) (1)
0

1

,0 .s
n s n

s

D d A k h




              (2.18) 

Принимая во внимание представления 
(1.14)–(1.17), (2.16), (2.17), выполняя граничные 
условия (1.5) и учитывая ортогональность при-
соединённых функций Лежандра на отрезке 
[0, ],  получим систему линейных алгебраиче-

ских уравнений вида 

     1
,V n M n F n

              (2.19) 
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  11 1( ) ,nm n g    12 ( ) 0,m n   

  13 2( ) ,nm n g       1
14 0 ,nm g    

  21 1 1( ) ,nm n q j      1
22 0( ) ,nm n h   

  23 2 2( ) ,nm n q j    24 ( ) 0,m n   

  31 1 1( ) ,nm n p g       1
32 0( ) ,nm n g    

  33 2 2( ) ,nm n p g   34 ( ) 0,m n   

  41 1 1 1( ) ,nm n q p j  42 ( ) 0,m n   

  43 2 2 2( ) ,nm n q p j     1
44 0( ) ,nm n h   

  (1)
1 0( ) ,n nf n C g    (1)

2 0( ) ,n nf n D j    

  (1)
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4 0( ) ,n nf n C j    

0 0/ ,j jp i p k   j = 1, 2, 

0 0 1,k a   1 1 1,k a   2 2 1.k a   

Элементы обратной матрицы   1
M n


 обо-

значим через ( ),kpm n  тогда из (2.19) следует связь 

между коэффициентами (2) ,na  (2) ,nb  (1) ,nC  (1) :nD  
(2) ( ) (1) ( ) (1) ,a a
n n n n na C D    
(2) ( ) (1) ( ) (1) ,b b
n n n n nb C D                (2.20) 

где  
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( )

43 0 42 0( ) ( ) ( ) ( ).b
n n nm n g m n j      

В (2.3) исключим коэффициенты (2) ,na  (2) ,nb  

принимая во внимания представления (2.20), 
(2.18), (2.8), (2.12), и получим, что  
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Теперь преобразуем правые части систем 
(2.11), (2.15), исключив коэффициенты (2) ,nA  (2)

nB  

на основании представлений (2.21), (2.22). В ре-
зультате получим связанную бесконечную СЛАУ 
второго рода  
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3 Диаграмма направленности электро-

магнитного поля 

 Представим функцию 1
1E


 через векторные 

сферические волновые функции в системе коорди-
нат с началом в точке O. Используя формулы [28] 
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получим  
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Подставим асимптотические формулы  
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Из представлений (2.18), (2.20) следует 
связь между коэффициентами (2) (2), ,n na b (1) (1),n nc d  
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Коэффициенты (1) (1),n nc d  связаны с решени-

ем системы (2.23) по формулам (2.8), (2.12) соот-
ветственно. 

Величина      2 2

1 2D         назы-

вается диаграммой направленности электрического 

поля 0 ,E


 которая характеризует величину элек-

тромагнитной энергии в направлении   [22], [28]. 
На рисунке 3.1 изображены диаграммы на-

правленности (θ)D  электрического поля 0E


 для 

некоторых значений угла раствора 0θ  (значения 

указаны в правом углу рисунка в градусах) при 
заданных значениях: параметр киральности k = 0,5, 
параметр Телленга τ = 0,5, радиусы 1a a = 0,2 м, 

расстояние h = 0,8 м, частота исходного поля 
f = 109 Гц. Область 1D  заполнена материалом с 

относительной магнитной проницаемостью μr = 1,01 
и относительной диэлектрической проницаемо-
стью εr = 2,1. Бесконечная СЛАУ (2.23) решена 
методом усечения при порядке усечения 25. Все 
сходящиеся бесконечные суммы вычислены с 
точностью 510 .  

 

 
Рисунок 3.1 – Диаграммы направленности (θ)D  

для некоторых значений угла раствора 0θ  

 
Заключение 
Используя теоремы сложения для векторных 

сферических волновых функций, решение постав-
ленной граничной задачи сведено к решению 
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парных сумматорных уравнений по присоеди-
нённым функциям Лежандра первого рода. Пар-
ные уравнения преобразованы к бесконечной 
системе линейных алгебраических уравнений 
второго рода с вполне непрерывным оператором. 

Выведена формула для построения диа-
граммы направленности электрического поля. 
Приведены графики диаграммы направленности 
электрического поля при некоторых геометриче-
ских параметрах задачи, электрофизических 
свойствах материала шара, частоты поля диполя. 

Полученные результаты могут быть исполь-
зованы в задачах радиолокации, защиты элек-
тронных устройств и биологических объектов от 
воздействия внешних полей. 
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