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Q-ШАРЫ В МОДЕЛИ  

ФРИДБЕРГА – ЛИ – СИРЛИНА – МАКСВЕЛЛА 
 
Введение 
Q-шары представляют собой пространственно-локализованные 

конфигурации поля с конечной энергией в плоском пространстве  
[1–4], они могут существовать в модели с комплексным скалярным 
полем, обладающим ненарушенной, непрерывной глобальной сим-
метрией [5–7]. Наличие этой симметрии приводит к сохраняющемуся 
Нетеровскому заряду. Q-шары являются зависящими от времени не-
топологическими солитонами со стационарно колеблющейся фазой. 
Конфигурации этого типа могут существовать как в моделях с одним 
комплексным полем и подходящим неперенормируемым потенциа-
лом самодействия [4], так и в двухкомпонентной модели с потенциа-
лом, нарушающим симметрию [3]. Q-шары и их обобщений привле-
кают внимание многих исследователей [8–11]. 

Модель Фридберга –Ли – Сирлина (FLS) [3] – это двухкомпонент-
ная перенормируемая скалярная теория с потенциалом четвертого по-
рядка и минимальным членом взаимодействия. В такой модели ком-
плексное скалярное поле становится массивным вследствие взаимо-
действия между компонентами, действительное поле имеет конечное 
вакуумное ожидание, порожденное потенциалом, нарушающим сим-
метрию. Примечательно, что устойчивые нетопологические солитон-
ные решения этой модели существуют в предельном случае исчезаю-
щего потенциала [12, 13], поскольку вакуумное ожидание действи-
тельного поля остается конечным. 

В данной работе представлена модель, в которой могут существо-
вать солитоны типа Q-шар, изучены их свойства в зависимости от 
существенных параметров, определены области существования кон-
фигураций. 

 
1. Модель Фридберга – Ли – Сирлина – Максвелла 
Рассматривается 𝑈𝑈(1)-калибровочная двухкомпонентная модель 

Фридберга – Ли – Сирлина – Максвелла [14–16], которая описывает 
связанную систему действительного самодействующего скалярного 
поля 𝜓𝜓 и комплексного скалярного поля 𝜙𝜙, которое динамически свя-
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зано с абелевым калибровочным полем 𝐴𝐴𝜇𝜇. Плотность функции Ла-
гранжа имеет следующий вид: 

 
𝐿𝐿 = �𝜕𝜕𝜇𝜇𝜓𝜓�

2 + 𝐷𝐷𝜇𝜇𝜙𝜙†𝐷𝐷𝜇𝜇𝜙𝜙 + 𝑚𝑚2𝜓𝜓2𝜙𝜙†𝜙𝜙 − 𝑈𝑈(𝜓𝜓) − 1
4
𝐹𝐹𝜇𝜇𝜇𝜇𝐹𝐹𝜇𝜇𝜇𝜇,              (1) 

 
где 𝐷𝐷μ𝜙𝜙 = �𝜕𝜕μ + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴μ�𝜙𝜙 обозначает ковариантную производную, 
абелев тензор напряженности электромагнитного поля равен 𝐹𝐹μν =
𝜕𝜕μ𝐴𝐴ν − 𝜕𝜕ν𝐴𝐴𝜇𝜇 с электрическими компонентами 𝐸𝐸𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝑘𝑘0 и магнитными 
компонентами 𝐵𝐵𝑘𝑘 = 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝐹𝐹𝑚𝑚𝑚𝑚, 𝑔𝑔 обозначает калибровочную константу 
связи, а 𝑚𝑚 постоянная связи. Потенциал действительного скалярного 
поля выберем в форме полинома четвертой степени: 
 

𝑈𝑈(𝜓𝜓) = 𝜇𝜇(𝜓𝜓2 − 1)2,                                        (2) 
 
Таким образом вакуумное значение находится в точке 𝜓𝜓 →  1, 

симметрия 𝑈𝑈(1) нарушается внутри Q-шара, и калибровочное поле 𝐴𝐴𝜇𝜇 
становится массивным. Массой 𝜓𝜓-мезона в данном случае является 𝜇𝜇.  
Можно сказать, что в некотором смысле калибровочный Q-шар ведет 
себя как сверхпроводник [14], здесь компонент 𝜓𝜓 играет роль пара-
метра порядка. Нормальная фаза соответствует случаю 𝜓𝜓 =  0, тогда 
модель (1) сводится к обычной скалярной электродинамике, которая 
не поддерживает нетопологические солитоны. 

Инвариантность модели относительно обычных локальных 𝑈𝑈(1) 
калибровочных преобразований полей приводит к сохранению нете-
ровского заряда, связанного с этой симметрией. 

Вариация лагранжиана модели Фридберга – Ли – Сирлина – 
Максвелла (1) относительно скалярных полей приводит к уравнениям 
движения для этих полей:  
 

𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇𝜓𝜓 = 2𝜓𝜓�𝑚𝑚2|𝜙𝜙|2 + 2𝜇𝜇(1 − 𝜓𝜓2)�, 
 

𝐷𝐷𝜇𝜇𝐷𝐷𝜇𝜇𝜙𝜙 = 𝑚𝑚2𝜓𝜓2𝜙𝜙 .                                        (3) 
 

Параметр μ определяет массу вещественного компонента 𝜓𝜓, ком-
плексное поле 𝜙𝜙 становится массивным благодаря связи со своим 
действительным партнером. Электромагнитное связывание также 
способствует уменьшению эффективной массы поля 𝜙𝜙, при увеличе-
нии калибровочной константы связи 𝑔𝑔. В безмассовом пределе 𝜇𝜇 →
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 0, но при фиксированном значении вакуумного ожидания, действи-
тельное скалярное поле становится безмассовым и, следовательно, 
имеет дальний порядок. Отметим, что комплексное поле 𝜙𝜙 все еще 
обладает массой в этом пределе благодаря связи с кулоноподобным 
полем 𝜓𝜓. 

В противоположном пределе 𝜇𝜇 → ∞, действительная компонента 
модели (1) становится тривиальной, 𝜓𝜓 = 1, а массивное комплексное 
поле 𝜙𝜙 удовлетворяет уравнениям классической скалярной электро-
динамики. Ясно, что пространственно локализованные стационарные 
вращающиеся решения этого уравнения не существуют в плоском 
пространстве.  

 
2. Решения модели 
Различные реализации модели диктуются поставленной парамет-

ризацией действительного и комплексного полей, а характеристиче-
ские кривые и область существования решений зависит от значений 
параметров. Таким образом от анзаца зависит симметрия модели 
(разделяют сферически и аксиально симметричные решения), акси-
альная модель [17–19] переходит в сферическую при значении числа 
намотки 𝑛𝑛 = 0. От калибровочной константы связи и массы скалярно-
го поля существенно зависит область существования солитонов. В 
данной работе ограничимся рассмотрением сферически-
симметричной модели Фридберга-Ли-Сирлина-Максвелла:  
 

𝜓𝜓 = 𝑋𝑋(𝑟𝑟),   ϕ = 𝑌𝑌(𝑟𝑟)𝑒𝑒−𝑖𝑖ω𝑡𝑡,   𝐴𝐴𝑖𝑖 = 0 ,   𝐴𝐴0 = 𝐴𝐴(𝑟𝑟).                 (4) 
 

Мы заинтересованы в безузловых солитонных решениях, удовле-
творяющих граничными условиям, обеспечивающим финитность 
энергии на пространственной бесконечности и условиям регулярно-
сти в начале координат. 

Данная система не допускает аналитического решения ввиду вы-
сокой степени нелинейности связанной системы дифференциальных 
уравнений, поэтому для ее решения будет использован метод при-
стрелки и Дормана-Принса с последующим численным интегрирова-
нием полученных функций для нахождения значений энергии и заря-
да конфигурации. Решения данных уравнений представлено на ри-
сунке 1.  

Наиболее интересной физической характеристикой Q-шара явля-
ется энергия, которая может быть определена путем интегрирования 
𝑇𝑇00 компоненты тензора энергии-импульса по всему пространству: 
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𝐸𝐸 = ∫𝑑𝑑3𝑥𝑥  𝑇𝑇00 = 4π∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 𝑟𝑟2𝑇𝑇00 .                            (5) 

 

 
Рисунок 1 – Решение уравнений поля сферически-симметричного Q-шара в  

модели Фридберга – Ли – Сирлина – Максвелла для различных значений  
угловой частоты при значениях калибровочной константы связи 𝑔𝑔 = 0,1  

в массивном случае μ = 0,25 
 

Результаты вычисления тензора энергии-импульса в зависимо-
сти от существенных параметров представлены на рисунке 2. Точка-
ми «1» на рисунке обозначены стабильные решения относительно сил 
сдвига и напряжения. Точки «2» и «3» являются нестабильными. 

 
3. Обсуждение результатов 
Из полученных результатов численных решений уравнений поля, 

а также вычислений энергетических кривых для Q-шаров видно, что 
при увеличении значения угловой частоты уменьшается характерный 
размер солитона. При этом действительное скалярное поле достигает 
своего максимального значения экспоненциально, как и в модели без 
калибровочного поля. 

При рассмотрении безмассового случая ситуация будет такой же, 
как и в обыкновенной модели Фридберга – Ли – Сирлина [13]. Отсут-
ствие массы действительного скалярного поля приводит к изменению 
асимптотики профиля действительного скалярного поля на простран-
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ственной бесконечности. Скалярное поле становится дальнодейству-
ющим и достигает своего предельного значения при 𝑟𝑟 → ∞ по асимп-
тотике 1

𝑟𝑟
.  

 

 
Рисунок 2 – Профили энергии калибровочного Q-шара в зависимости от угловой 

частоты в массивном и безмассовом случаях при различных значениях  
калибровочной константы связи 𝑔𝑔 

 
При этом в модели сохраняется присутствие скалярного волоса, 

который был первоначально описан в [12], свойства которого суще-
ственно не отличаются от случая обыкновенной модели Q-шара без 
присутствия калибровочного поля. Энергия и заряд в этом случае 
также стремятся к своим вакуумным значениям, при этом пропадает 
нестабильная ветвь зависимости энергии от заряда и в безмассовом 
пределе солитон становится полностью стабильным с классической 
точки зрения для всего допустимого диапазона значений угловой ча-
стоты. 

Наличие калибровочного поля существенно меняет область суще-
ствования Q-шара. По мере увеличения электромагнитного отталки-
вания нижний допустимый предел угловой частоты увеличивается. В 
случае отсутствия калибровочного поля областью существования не-
топологических солитонов в двухкомпонентной модели является 𝜔𝜔 ∈
[0,𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 1]. 

 
Заключение 
Мы рассмотрели общие свойства нетопологических солитонов ти-

па Q-шар. Основной целью данной работы было построить семейство 
решений в модели калибровочного Q-шара Фридберга – Ли – Сирли-
на – Максвелла.  
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Наше исследование подтверждает существование нового типа 
сферически-симметричных решений 𝑈𝑈(1) калибровочной модели 
Фридберга – Ли – Сирлина – Максвелла с исчезающим потенциалом. 
Мы видим, что калибровочные Q-шары существуют при относитель-
но малых значениях калибровочной константы связи, ее увеличение 
приводит к более сильному электромагнитному отталкиванию, что 
делает конфигурацию нестабильной и ограничивает ее область суще-
ствования. Обращаясь к частотной зависимости Q-шаров, мы обнару-
жили, что решения существуют только в диапазоне, который ограни-
чен снизу некоторой критической частотой 𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚. Значение 𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 за-
висит от силы калибровочной связи.  

В случае отсутствия массы у скалярного поля Q-шар стабилен на 
всей области определения. 
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КВАНТОВЫЕ ТЕОРЕТИКО-ПОЛЕВЫЕ УРАВНЕНИЯ  

ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦ С ПОЛЯРИЗУЕМОСТЯМИ  
В ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ 

 
Введение 
Современные экспериментальные данные по взаимодействию фо-

тонов с адронами в области высоких энергий и больших переданных 
импульсов находят теоретическое объяснение в рамках теории воз-
мущений квантовой хромодинамики.  
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