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КВАНТОВЫЕ ТЕОРЕТИКО-ПОЛЕВЫЕ УРАВНЕНИЯ  

ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦ С ПОЛЯРИЗУЕМОСТЯМИ  
В ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ 

 
Введение 
Современные экспериментальные данные по взаимодействию фо-

тонов с адронами в области высоких энергий и больших переданных 
импульсов находят теоретическое объяснение в рамках теории воз-
мущений квантовой хромодинамики.  
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Однако структурные степени свободы, которые проявляются в об-
ласти низких энергий, не сводятся к простым представлениям о взаи-
модействии электромагнитного поля с адронами. Отклик внутренних 
степеней свободы адронов на действие электромагнитного поля фе-
номенологически можно определить с помощью поляризуемостей и 
других электромагнитных характеристик.  

Низкоэнергетические теоремы, в основе которых лежат общие 
принципы релятивистской квантовой теории поля и разложение ам-
плитуды комптоновского рассеяния по частоте фотонов, играют важ-
ную роль в понимании структуры адронов.  

Эквивалентный модельный подход определения амплитуды низ-
коэнергетического комптоновского рассеяния можно реализовать в 
рамках релятивистской электродинамики структурных частиц. При 
этом, если учтем спиновые степени свободы, то получим возмож-
ность использовать основные принципы, характерные не только для 
релятивистской электродинамики бесспиновых частиц, но и микроча-
стиц с учетом их спиновых свойств [1–3].  

Низкоэнергетическое представление амплитуды комптоновского 
рассеяния, установленное на основе общих принципов релятивист-
ской квантовой теории поля, свидетельствует о том, что членам, соот-
ветствующим определенному порядку по частоте излучения, присущи 
характерные электромагнитные свойства микрочастиц [1, 4, 5].  

В последнее время ряд работ посвящены исследованию электро-
магнитных характеристик адронов, которые вносят вклад в амплиту-
ды процессов комптоновского рассеяния реальных и виртуальных фо-
тонов.  

При этом большое внимание уделяется проблеме ковариантного и 
калибровочно-инвариантного определения роли и вкладов феномено-
логических электромагнитных характеристик адронов в амплитуды и 
сечения электродинамических процессов (см., например, [6, 7]).  

В данной работе на основе представления об электрической и 
магнитной поляризуемостей частиц в релятивистской электродина-
мике получены функции Лагранжа и Гамильтона взаимодействия 
электромагнитного поля с структурными микрочастицами. Используя 
теоретико-полевое квантовое обобщение Лагранжианов и Гамильто-
нианов взаимодействия электромагнитного поля со структурными 
микрочастицами спина ½, установлены уравнения движения частиц в 
электромагнитном поле с учетом их поляризуемостей. 

Чтобы получить релятивистский Лагранжиан взаимодействия 
электромагнитного поля с частицами с учетом их электрических и 
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магнитных поляризуемостей, воспользуемся определением электри-
ческого и магнитного дипольных моментов [8]  
 

4 , 4 .E Md E m Hπα πβ= =
    

 
Для частиц, находящихся в покое, энергия взаимодействия равна  
 

( )2 22 .Взаим E MU E Hπ α β= − +
 

 
 
Релятивистское обобщение данных соотношений для d


, m  и 

ВзаимU  можно реализовать используя методы работ [9–11]. 
 
1.  Функция Лагранжа в релятивистской электродинамике 
Следуя работам [9–11] представим функцию Лагранжа взаимодей-

ствия электромагнитного поля с дипольными моментами микроча-
стиц в виде 

1 .
4

L D Fµν
µν= −                                      (1) 

 
В этом выражении Fµν  и Dµν  антисимметричные тензоры, которые 
определяются соотношениями [10, 11] 
 

( ) ,D d u d u m uµν µ ν ν µ µνρσ
ρ σε= − +                      (2) 

( ) ,F e u e u b uµν µ ν ν µ µνρσ
ρ σε= − +                       (3) 

 
где uµ  – 4-х-мерная скорость частицы,  µνρσε – полностью антисим-
метричный единичный тензор с компонентой 0123 1ε = + . 

Вектора eµ  и bµ  выражаются через тензор F µν  и дуальный тензор 
1
2

F Fµν µνρσ
ρσε=  электромагнитного поля следующим образом 

, .e F u b F uµ µν µ µν
ν ν= =                               (4) 

 
Аналогично определяются вектора d µ  и mµ через компоненты тензора 
Dµν , которые выражаются через электрический и магнитный диполь-
ные моменты структурной частицы. 
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Если подставим (2) и (3) в (1), то получим нерелятивистскую 
функцию Лагранжа  

1 ( ).
4

L d e m bµ µ
µ µ= − +                                  (5) 

 
Свертка уравнения (5) в трехмерной форме имеет вид 
 

0
0

1 1 ( )( ) ( )
2

L du Eu u dE
u

= − + −


     

0
0

1( [ ]) ( )( ) ( ) ( [ ]) ,u dH mu Hu u mH m uE
u

− + − 


                (6) 

 

Где 0

2

1 ,
1

u
β

=
−

 
2

,
1

vu
β

=
−


  v

cβ =


, 1c = , E


 – вектор напряженно-

сти электрического поля, а H


 – вектор напряженности магнитного 
поля. 

 
2.  Функция Лагранжа в нерелятивистском приближении  
Ограничиваясь в определении (6) первым порядком по скорости 

частицы v , получим функцию Лагранжа взаимодействия электромаг-
нитного поля с дипольными моментами частицы [10, 11] 
 

( ) ( )1 ( ) [ ] ( ) [ ] .
2

L dE v dH mH m vE = − + − 
       

            (7) 

Выразим d


 и m  через поляризуемости  4 , 4 .E Md E m Hπα πβ= =
    

Тогда (7) примет вид: 
 

2 22 ( [ ]) ( [ ])E M E ML E H v EH H vEπ α β α β = + − − = 
      

 
2 22 ( )( [ ]) .E M E ME H E vHπ α β α β = + + + 
   

      (8) 
 

Когда скорость частицы 0,v =
  то  

 

( )2 22 .E ML E Hπ α β= +
 
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Используя функцию Лагранжа (7) и преобразования Лежандра, полу-
чим функцию Гамильтона [10]: 
 

21 1 1 1 1[ ] [ ] ( ) ( ).
2 2 2 2 2

H p mE dH mH dH
m

 = + + − − 
 

               (9) 

 
Если перейдем к поляризуемостям Eα  и Mβ  в (9), то получим функ-
цию Гамильтона: 
 

( ) ( )2 2 21 2 ( )[ ] 2 ,
2 E M E MH p EH E H

m
π α β π α β= + + − +

           (10) 

 
где p  – канонический импульс. 

Таким образом, функция Лагранжа взаимодействия покоящихся 
частиц с поляризуемостью с электромагнитным полем имеет вид: 
 

( )2 22 E ML E Hπ α β= +
 

,                                (11) 
 

а функция Гамильтона аналогичного взаимодействия: 
 

( )2 22Гам E MH E Hπ α β= − +
 

.                        (12) 
 

3.  Определение функции Лагранжа с учетом дипольных  
электрической и магнитной поляризуемостей частиц 

Поскольку из релятивистской функции Лагранжа (5) и определе-
ний dµ  и mµ  получаются соотношения (11) и (12) нерелятивистской 
электродинамики, то следуя работе [11] определим антисимметрич-
ный тензор:  
 

4 ( ) 4E MD u e u e b uµν µ ν ν µ µνρσ
ρ σπα πβ ε= − + .                (13) 

 
В этом случае релятивистскую функцию Лагранжа (1) можно пред-
ставить так: 

( )1 2 .
4 E ML D F e e b bµν µ µ

µν µ µπ α β= == +             (14) 
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Учитывая определение (4) для eµ  и bµ  через тензор электромаг-
нитного поля и 4-х-мерную скорость, функцию Лагранжа можно 
представить следующим образом: 

 
,L K u uµ ν

µν=                                          (15) 
 

где множитель Kµν  имеет вид: 

( ) .
2
M

E MK F F g F Fσ ρσ
µν ρµ ν µν ρσ

βα β= + −                   (16) 

 
Используя уравнение (15) для функции Лагранжа и выполняя кванто-
вое теоретико-полевое обобщение этого выражения, получим Ла-
гранжиан взаимодействия электромагнитного поля с микрочастицами 
спина ½ с учетом их электрических и магнитных поляризуемостей. 

В случае взаимодействия электромагнитного поля с частицами 
спина ½ с учетом их поляризуемостей Лагранжиан имеет вид: 
 

,L K µν
µνθ=                                           (17) 

 
в этом выражении Kµν  приведено в (16), а µνθ  определено следую-
щим образом 

,
2
iµν µ νθ ψγ ψ= ∂


,                                      (18) 

 
где ψ волновая функция частицы спина ½, а ψ  – сопряженная волно-

вая функция, ν ν ν∂ = ∂ − ∂
  

, µγ  – матрицы Дирака, удовлетворяющие 
соотношению 
 

2 .gµ ν ν µ µνγ γ γ γ+ =  
Заключение 
На основании представления Лагранжиана в ковариантной форме 

(17) и физической интерпретации отдельных его слагаемых квантово-
полевые уравнения движения представляются в виде [12] 

 

( )ˆ ˆ( )
2
ii m eA K Kν σ σ ν

σν σνψ ψ γ ψ γ ψ ∂ − = − ∂ + ∂  ,             (19) 

где ˆ µ
µγ∂ = ∂ , ˆ .A A µ

µγ=  
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Применяя метод функции Грина для решения уравнения (19), 
можно получить амплитуду Комптоновского рассеяния на частице с 
учетом поляризуемостей в инвариантной форме, а также амплитуды 
других электродинамических процессов. 
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ МОДИФИЦИРОВАННОГО УРАВНЕНИЯ 

ЛОГУНОВА – ТАВХЕЛИДЗЕ В ИМПУЛЬСНОМ  
ПРЕДСТАВЛЕНИИ ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛА ДВУМЕРНОГО  

ГАРМОНИЧЕСКОГО ОСЦИЛЛЯТОРА 
 
Введение 
Одной из основных моделей нерелятивистской квантовой теории, 

допускающих точные решения, является задача о гармоническом ос-
цилляторе [1]. В данной работе найдено точное решение модифици-
рованного уравнения Логунова – Тавхелидзе в импульсном представ-
лении с потенциалом гармонического осциллятора в двумерном слу-
чае. Аналогичная задача в трёхмерном случае была рассмотрена в ра-
боте [2]. 

Потенциал гармонического осциллятора на плоскости в коорди-
натном представлении имеет вид 
 

( ) 2 2V ρ ω ρ= ,                                         (1) 
 
где ω  – константа связи, ρ  – модуль радиус-вектора. Используя дву-
мерное преобразование Фурье, запишем потенциал (1) в импульсном 
представлении  
 

( ) ( )2 2(2 ) pV π ω δ− = − ∆ −p k p k ,                           (2) 
 
где p∆  – оператор Лапласа на плоскости импульсов, ( )δ −p k  – дель-
та-функция.  
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