
Известия Гомельского государственного университета 
имени Ф. Скорины, №4(25), 2004

УДК 519.6:539.3

Математическое моделирование деформаций элемента армирования
грунтового основания

Л. А . ЦургАНОВА 

Введение и постановка задачи

В практике промышленного и гражданского строительства армирование грунтовых 
оснований фундаментов применяют с целью повышения его несущей способности. Техники 
армирования могут быть различные: армирование может производиться стержневыми эле
ментами и пленками, изготовленными из различных материалов. Эти факторы определяют 
эффективность армирования: коэффициент повышения несущей способности грунтового ос
нования и стоимость армирования. Одним из возможных подходов решения возникающих 
задач является математическое моделирование состояния всей исследуемой системы. Учи
тывая сложность структуры и свойств исследуемой системы, её математическую модель це
лесообразно строить на основе энергетических принципов [2, 3]. Полная энергия деформи
руемой системы равна

П = Эгр + Эаи + Эар + Этр-А, (1)

где Эгр _ потенциальная энергия деформации грунта, Эаи, Эар, Эф -  потенциальная энергия 
деформации арматуры при изгибе, растяжении и энергия трения арматуры о грунт. На осно
вании принципа стационарности полной энергии деформируемой системы

где {U} = {u, v, w}- вектор перемещений,

A = { U } T {P} ,  (2)
)Р} -  вектор внешних сил.

В настоящей работе рассматривается потенциальная энергия деформации армирую
щих элементов при прогибе и растяжении с целью оценки их энергоёмкости.

Энергия деформации выделенного объёма упругого тела будет равна

э =  ~ [ . { е } т { c r } d V .(3)
В соответствии с законом Гука

M  = [D]-{e }, (4)

где [D] -  матрица упругих констант материала, {е}, {а} -  векторы деформаций и напряжений.

Энергия прогиба армирующего стержня

Для того чтобы из (3) получить выражение для энергии прогиба и других видов де
формаций армирующего одномерного стержня необходимо деформации выразить через про
гиб. Тогда горизонтальная составляющая вектора перемещения будет равна [2,3]:

д w и = — z • ----- .
д х

3 случае одномерного стержня
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ди д2 w
{е }  = £ х =  —  = -2-гт  ^ох ох

и

{а} = ах = Ес • Бх = -  2 Ес ^ , (6)
дх

где w -  прогиб, Ес -  модуль упругости материала стержня. Подставим (5) и ( 6) в (3), при 
этом учтём, что для одномерного элемента [D] = Е.

э = Ад Ж у  эу* * * = ,0%: (7)
2 # д х 2 д х 2 2 -ь д х 2 д х 2

т.к. j j z 2 dydz = J x = J  -  осевой момент инерции сечения. Для армирующего элемента с пло
ским поперечным сечением

j - Ж ,
12

где h -  толщина элемента.
Из приведенных выкладок очевидно, что функция прогиба w = f  (х), должна быть не

прерывна в подобласти (в конечном элементе) и, по крайней мере, дважды дифференцируе
ма. Примем это минимальное требование за основное, тогда

w = а ! + а 2 х + а з х 2, (8)

что соответствует одномерному единичному элементу с двумя узлами i, j. Длина элемента 
равна а. Коэффициенты сщ а.2 , а з определим из граничных условий:

w(0) = а) = Wj.
, ’ w l - w j

х=о=  а  2 ~

т.к. угол поворота элемента стержня ©

дх  а
д w
д х

w (а) = а 1 + а 2' а + а з- а 2 = Wj,

2 (W - W ' )
откуда получим а з = --------;------.

а
Подставим полученные значения коэффициентов в (8) и после несложных преобразований 
получим:

х 2 х 2 . ттг , х 2 х 2 ч т г ,w = ( 1 +  _ )  Wi + (—  + — у )  Wj , (9)
а а а а

d 2w 4 4 4 4=  W +  цг {- lt 1 ] {W}= [ B]{W},  (10)
дх a a a a

\WA
где {W} = < > -  вектор узловых значений прогиба.

\W,
Подставим (10) в (7) и после ряда преобразований получим:
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Эаи = 16 E J  
2 а 4

( {W}r [B]T[B]{W}dx ,

дЭ„ 16 E J

Выражение
d{W} а

16 E J
а

1 -1
-1  1 Ю

[Каи] (И)

называется матрицей жёсткости элемента при изгибе.

Энергия растяжения стержня

Для линейно-упругого стержня его растяжение может быть представлено линейной 
функцией

£/ = «, + а 2 х  (12)

Рассматривая элемент дискретизации стержня с двумя узлами на его концах, значения коэф
фициентов в (12) определим через узловые перемещения, в итоге получим

U  = ^ - \ { X j - - x ) U ,  + { x - x i ) U J\ (13)

Потенциальная энергия растяжения стержня при его прогибе в одной плоскости может быть 
получена из (3) и будет иметь следующий вид:

ЭаР о I <  a* dV  = £x d V  = E F  “г т
t \ех £х dx (14)

F -  площадь поперечного сечения армирующего элемента, 
t -  коэффициент вида деформации.

При плоской деформации / =  ̂ F
(1 + /0 ( 1- 2 / 0

Для рассматриваемого случая

1!о х  а а
U.
и,

(15)

где а -  длина единичного элемента стержня.
Подставим в (14) (15) и после ряда несложных преобразований будем иметь

дЭар t F  Е
d{U} а

1
-1

{U} = t F Е
а

11 12
к,21 22

Здесь матрица жёсткости будет равна

{U},

К \ -
t F E

а
1 -1

-1 1
t F Е

а
к\\
к21 22

к\2
кт
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Матрица жёсткости деформации элемента армирования будет равна сумме матриц жёсткости 
при растяжении и прогибе и будет иметь следующий вид

Соотношение энергий деформирования при растяжении и прогибе определится отношением 
соответствующих коэффициентов матрицы жёсткости [К]

16 / _ 16/ 4 h2п = : tF = -------- = ------.
a tFa" 3ta“

Как правило, h «  a, t ~ 1, следовательно, n «  1, т.е. энергией изгиба можно пренебречь при 
компьютерном моделировании системы армирования грунтовых оснований.

Abstract

The author considers a mathematical modeling of strains of an reinforcing element of the 
ground foundation.
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