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Конечные группы с модулярными подгруппами порядка 4 
 

В.А. ВАСИЛЬЕВ 
 

Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Подгруппа M  группы G  называется 
модулярной подгруппой в G , если выполняются следующие условия: 
(1) , = ,X M Z X M Z〈 ∩ 〉 〈 〉 ∩  для всех ,X G Z G≤ ≤ , таких, что X Z≤ , и 
(2) , = ,M Y Z M Y Z〈 ∩ 〉 〈 〉 ∩  для всех ,Y G Z G≤ ≤ , таких, что M Z≤ .  
Рассматриваются группы с модулярными подгруппами порядка 4 силовских подгрупп. 
Ключевые слова: максимальная подгруппа, минимальная подгруппа, силовская подгруппа, моду-
лярная подгруппа, ΦX -гиперцентр. 
 
All groups considered are finite. A subgroup M  of a group G is a modular subgroup in G , if the follow-
ing conditions are true: 
(1) , = ,X M Z X M Z〈 ∩ 〉 〈 〉 ∩  for all ,X G Z G≤ ≤  with X Z≤ , and 
(2) , = ,M Y Z M Y Z〈 ∩ 〉 〈 〉 ∩  for all ,Y G Z G≤ ≤  with M Z≤ .  
Groups with modular subgroups of order 4 of Sylow subgroups are studied. 
Keywords: maximal subgroup, minimal subgroup, Sylow subgroup, modular subgroup,  
ΦX -hypercenter. 
 

Введение. Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Пусть G  – груп-
па. Напомним, что подгруппа H  из G  называется 2-максимальной (второй максимальной) 
подгруппой в G , если H  является максимальной подгруппой некоторой максимальной под-
группы M  из G . Аналогично определяются 3-максимальные подгруппы и так далее. С изу-
чением 2-максимальных, 3-максимальных, n -максимальных подгрупп связано большое ко-
личество исследований (см., например, [1]–[10]). 

В последние двадцать лет началось активное изучение аналогов максимальных и вто-
рых максимальных подгрупп – минимальных и вторых минимальных (2-минимальных) под-
групп. Напомним, что подгруппа из G  простого порядка называется минимальной подгруп-
пой. Подгруппа группы G  порядка pq , где p  и q  – необязательно различные простые чис-
ла, называется второй минимальной подгруппой. Особый интерес в изучении структуры 
группы G  представляет вопрос о том, как минимальные подгруппы могут быть вложены в 
группу G . Ито [11] доказал, что если G  – группа нечетного порядка и все минимальные 
подгруппы из G  лежат в центре группы G , то G  нильпотентна. Развитием результата Ито 
является следующее утверждение [12]: если для нечетного простого числа p , каждая под-
группа из G  порядка p  лежит в центре группы G , то G  является p -нильпотентной груп-
пой. Если все элементы из G  порядка 2 и 4 лежат в центре группы G , то G  является 2-
нильпотентной группой. Бакли [13] доказал, что если G  – группа нечетного порядка и все 
минимальные подгруппы из G  нормальны в G , то G  сверхразрешима. Далее эти результаты 
были расширены другими авторами (например, Асаад [14], Дерр, Дескинз и Мукхерджи [15] 
и Йокояма [16]). Также стоит отметить следующий известный результат Гашюца [12] в этом 
направлении: если каждая минимальная подгруппа группы G  является нормальной в G , то 
коммутатор G′  группы G  является 2-замкнутым. Баллестер-Болинше, Естебан-Ромеро  
и Янминг Ли [17] исследовали группы с заданным вложением вторых минимальных под-
групп силовских подгрупп. 

Вместе с тем, остается открытым следующий вопрос: что можно сказать о группе G , 
если все ее вторые минимальные подгруппы или хотя бы все ее подгруппы порядка 4 обла-
дают заданным свойством вложения? 
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В данной работе мы доказываем следующий новый результат в этом направлении: 
Теорема.  Пусть E  – нормальная подгруппа группы G , P  – силовская 2 -подгруппа из 

E  с | |> 4P . Предположим, что каждая подгруппа H  из P  порядка 4, не имеющая 2 -
нильпотентного добавления в G , является модулярной в G . Тогда 2 2/ ( ) ( / ( ))E O E Z G O E′ ′∞≤ . 

Используемая в статье терминология стандартна, при необходимости можно обратить-
ся к монографиям [18], [19]. 

Определения и некоторые предварительные результаты. Напомним, что подгруппа M  
группы G  называется модулярной подгруппой в G , если выполняются следующие условия: 

(1) , = ,X M Z X M Z〈 ∩ 〉 〈 〉 ∩  для всех ,X G Z G≤ ≤ , таких, что X Z≤ , и 
(2) , = ,M Y Z M Y Z〈 ∩ 〉 〈 〉 ∩  для всех ,Y G Z G≤ ≤ , таких, что M Z≤ . 
Отметим, что модулярная подгруппа является модулярным элементом (в смысле Куро-

ша, [20]) решетки всех подгрупп группы. Следующие известные свойства модулярных под-
групп будут использованы в данной работе. 

Лемма 1 [20].  Пусть M  – модулярная подгруппа в группе G . Тогда: 
(1) H M  является модулярной подгруппой в H  для всех H G≤ . 
(2) Если N  нормальна в G , то /MN N  модулярна в /G N . 
(3) Если 1M  и 2M  модулярные подгруппы в G , то 1 2,M M〈 〉  также модулярная под-

группа в G .  
Символом ( )Z GU  обозначают наибольшую нормальную подгруппу группы G , у кото-

рой все G -главные факторы цикличны ( ( ) = 1Z GU , если в G  нет неединичных нормальных 
подгрупп с таким свойством). 

Лемма 2 [20].  Если подгруппа M  модулярна в группе G , то / ( / )G
G GM M Z G M≤ U . 

В работе [21] было введено следующее понятие: 
Определение. Пусть Z ΦX  – произведение всех нормальных подгрупп группы G , у кото-

рых нефраттиниевы G -главные факторы X-центральны в G . Тогда Z ΦX  называется ΦX -
гиперцентром группы G . 

Лемма 3 [21]. Пусть = ( )Z Z GΦX  и N  и T  – нормальные подгруппы группы G . Если 
/ ( / )TN N Z G NΦ≤ X  и (| |,| |) = 1T N , тогда T Z≤ .  

Доказательство теоремы. Предположим, что теорема не верна, и рассмотрим контр-
пример ( , )G E , для которого произведение | || |G E  минимально. 

(1) Если X  – холлова подгруппа из E , то условие теоремы выполняется для ( , )X X . 
Если к тому же X  нормальна в G , то условие теоремы также выполняется для 
( / , / )G X E X . 

Пусть X  – холлова подгруппа из E , P  – нециклическая силовская 2-подгруппа из X . 
По условию теоремы каждая подгруппа H  из P  порядка 4 имеет 2-нильпотентное добавле-
ние T  в G  или является модулярной подгруппой в G . В первом случае 

= = ( )X X HT H X T∩ ∩ , и поэтому X T∩  является 2-нильпотентным добавлением к H  в 
X . Во втором случае H  является модулярной подгруппой в X  по лемме 1(1). Таким обра-
зом, условие теоремы выполняется для ( , )X X . 

Пусть теперь X  – холлова подгруппа из E , которая нормальна в G . Пусть */P X  – не-
циклическая силовская 2 -подгруппа из /E X , P  – силовская 2 -подгруппа из *P , такая, что 

* =P PX . Тогда P  является нециклической силовской 2-подгруппой из E , и поэтому  
по условию теоремы каждая подгруппа H  из P  порядка 4 имеет 2-нильпотентное добавле-
ние T  в G  или является модулярной подгруппой в G . Пусть */H X  – подгруппа из */P X  по-
рядка 4. Тогда * = [ ]H X H , где H  является силовской 2 -подгруппой из *H . Ясно, | |= 4H , и 
поэтому либо */ = /H X HX X  имеет 2-нильпотентное добавление / /TX X T T X∩  в /G X  либо 
является модулярной подгруппой в /G X  по лемме 1(2). Поэтому условие теоремы выполня-
ется для ( / , / )G X E X . 
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(2) 2 ( ) = 1O E′ . 
Предположим, что 2 ( ) 1O E′ ≠ . Согласно (1) условие теоремы выполняется для 

2 2( / ( ), / ( ))G O E E O E′ ′ . Следовательно, по выбору ( , )G E  теорема верна для 

2 2( / ( ), / ( ))G O E E O E′ ′ , и значит, для ( , )G E . Получили противоречие с выбором ( , )G E . 
(3)  Если E G≠ , то =E P . 
Предположим, что E G≠ . Согласно (1) условие теоремы остается верным для ( , )E E , 

поэтому E  является 2 -нильпотентной по выбору ( , )G E . Но согласно (2), 2 ( ) = 1O E′ . Значит, 
=E P . 

(4) 2 ( ) = 1O G′ . 
Предположим, что 2= ( ) 1V O G′ ≠ . Тогда согласно (2) и (3) =E P . Согласно (1) условие 

теоремы остается верным для ( / , / )G V EV V . Значит, теорема верна для ( / , / )G V EV V  по выбо-
ру ( , )G E . Теперь согласно (2) и по лемме 3 мы заключаем, что теорема верна для ( , )G E , что 
противоречит выбору ( , )G E . 

(5)  | |> 8P . 
Ввиду выбора группы G , это утверждение вытекает из [23]. 
(6) G  не имеет нормальной максимальной подгруппы M  с | : |= 2G M  и =MP G . 
В противном случае условие теоремы выполняется для ( , )G E M∩ . Следовательно, 

теорема верна для ( , )G E M∩  по выбору ( , )G E . С другой стороны, из G -изоморфизма 
/ /G M E M E∩  заключаем, что /E M E∩  является центральным главным фактором группы 

G . Значит, теорема верна для ( , )G E . Получили противоречие. 
(7) Если =E P , то P  является силовской 2-подгруппой группы G . 
Пусть 2G  – силовская 2 -подгруппа из G . Предположим, что 2=E P G≠ , и пусть Q  – 

силовская q -подгруппа из G , где 2q ≠ . Тогда | |<| |PQ G , и по лемме 1(1) условие теоремы 
выполняется для ( , )PQ P . Значит, ( )P Z PQΦ≤ . Поэтому PQ  нильпотентна. Следовательно, 

( )GQ C P≤ . Пусть теперь 0 11 = =tP P P P≤ ≤ ≤ , где 1/i iP P+  – главный фактор группы 2G , 
= 0,1, , 1i t − . Тогда 1/i iP P+  – главный фактор группы G . Поэтому ( )P Z G≤ , что противоре-

чит выбору ( , )G E . Значит, 2=P G . 
Заключительное противоречие. 
Если G  является 2-нильпотентной группой, то 2/ ( )E O E′  – 2-группа и 

2 2 2/ 2
/ ( ) ( / ( ))( )G O

G O E C E O EE′ ′ ′
′

⊆ , где 2G ′  – холлова 2′ -подгруппа группы G . Значит, 

2 2/ 2
/ ( )/ ( / ( ))( )G O

G O E C E O EE′ ′
′

 – 2-группа и 2 2/ ( ) ( / ( ))E O E Z G O E′ ′∞≤ , что противоречит выбору 

группы G . Значит, G  не 2-нильпотентна. Следовательно, в G  существует 2-замкнутая груп-
па Шмидта 2= [ ] qH H H . Пусть 2= ( )GC C H  и 2= ( )HΦ Φ . 

Предположим, что 2H  неабелева. Пусть 2, \a b H∈ Φ . Предположим, что | |=| |= 2a b  и 
=A a b〈 〉 × 〈 〉 . Рассмотрим вначале случай, когда =GA A . Тогда A  нормальна в G . Рассмот-

рим ряд 2< <A HΦ Φ . Так как 2/H Φ  – главный фактор группы H , то либо = AΦ Φ , либо 

2=A HΦ . Если = AΦ Φ , то A ≤ Φ , что противоречит построению группы A . Так как подгруппа  
Фраттини состоит из необразующих элементов, то 2A HΦ ≠ . Таким образом, случай, когда 

=GA A , невозможен. Пусть теперь = 1GA . Тогда, применяя лемму 2, получаем ( )A Z H∞≤ . 
Так как 2/ / ( / )A H Z H∞Φ Φ ≤ Φ∩ Φ , то 2/ ( / )H Z H∞Φ ≤ Φ . Следовательно, /H Φ  нильпотентна, и 
поэтому H  нильпотентна, что противоречит тому, что H  – группа Шмидта. Рассмотрим те-
перь случай, когда | |= 2GA . Тогда ( )GA Z H∞≤ , и поэтому ( / ) = ( )/G GZ H A Z H A∞ ∞ . Применяя 
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лемму 2, получаем / ( / )G GA A Z H A∞≤ . Значит, 2( ) =A Z H H∞≤ ∩ Φ , что противоречит постро-
ению группы A . Аналогично рассматривается случай, когда | |= 4a  и =A a〈 〉 . 

Предположим, что 2H  абелева. Тогда 2( ) = 1HΦ , и поэтому 2H  – минимальная нор-
мальная подгруппа в H . Если 2| |= 2H , то qH  нормальна, и поэтому H  нильпотентна. По-
лучили противоречие с тем, что H  – группа Шмидта. Предположим, что 2| |> 4H . Пусть 

2<V H  и | |= 4V . По условию леммы V  является модулярной в G  подгруппой. Тогда по 
лемме 2 получаем, что / ( / )G GV V Z G V≤ U . Так как 2H  – минимальная нормальная подгруппа в 
H , то = 1GV . Значит, ( )V Z G≤ U . Следовательно, ( )V Z G H≤ ∩U . Так как ( )H Z G∩ U  являет-
ся нормальной подгруппой в H , то 2 ( ( )) 1H H Z G∩ ∩ ≠U . Значит, 2 ( )H H Z G≤ ∩ U , и поэто-
му 2 ( )H Z H≤ U . Следовательно, 2/H H  нильпотентна и поэтому H  нильпотентна. Получили 
противоречие. 

Значит, 2| |= 4H . По условию леммы 2H  модулярная подгруппа в G . По лемме 2 

2 2 2/ ( / )
G G

H H Z G H≤ U . Если 2 = 1
G

H , то 2 ( )H Z G≤ U , что, как и выше, приводит к противоре-

чию. Ясно, что 2| | 2
G

H ≠ . Таким образом, 2 2=
G

H H , а это означает, что 2H  нормальна в G . 
Предположим, что E G≠ . Тогда =E P  и согласно (7) P  – силовская 2-подгруппа из 

G . Согласно (5) 2H  не максимальная подгруппа в P . Так как H  – группа Шмидта, то 
G C≠ . Так как 2| |= 4H  и 2H  нормальна в G , то 3/G C B S≤ . Если | / |= 2G C , то 

2 ( )H Z G∞≤ , и, рассуждая так же, как и выше, приходим к противоречию. Если | / |= 6G C , то 

3 2/ = [ / ] /G C G C C G C C  и 3| / : / |= 2G C G C C , где 2 2Syl ( )G G∈  и 3 3Syl ( )G G∈ . Но тогда 3G C  нор-
мальная максимальная в G  подгруппа, что противоречит (6). Пусть теперь | / |= 3G C . Так как 

2 2( ) ( ) = 1O C O G′ ′≤ , то 2 ( ) = 1O C′ . Тогда 3= [ ]G C C  является 2-замкнутой группой Шмидта, где 

3C  – циклическая группа порядка 3. Рассуждая так же, как и выше, снова придем к противоре-
чию. Случай, когда =E G , рассматривается аналогично. Таким образом, теорема доказана. 
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