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О сверхразрешимости одного класса конечных групп 
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Все рассматриваемые в данной работе группы конечны.
Одним из естественных обобщений понятия максимальной подгруппы являет

ся следующее введенное в работе [1] определение: Пусть Н  — собственная подгруппа 
группы G. Тогда Я  называется примитивной подгруппой G, если пересечение всех тех 
подгрупп из G, которые содержат Я  собственным образом, снова отлично от Я. В 
качестве элементарного примера примитивной подгруппы, которая не является макси
мальной подгруппой, можно отметить неинвариантную подгруппу порядка 3 в группе 
G = S3 х Z3, где S3 — симметрическая группа третьей степени и Z 3 — порядка 3. Группа 
G является и примером сверхразрешимой группы, в которой для любых двух прими
тивных подгрупп Я  и Т  с HG =  TG множества простых делителей индексов \G : Я | и 
|G : Т| совпадают. В данной работе мы докажем, что любая группа, обладающая этим 
свойством сверхразрешима.

Но прежде мы докажем новый критерий разрешимости группы, представляющий 
и самостоятельный интерес.

Напомним, что подгруппа Я  группы G называется с-нормальной в G [2] , если 
G имеет такую нормальную подгруппу Г, что Н Т — G и Т  П Я  С На.

Лемма 1. [2] Пусть Я  — подгруппа группы G. Тогда справедливы следующие 
утверждения:

1 . Пусть К  <  G и К  С Я . Тогда Я /К  является с-нормалъной в G /К  подгруппой 
в том и только в том случае, когда Я  — с-нормалъная в G подгруппа.

2. Если Я  ^  Т и Я  — с-нормалъная в G подгруппа, то — с-нормальная в Т  
подгруппа.

Теорема 1. Группа G разрешима тогда и только тогда, когда для любых ее 
двух не с-нормалъных в G максимальных подгрупп Н и Т  с На = Та имеет место 
Д \ С : Н \ )  =  Д \ С : Т \ ) .

В этой теореме тг(п) обозначает множество всех простых делителей числа п.
Доказательство. Если группа G разрешима, то согласно известной теореме Оре 

[3] любые ее две максимальные подгруппы Я и Т  с HG = TG сопряжены, значит, tt(\G : 
Я|) =  ir(|G : Г |).

Предположим теперь, что для любых двух не онормальных в G максимальных 
подгрупп Я  и Т  из G с HG =  TG имеет место 7r(|G : Я |) =  -ir(\G : Т\). Покажем, 
что G — разрешимая группа. Предположим, что это не так и пусть G — контрпример 
минимального порядка.

Пусть R  — минимальная нормальная подгруппа группы G. Ввиду леммы 1 лег
ко видеть, что условие теоремы переносится на G/R. Следовательно, R  — неабелева 
группа и R — Soc(G) — единственная минимальная нормальная подгруппа группы G. 
Следовательно, поскольку подгруппа Фраттини группы G нильпотентна, то Ф(С) = 1. 
Пусть М — такая максимальная в G подгруппа, что R % М. Тогда G =  R M  и поэтому 
!G : М | =  |R  : М  П Я|. Пусть р — произвольный простой делитель числа |G : М | и 
Rp — силовская р-подгруппа в R. Тогда согласно аргументу Фраттини G =  RNG{RP). 
Поскольку R  — неабелева группа, то Rp ф R  и поэтому NG{Rp) ф G. Пусть Т  — такая 
максимальная в G подгруппа, что NG{RP) Q Т. Тогда G =  RT  и поэтому MG = TG = 1. 
Нетрудно показать , что обе подгруппы Т  и М не являются с-нормальными в G. Зна
чит, по условию, р одновременно делит числа \G : М\ и \G : Т\. Заметим, что если Gp —
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силовская /з-подгруппа в G, то Gp C\ R ,-  Rp < Gp и поэтому Gp С NG(RP) С Т. Таким 
образом, р \ \G : Т\. Вновь полученное противоречие завершает доказательство данной 
теоремы.

Следствие 1. [2] Группа разрешима, если все ее максимальные подгруппы с- 
нормальны в G .

Следствие 2. [4] Группа разрешима тогда и только тогда когда любые ее две 
максимальные подгруппы с одинаковым ядром сопряжены.

Лемма 2 .  [1] Пусть Н  — подгруппа группы G. Тогда справедливы следующие 
утверждения:

1. Пусть К  <3 G и К  С Н. Тогда Н /К  является примитивной в G/К  подгруп
пой в том и только в том случае, когда Н  — примитивная в G подгруппа.

2. Если Н  ^  Т  и Н — примитивная в Т  подгруппа, то в G найдется такая 
примитивная подгруппа X , что Н = Т  П X .

Теорема 2. Группа G сверхразрешима, если для любых ее двух примитивных 
подгрупп Н  и Т  с Но — То, из которых по крайней мере одна не является с-нормальной 
в G, имеет место 7г(|G : Н |) =  tt(\G : Т\).

Доказательство. Предположим, что теорема не верна и G — контрпример ми
нимального порядка. Согласно теореме 1 группа G разрешима.

Пусть R  — минимальная нормальная подгруппа группы G. Пусть П /Я  и T /R  
примитивные в G /R  подгруппы. Тогда согласно лемме 2 Н  и Т  — примитивные в G 
подгруппы. Если одна из подгрупп Я  или Т  с-нормальна в G, то ввиду леммы 1 одна 
из подгрупп H /R  или Т /Я  с-нормальна в G/R. Предположим теперь, что обе подгруп
пы Я  и Т  не являются с-нормальными в G. Тогда поскольку Но =  То, то по условию 
тг(|С : Н\) =  тг(|С : Т\). Но |G : Н\ =  |G /R  : Я /Я |, \G : Т\ = \G /R  : Т /Я | и поэто
му условие теоремы верно для G/R. Значит, по выбору группы G факторгруппа G /R  
сверхразрешима. Поскольку класс всех сверхразрешимых групп является насыщенной 
формацией, то R — Soc[G) — единственная минимальная нормальная в G подгруппа и 
R  £  Ф(С).

Пусть С =  Co{R) и М — такая максимальная в G подгруппа, что R % М. Тогда 
Mo =  1, G =  R M  и поэтому С — С П R M  =  R(C  П М ). Но, как нетрудно заметить, 
С U М  <  G. Следовательно, С Г) М  — 1 и поэтому С — R(C  П М) — R.

Пусть Ri — максимальная в R  подгруппа. Тогда Я, — примитивная в R  подгруп
па. Согласно лемме 2 в G найдется такая примитивная подгруппа X , что X  П R  =  R\. 
Поскольку |Я : X  П Я| = \R : R \ \ =  |X R  : Х\, то р \ \G : Х\. Понятно также, что 
X G = Мо — 1 и что X  не является с-нормальной подгруппой в G. Значит, 7г(|С : М  |) = 
=  7г(|Я|) =  7г(|G : А |) =  {р}. Но R\ =  Я П X  < X. Поэтому для любой максимальной в 
Я подгруппы R] индекс ее нормализатора G : No(Ri) — натуральная степень числа р. 
Значит, если п  — число всех максимальных в Я подгрупп, то р \ п, что противоречит 
[5; III, 8,5]. Теорема доказана.

Следствие 3. [6] Группа сверхразрешима, если любые ее две примитивные под
группы с одинаковым ядром сопряжены.

Abstract

It is proved that a finite group G is supersoluble if for every two its primitive sub
groups H  and T  with Ho = To where at least one of the subgroups H  or T  is not c-normal 
in G the following holds 7r(|G : H |) =  7r(jG : T|).
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