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Приближение алгебраическими многочленами функций с данным К-М 
обобщённым модулем гладкости производной

Г . Н. К а з и м и р о в

Для 2тг-периодических функций хорошо известны прямая и обратная теоремы теории 
приближений о связи между модулями гладкости функции и её наилучшими приближениями 
тригонометрическими полиномами. При рассмотрении непериодических функций уже не 
удаётся получить такие же связи между модулями гладкости функции и её наилучшими при­
ближениями алгебраическими многочленами. Однако, если обычный модуль гладкости за­
менить некоторым обобщённым модулем гладкости, то остаются справедливыми прямая и 
обратная теоремы теории приближений. Некоторые из таких обобщённых модулей, опреде­
ляемых при помощи операторов обобщённого сдвига были предложены Потаповым М.К. В 
настоящей работе рассматривается обобщённый модуль гладкости, определяемый при по­
мощи оператора обобщённого сдвига Якоби и доказывается неравенство Джексона об оценке 
наилучших приближений алгебраическими многочленами функций, имеющих данный поря­
док к-го обобщённого модуля гладкости производной.

Будем говорить, что / 1  </> <°о, если функция /  измерима на отрезке [-1,1] и

'  1 \ Х' Р
\ \ m \ p dx <+оо, а для р = со функция /  непрерывна на отрезке [-1, 1] и 

v-1

l l / l l o o =  m a x  i / ( 4
-1 < х < 1
Через Lp a J3 обозначим множество таких функций / ,  что /(х)(1 -  х)“ (1 + х)р е Lp и

Для v  > (-1 /2 ) определим оператор обобщённого сдвига Якоби

Tu( f , x , v ) ~ —-— J / (хcosh+ у sinhл/1 - х^ -(1 - )(1 - х ) sin^ —) х 
я y (v )_ 1 2

Р

х(1 - у  ) 1 >dy,

,= l n - v 2 , v - ( 1/2).где y(v)= J ( l - y  ) 1 Jdy.
-1

Обозначим через E„( f )  „наилучшее приближение функции / &L R при по-

мощи алгебраических многочленов Р степени не выше, чем п-1, в метрике I  ,,, т.е.
п Р,а,Р

= inf р л х ) - т
П р , а , р  р  e F  и '  ' " р , а , 0 '

п
где Р -  множество алгебраических многочленов степени не выше, чем п-1, п=1,2,.... 

Введём обозначения:
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^ h( f , x , v )  = Th( f , x , v ) - f { x ) ,  Ar h ( f , x , y )  = Alh (Arh 1 h ( f , x , v ) , x , v )
г '" ’ г г Г '”’ г -1

для г - 2,3,...,

4 h (/.*>/0п у . . . , п г\ V ' S'v\ , a , r  lblJ UP ,
\п. < 0 , 1  = 1,...,г

V р ,а ,р
Теорема 1. Пусть даны числа p ,v ,r  такие, что 1 < р  < оо, у > -(1/2), г = 1,2,3,,... 

Пусть числа а  и ft выбраны по правилу: /? = — , -(1/2р)<а<v+(l/2)-(l/2p) при 1<р<оо,
2 р

0<а<у+(1/2) прир=оо. Тогда для f  eZ, R справедливы неравенства:

где положительные постоянные Cj и Сг не зависят от/ и п(п=1,2,3,...).
Теорема 1 доказана в работе [1].

Будем обозначать:

D = ( I - х ) ~ у 0 + хУ'2 —  (1 -  x)v + 1 (1 + Х)т ~ ,  D0 =1,
’ ах dx x ' v

где /-тождественный оператор, D* =D  и для k=2,3,... D^  Через
Х^ Х^ ~V X ,  V  X j  X ,  V

ADf (v) обозначим множество таких функций g, что g имеет абсолютно непрерывную
P^GCyfj

на каждом [а,Ь]с:(-1,1) 2г-1 производную и /У g e l  R для /=0,1,2,...,г.x ,v  р , а , р

Цель работы -  доказать следующую теорему
Теорема 2. Пусть даны числа p ,v ,k ,r  такие,что\< р  <<х>, v > -(1/2), г = 1,2,3,... 

к - 1,2,3,.... Пусть числа а и р  выбраны по правилу: р - —- ,  -(1/2р)<а<у+(1/2)-(1/2р) при
2 р

1<р<со, 0<a<v+(l/2) прир=оо.

Тогда для функции /  е ADr (V) „ справедливо неравенствор, а , р

Еп ^ р , а , р ~  n2r

где положительная постоянная С$ не зависит от f  и п(п=1,2,3,...).
Доказательству теоремы предпошлём несколько лемм.
Лемма 1. Пусть даны числа p ,v  такие, что 1 < р  < оо, у > -(1 /2). Пусть числа а  и 

Рвыбраны по правилу: р  = —- ,  -(l/2p)<a<v+(l/2)-(l/2p) при 1<р<оо, 0<а<у+(1/2) прир^оо.
2 р

Тогда если то а Щ х , у )  <= Lp  a  р  и || Щ х . у )  \р ^ р S C j / l ^ ,  где по-

ложительная постоянная Q  не зависит от f  и t.
Лемма 1 доказана в [2].

Я
Для 0 < h < — рассмотрим оператор
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L A f , x , v ) =  = - ^ - | ( s i n ~ )  2v 1 J(sin^-)2v + 1T' ( f ,x,v)duda>, 
n <pih) о  2  0 2  «

где <p(h) = [ (sin —)“  2v ~ ̂  J (sin — )2v + * dwc/w 
0 2 0 2

Пусть Lh ( f ,x ,v )  = Lh ( f , x , v ) , а для /=2,3,...

Лемма 2. Пусть даны числа p ,v ,l  такие, что 1< р  < оо, v > -(1 /2),/ = 1,2,3,.... Пусть 

числа а  и /3выбрано по правилу: /3 = — , -(1/2р)<а< v+ (1/2)-(1/2р) при 1<р<оо, 0<a<v+(l/2)
2 р

при р=оо. Тогда если f  еЬ  п то при любых (0 ,-1
р,сс,р г  / 2

, ( f , x , v )  е Л/У (v) и справедливо равенство:«j,...,«, р,ос,р

Dx ,v Lhr ...,hl -  (p(hl ).....(p(h^)Ahv ...,hl •

Лемма 2 доказывается почти дословным повторением леммы 11 из [1], стр.30.
Лемма 3. Пусть даны числа p ,v  такие, что \ <p <co ,v>- { \ . / 2 ) .  Пусть числа а  и

Рвыбрано по правшу: р  = — a<v+l-(l/p) при 1< р< оо , a<v+l при р = о с . Тогда если
2 р

/ е  W " ” / 6 Zu - 1/2
Лемма 3 доказана в [1], стр.21.

кЛемма 4. Пусть g е AD (v )  ̂ у _ \ / 2 ,у > ~(^-2)- Тогда для почти всех хе[-1Д] и 

всех е R ,k  = 1,2,3,...;/ = 1,2,3,... справедливо равенство:

d \ t\  p g , x , v )  = T lt (Dk g,x ,v)

Лемма 4 доказана в [3], стр.26.
Доказательство теоремы 3: Из определения к-й обобщённой разности, теоремы Ле­

бега о предельном переходе, леммы 2, леммы 3 и леммы 4 имеем 
+ к t г  ~ _  \Г 1 jу. h ( f , x , v )  = A (A ( f , x , v ) , x , v )  =

" l’~ ’пг + к nk + \ ”"’ r + k V "  к

= ̂  +, ) <Khk + r )Dx,vLhk + ̂ ; ^  ^  (4 ^  ^  ( / , яг,V) , =

/С т-1 Г  К 1 /С

Используя обобщённое неравенство Минковского, Лемму 1 и очевидное неравенство: 

|^(/г)| < С^/г при 0 < /г < —, где Сб не зависит от И, имеем, что
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Из определения к- го обобщённого модуля гладкости получаем, что

® l U M  п -  CoS 2rc0j (Dr f , S , v )  0 r + k KJ р,а,/3  8 к у x ,vJ р , а , р
По теореме 1

En { f ) p , a , p - C9a r + k ( f ' P ' v)p , a , p - ^ <ak ( Dx , v f ’ n ’v ) p , a , p  

Теорема 2 доказана.

Abstract

The author considers an approximation by algebraic polynomials of functions with a given 
K-M generalized module smoothness of a derivative.
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