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Периодические системы, эквивалентные стационарным системам, 
правая часть которых выражена тригонометрическими функциями

В . А . Г е р м а н о в и ч

Пусть задана система двух дифференциальных уравнений

• •

X = Р(х, y,t), у  = Q(x, у  f t), (1)
И пусть функции P(x,y , t)  и Q(x,y , t) разложимы в тригонометрические ряды Фурье по пе
ременным х ,  у  с переменными rio t коэффициентами. Будем рассматривать только несколь
ко последовательных членов таких рядов. Получим тригонометрические многочлены 
P*(x,y,t)  и Q \ x , y , t ) ,  которые с некоторой степенью точности приближают функции 
P(x,y, t)  и Q (x ,y , t) на соответствующем прямоугольнике.

Наша задача состоит в том, чтобы выяснить, когда система
• •

x = p \ x , y , t ), y  = Q \ x , y , t ) ,  (2)
имеет такую же отражающую функцию, как и некоторая стационарная система. В [1, с. 24] 
доказано, что такой стационарной системой может быть только система

х = Р \ х , у , 0), y  = Q \x ,y ,0 ) .  (3)
В  этом случае отображение за период [- со, со] 2со -периодической системы (2) будет совпа
дать с отображением за период [- со, со] стационарной системы (3). Следовательно, система 
(3) будет приближать систему (2) и систему (1). Т.о., оказывается целесообразным решать 
задачу о совпадении отражающих функций систем (2) и (3) и проводить качественное иссле
дование системы (3). Тем самым получим возможность качественно охарактеризовать реше
ния исходной системы (1).

В качестве первого приближения рассмотрим стационарную систему
•  *

х = а sin у,  у  — Ъ sin х, (4)
где a,b е R . Точки (хт, у п) , где х т =  тж, у п = пж, т , п  е  Z , являются особыми точками 
системы.

Если аЪ > 0 , то особые точки (кж; (к -  \)ж + пж), к , п е  Z  системы (4) являются центрами, 
точки (кж; кж + пж), к ,п е  Z  -  седла; если же ab < 0 , то особые точки (кж, (к -1  )ж + пж), k , n e Z  
системы (4) являются седлами, точки (кж; кж + пж), k , n e Z  -  центры.

Уравнения траекторий на фазовой плоскости можно найти, исключив из системы (4) 
время t и найдя ее первый интеграл:

b c o sx -a c o sy  = С, |С| < \а\ + |б |.
Уравнения сепаратрис седел в случае ah >0  имеют вид:

b c o s x -a c o sy  = ±\a-b\,

а в случае, когда ab < 0 . уравнения сепаратрис имеют вид: b c o s x - a c o s y  = ±|a + Z>|.

Если \а\ -  Щ, то легко видеть, что сепаратрисы седел образованы отрезками прямых:
у  = ±х + (2к-\)ж, k e Z ,  ab < 0; 

у  = ±х + 2кж, ke .Z ,  ab>  0 .
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Рассмотрим, как возможные случаи поведения траекторий на фазовой плоскости ха
рактеризуют решения рассматриваемой системы. В случае |а| = }б| все решения системы (4)

ограничены. Если |я| Ф \b\, то среди решений системы (4) найдутся неограниченные решения, 

которым соответствуют уравнения траекторий b c o s x -a c o s y  = С, |С |< |а -б | при аЪ> 0 и 

|С| <\a + b\ при ab < 0 . Причем, если |oj > |й|, то для указанных решений системы (4) у{1) ог

раничен, а |х(/)| -+► со при / -> + о о , если же |а| < |&|, то ограниченным окажется x(t) , а 

|у(7)| —» оо при t —> +оо . Каждое решение, которое проходит через точки сепаратрисы седла
на фазовой плоскости, будет стремиться к одному из постоянных решений.

Теорема 1. Среди систем вида:

х = а0 + я, cosx + а2 sinx + а3 cos у + <з4 sin у  + а5 cos2x + а6 sin2x + а 7 cos2y +

+ а8 sin 2у  + а9 cos х cos у  + а, 0 cos х sin у  + ах х sin х cos у  + а ,2 sin х sin у,

у  = b0 +b\ cos х + b2 sin х + b3 cos у  + b4 sin у  + b5 cos 2х + b6 sin 2х + Ъп cos 2у +

+ Ъ% sin 2y  + b9 cosxcosy  + bx0 cos х sin у  + b], s inxcosy  + bn  sin х sin у; 
только системы дифференциальных уравнений вида

x = a sin y  + a(/1)a s in y  + J3(t)
f  2 а

sin 2y - a b  cosx sin_y

у  = b s in x - a ( t )  b s m x -P ( t)
r b2

(5)
sin 2x -  ab cosy sin x

где a(t), /3(t) -  любые нечетные непрерывные функции; имеют одну и ту же отражающую 
функцию, и она равна отражающей функции системы (4).

Доказательство. Составим дифференциальное уравнение в частных производных
А , + А хХ - Х хА = 0, (6)

где X -  правая часть заданной дифференциальной системы (4).
Решение этого уравнения Д(х,у,/) будем искать в виде вектор-столбца, в каждой 

строке которого записана сумма нескольких последовательных членов ряда Фурье.
а0 + a, cosx + o2 sinx + a3 cosy + a4 siny + a5 cos2x + a6 sin2x + a7 cos2y +

+ o8 s in2y+ й9 cosx cosy + a 10 cosx sin у + arn sinxcosy+  a12 sin x siny, 
b0 +b\ cosx  + b2 sinx + Z>3 cosy  + bA siny + b5 cos2x  + b6 sin2x + Z>7 cos2y +

+ b% sin2y + b9 cosxcosy  + b]0 cosxsiny + bu sinxcosy + bn  sinxsiny.
Подставим Д(х,у,Г) в уравнение (6) и сгруппируем слагаемые так, чтобы снова полу

чить последовательность ряда Фурье для функции двух переменных. Коэффициенты при ка
ждом из таких членов приравняем нулю. Получим смешенную систему из 24 дифференци
альных и 32 линейных уравнений. Решив эту систему, получим два независимых решения 
уравнения (6) в виде:

2

А, =
I С, tfSiny, 

I- с .  6sinx; Д 2 ~

Со а
sin 2у -  с2 ab cos х sin у ,

с2Ь2
sin2х + с2 ab cosy sinх ;

Зная [2], что добавка a (t)A { + /?(/)Д2 не меняет отражающую функцию системы (4), 
( a(t), ft(t) -  нечетные непрерывные функции), делаем заключение, что системы (4) и (5) 
имеют одну и ту же отражающую функцию. Теорема доказана.

Следствие 1. Системы (4) и (5) имеют одно и то э/се отображение за период 
[-со, со], если a (t), /?(/) -  2со-периодические нечетные непрерывные функции.
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Доказательство. Воспользуемся следствием из теоремы 1 [1, с. 23].
Следствие 2. Если (cp{t),if/{t)) -  решения системы (4), a (u(t),v(t)) -  решения систе

мы (5), для которых выполняются равенства <р(-со) = и(-а>), ц/{-со) = v(-a>), то V k е N  
имеют место равенства

ср{(2к-\)со) = и((2к-\)со), ij/((2k-X)co) = v((2k-X)co) (7)
Доказательство. Поставим в соответствие каждому решению ip(t)) автономной 

системы (4) решение (и{1), v(t)) неавтономной системы (5), такое, что 
(р{-(о) -  и(-со), ц/(-со) -  v (-co). Как доказано выше системы (4) и (5) эквивалентны. Тогда, 
согласно лемме 4 [2] выполняются равенства (7) настоящего следствия. Следствие доказано. 

Теорема 2. Пусть a(t), J3(t) -  2со-периодические нечетные непрерывные функции,
тогда:

1) если ab > 0, то 
п \x(t) = кл ,
1) решения ] системы (5) неасимптотически устойчивы,

yy(t) = ( k - \ ) n + птс, k ,n e .Z
\x(t) = кл,

2) решения ] системы (5) неустойчивы;
[y(t) s  к л  + п л , k ,n e Z

II) если аЪ < 0, то
[*(/) = Атг,

1) решения < ' системы (5) неустойчивы,
[y(t) = ( к - \ ) л  + п л , k ,n e Z
\x(t) = кл ,

2) решениям системы (5) неасимптотически устойчивы.
уу{у) = к л  + п л , k ,n e Z

Доказательство. Пусть (<p(t), (//(/]) -  одно из указанных 2со -периодическое неасим
птотически устойчивое или неустойчивое решение системы (4). Согласно следствию 2 для 
соответствующих решений систем (4) и (5) верны равенства (7).

Очевидна выполнимость неравенств
\(р{2ксо -  Зщ)| < л , \у{2ксо -  Зю)|| < л .

Т.к. a{t), (3{t) -  непрерывная функция, то решения системы (4), для которых верны 
соотношения ||^(~;г)| < л , ||^(-;г)|| < л  продолжимы на [ -л , л ] .

Тогда, согласно теореме 5 [2] решение (u(t), v(t)) системы (5) соответственно 2со-
периодично и неасимптотически устойчиво или неустойчиво.

Теорема 3. Пусть a(t), (3(f) -  2со-периодические нечетные непрерывные функции,
тогда:

I) те решения системы (5), которые при t = со проходят через точки области, зада
ваемой неравенством - \a  + b\<b cos х - а  cos у  <\a + b\, если ab < 0, либо неравенством

- \a - b \< b  cos х - а  cosy < \а -  b\, если ab > 0 неограниченны, причем, если \а\ > \b\, то для ука

занных решений системы (5) y(t) ограничен, а ]х(/)| —> со при t —»+со, если же |я |<ф |, то 

ограниченным окажется x{t), а |у(/)| -* со при t —> +оо.
II)те решения системы (5), которые при t -  со проходят через точки кривых, задан

ных неявно соотношением Ъ cos х - а  cosy = ±|а + б|, если аЪ < 0, и соотношением

b c o s x - a  cosy = ± \a -b \, если ab>  0 ограничены и асимптотически устойчивы, каждое из

, . \x (t) = kn,
эти решении стремится к одному из постоянных решении < при

]у(7) = for+ я;г, k , n s Z
\ x(t) s  кл ,

аЪ > 0 либо \ при ab < 0 .
\y(t) = ( к - \ ) л  + пл ,  k , n e Z
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III) те решения системы (5), которые при t = со проходят через точки участков 
плоскости, задаваемых неравенствами - |а |- |б | < b c o s x - a  cosy < -\a + b\ и

\а + b\< b c o s x - a  cos у  <\a\ + \b\ при ab < 0 либо неравенствами

- |a |- j6 |< 6 c o s x - a c o s y  и \a -b \ <b co sx - а  cos у  < |а| + |б| при a b >0 ,  ограничены и
неасимптотически устойчивы.

Abstract. The periodic systems for which the reflecting function coincides with the RF of a station
ary system the right-hand part of which is expressed by trigonometrical functions are investigated.
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