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Инвариантность стационарного распределения состояний открытой сети с 
многорежимными стратегиями обслуживания

1. Введение. При исследовании сетей массового обслуживания важную роль иг­
рает проблема инвариантности стационарного распределения вероятностей состояний 
по отношению к функциональному вид}’ распределения длительностей обслуживания 
заявок в узлах. Это связано с тем, что в реальных сетях распределение продолжитель­
ности обслуживания обычно отличается от показательного. В работах [1-4] исследова­
лись сети, в которых приборы могут частично выходить из строя, работая при этом 
в ’’щадящем” режиме. Однако в указанных работах предполагалось, что длительности 
обслуживания заявок и длительности пребывания прибора узла в режимах имеют по­
казательное распределение. В настоящей работе рассматриваются аналогичные сети, в 
которых продолжительности обслуживания и длительности пребывания прибора узла 
в режимах имеют произвольный закон распределения, доказывается, что в этом случае 
стационарное распределение сохраняет свой вид.

2. Постановка задачи. Рассматривается открытая сеть массового обслужива­
ния, состоящая из N  однолинейных узлов. Поступающий в нее поток заявок — простей­
ший с параметром Л. Каждая заявка входного потока независимо от других заявок с 
вероятностью яд направляется в l-й узел (I — 1, N; YliLi ^Oi =  !)• Заявка, обслуженная 
в l-м узле, мгновенно с вероятностью яд направляется в к-й узел, а с вероятностью яд 
покидает сеть (/ =  1, N] ]Г)к=0яд =  1). В l-м узле находится единственный прибор, кото­
рый может работать в д  +1 режимах. Состояние I-го узла характеризуется парой чисел

— Ы-ji), где ц —- число заявок в l-м узле, д  — номер режима, в котором работает 
прибор в l-м узле (/ =  1, N;ji  — 0, д).

Назовем 0 основным режимом работы. Время пребывания в основном режиме 
работы имеет произвольную функцию распределения Ф/(0,i), после чего прибор пере­
ходит в режим 1. Для состояния д , у которого 1 < д  < д  — 1, время пребывания 
в режиме д  также имеет произвольную функцию распределения Фi(ji,t),  при этом с 
вероятностью щ{Д)/ {vi(ji) +  <Pi(ji)) прибор 1-го узла переходит в режим д  +  1, а с ве­
роятностью / {vi(ji) + pi (i;)) -  в режим д  — 1. Время пребывания в последнем д-м 
режиме имеет произвольную функцию распределения Ф/(дД), после чего прибор пере­
ходит в (д — 1)-й режим. Во время переключения прибора с одного режима работы на 
другой число заявок в узле не меняется. При этом
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Дисциплина обслуживания заявок в узлах имеет следующую специфику. Заявка, 
поступающая в некоторый узел, обладает абсолютным приоритетом по отношению ко 
всем остальным заявкам, находящимся в узле. Вытесненная с прибора заявка вклини­
вается в начало очереди, сдвигая стоящие в ней заявки, причем при повторном поступ­
лении на прибор заявка продолжает дообслуживаться оставшееся время в режиме, в 
котором работал прибор на момент указанного поступления.

Длительности обслуживания заявок в узлах не зависят от процесса поступле­
ния, друг от друга и от длительностей пребывания в режимах и имеют произвольную
функцию распределения Bi(ii , t) для 1-го узла, зависящую от числа заявок ц в узле,
причем

00

иГЧъ) =  J (I ~ Bi{iu t))dt , (2)
о

т.е. 1м{к) — скорость обслуживания 1-м узлом, когда в нем находится ц заявок.
Будем предполагать, что матрица (щД, где 1,к = О,N,  неприводима (7г0о =  0). 

Тогда уравнение трафика
N

£г =  тго/ +  Х д * 71* * ’ * =  1 « W  (3 )
к= 1

имеет единственное положительное решение (е/, 1 = 1,1V).
Состояние сети в момент времени t будем характеризовать вектором x(t) = 

= . . . ,  Xw(t)), где xi(t) = ji(t)) — состояние 1-г о узла в момент времени
t. В соответствии с вышесказанным, здесь 1/(1) — число заявок в 1-м узле в момент 
времени t, ji(t) — номер режима работы 1-го узла в момент времени t.

Цель работы — доказать инвариантность стационарного распределения x(t) по 
отношению к виду распределений длительностей обслуживания и к виду распределений 
времен пребывания в режимах при фиксированных математических ожиданиях.

3. Марковский случай. Пусть длительности обслуживания заявок в узлах и 
длительности пребывания в режимах имеют показательное распределение, т.е. для 1-го 
узла Bi(ih t) =  1 -  е х р { - m(ii)t} (t > 0) и Фi(jh t) = 1 -  exp{-(ui(j i)  +  ipi{ji))t} (t > 0). 
Тогда x(t) — однородный марковский процесс с непрерывным временем и не более чем 
счетным фазовым пространством X  =  X] х Х 2 х . . .  х Адг, где X t =  {(ii,ji)\ii = 0 ,1 ,...

=  0“п}-
В работе [1] установлено, что при выполнении условия

£ * < * > П ( ( ^ ) ЧП * < *  -  1)<РТЧк)и1*ГЧ8))<оо (4)
хех 1=1  ̂ к=1 s= 1 /

процесс x(t) эргодичен, а финальное стационарное распределение имеет мультиплика­
тивную форму

р(х) =  p i( x 1)p2(x2) ■. .pjv(xjv).

При этом

Pi(ihji) = I M - 'W I I ^ w I p K O .O ) ,
v k= 1 s=l

где q(x) =  \+J2i=i {(i i (U)+Mjt)+lPi(ji)) ̂  a (eb 1 =  1, Аг) — положительное решение урав­
нения трафика (3). Хотя в [lj не конкретизировалась дисциплина обслуживания заявок

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Инвариантность стационарного распределения состояний. 171

в узлах, вышеприведенные результаты будут справедливы для дисциплины с абсолют­
ным приоритетом для поступающей в узел заявки и дообслуживанием вытесненной 
с прибора заявки, что следует из свойств отсутствия последействия у показательного 
распределения.

4. Немарковский случай. Пусть теперь длительность обслуживания заяв­
ки прибором 7-го узла имеет произвольную функцию распределения а время
пребывания прибором l-то узла в режиме д  — Ф п р и ч е м  математические ожи­
дания фиксированы с помощью равенств (1), (2). Основной результат формулируется 
следующим образом.

Теорема. Процесс x{t) эргодичен, если выполнено условие (4), при этом финаль­
ное стационарное распределение имеет, вид

р(х) =  Pi(xi)p2(x2) . . . pN(xN),

где

(Ао)г| П щ{к - lJpr^n^w'Wo.O),
к= 1 5 — 1 А

£i находятся из (3), а

( 0 0  п jl Ч \  - 1

^^гЧ^Пмг1̂ )) > i = h N .
i= 0 j = 0  f c = l  5 = 1  '

A bstract. The open queueing networks with Poisson enter, Markov routing are considered. 
The service time has a wanton distribution. Single server nodes can operate in any regimes, 
switch time on some regime to another also has a wanton distribution. Switch occurs only 
between the neighbouring regimes.
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