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Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Квазинормальной на­
зывают подгруппу И  группы G, которая перестановочна со всеми подгруппами из G. С 
этим понятием связаны многие результаты теории групп, см. [1-2]. Имеются различные 
обобщения квазинормальности, см., например, [3, 4]. Так, обобщением квазинормаль­
ности является следующее понятие.

Подгруппа Н  группы G называется полунормальной в G, если существует такая 
подгруппа К  из G, что Н К  = G и II К] — собственная подгруппа группы G для каждой 
подгруппы K i из К , отличной от К . Отдельные свойства полунормальных подгрупп 
рассматривались в [5,6]. В частности, в [6] установлена сверхразрешимость группы, в 
которой все силовские подгруппы полунормальны.

В настоящей заметке рассматриваются группы, у которых каж дая нециклическая 
силовская подгруппа полунормальна. Отметим, что такая группа не всегда будет сверх- 
разрешимой. Примером служит несверхразрешимая группа перестановок 6'4, у которой 
силовская 2-подгруппа полунормальна, а силовская 3-подгруппа циклическая.

Нам потребуются следующие определения и обозначения.
Пусть л  — некоторое множество простых чисел. Через тт' обозначают дополнение 

к л  во множестве всех простых чисел.
(к1, 7г)-рядом ^-разрешимой группы G называется ряд

1 -  Po(G) ^  N0(G) ^  Pi(G) ^  N ^ G ) ^  . . . ,

где

N iiG yP tiG )  =  0„ '(G /P i(G )), Pi+1(G )/ Ni(G) = On( G j N t(G)), i = 0 , 1 , 2 , . . .

Здесь 0 7Г/(Х ) и О Д Х )  — наибольшие нормальные тт'- и тг-подгруппы группы X  
соответственно.

Ясно, что если группа G 7г-разрешима, то N k(G) = G для некоторого натураль­
ного к. Наименьшее натуральное число к с этим свойством называют 7г-длиной 7г- 
разрешимой группы G и обозначают через 1ДС).  При 7г =  {р} определение тг-длины 
тг-разрешимой группы G совпадает с определением р  длины р разрешимой группы G.

Л е м м а  1. Пусть G — к-разреш имая группа и к — натуральное число. Если каж­
дый отличный от G эпиморфный образ группы G имеет  7г-длину, не превышающую к, 
a ln (G) > к, то:

(1) Ф(G) =  1;
(2) максимальная п-нильпот енгпная нормальная подгруппа 1 \{G ) =  P\{G) явля­

ется элементарной абелевой р-подгруппой для некоторого р G 7г;
(3) F^{G) являет ся единственной минимальной нормальной подгруппой группы

G;
(4) Fir{G) обладает дополнением в группе G;
(5) Cg (F„(G)) = FV(G).

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Конечные группы с полунормальными нециклическими силовскими. 51

Доказательство  аналогично доказательству леммы VI.6.9 из [7].
Л е м м а  2 (теорема IV.2.8 из [7]). Пусть р — наименьш ий простой делитель по­

рядка группы G. Если силовская р-подгруппа в группе G циклическая, то в группе G 
существует нормальное р-дополнение.

Л е м м а  3 (теорема 2 из [6]). Пусть р — наибольший простой делитель поряд­
ка группы G и Р  — ее силовская р-подгруппа. Если Р  полунормальна в G, то Р  — 
нормальная подгруппа группы G.

Л е м м а  4 (теорема IV.2.11 из [7]). Если все силовские подгруппы группы G цикли­
ческие, то коммутант G' являет ся циклической холловой подгруппой и факторгруппа 
G /G ' циклическая.

Л е м м а  5. Пусть G — -к-разрешимая группа с циклическими силовскими р- 
подгруппами для всех р € к  С n(G ). Тогда ln(G) <  1.

Доказательство. Пусть группа G — контрпример наименьшего порядка, для ко­
торого условие леммы верно, но G(G) > 1. Тогда по лемме 1 можно считать, что 
On'(G) =  1 и в группе G подгруппа Фиттинга F  = F (G ) — минимальная нормальная 
р-подгруппа для р £  гг. Ясно, что F  < G^ — [Я] К,  где Н  — G’n — коммутант холло­
вой подгруппы С,,, Я  и К  — холловы циклические подгруппы группы Gn по лемме 4. 
Так как Ca (F) = F , то Я  =  F  и F  является циклической силовской подгруппой груп­
пы G. Поэтому группа всех её автоморфизмов A ut F  абелева. Так как факторгруппа 
N g ( F ) / C g ( F )  =  G /F  изоморфно вкладывается в A u t  F, то факторгруппа G /F  абеле­
ва. Следовательно, холлова подгруппа G,г/ F  нормальна в G /F . Отсюда следует, что GV 
нормальна в группе G и ln(G) < 1. Лемма доказана.

В доказательстве следующих двух результатов использовалась классификация ко­
нечных простых групп.

Л е м м а  6 (см. [8]). Если для любого простого нечетного делителя р порядка груп­
пы G суш,ествуют бипримарные {2, р}-холловы  подгруппы, то группа G разрешима.

Л е м м а  7 (см. [9]). Пусть G — группа и Я  — её полунормальная подгруппа. Тогда:
(1) если Я  — 2-нилъпотентна, то нормальное замыкание H G подгруппы Я  в 

группе G разрешимо;
(2) если порядок подгруппы  Я  нечетен, то подгруппа H G имеет нечетный поря­

док.
Л е м м а  8. Если в группе G силовская р-подгруппа полунормальна, то G р -  

разрешима и q > р для любого q £ tt(G : NG(P )).
Доказательство. Рассмотрим два случая: р > 2 и р =  2. Пусть р > 2. По лемме 

6 получаем, что \Р а \ нечетен, где Р  — силовская р-подгруппа группы G. Следователь­
но, подгруппа P G разрешима по теореме Томпсона-Фейта. Теперь G /P a — р'-группа 
и группа G р-разреш има. Пусть г — произвольное простое число из 7r(G), г  < р. По 
теореме D5 [10] в группе G существует {р, г}-холлова подгруппа P R , где R  — неко­
торая силовская r -подгруппа группы G. По лемме 3 Я  С NG(P ) и q > р для любого 
q 6 ir(G : N g(P )).

Пусть р =  2. Из определения пол у нормальной подгруппы следует, что существует 
подгруппа Я  такая, что G =  P H  и Р Н \ < G для любой собственной подгруппы Hi из 
Я. Отсюда следует, что в группе G существуют {2, q}-холловы подгруппы для каждого 
q G 7г(С ? ) \{ 2 } ,  и группа G разрешима по лемме б. Лемма доказана.

Т еорем а. Если в группе G каждая нециклическая силовская подгруппа полунор­
мальна, то G разрешима и lp(G ) < 2 для любого р 6 7г(G).

Доказательство. Вначале установим разрешимость группы. Пусть группа G — 
контрпример наименьшего порядка, для которого условие теоремы верно, но неверно
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её заключение. Легко проверить следующие свойства: если подгруппа X  полунормальна 
в группе G и N  <3 G, то X N / N  полунормальна в G / N ; если X  полунормальна в G и 
X  ^  Y  ^  G, то X  полунормальна в У, Простые делители порядка группы G обозначим 
следующим образом:

тг(G) = {q,p  1 , . . .  ,рк,р  | q < Pi < Р2 <■■■< Рк < р} ■

Если силовская (/-подгруппа циклическая, то найдётся по лемме 2 подгруппа Gy, 
нормальная в группе G. По индукции подгруппа Gqi разрешима. Если силовская р- 
подгруппа полунормальна, то силовская подгруппа. Gp будет нормальна в группе G по 
лемме 3 и факторгруппа G /G p будет разрешимой по индукции. В этих двух случа­
ях получается, что группа G разрешима. Поэтому следует считать, что подгруппа G,, 
циклическая, а подгруппа Gq иолунормальная.

Из полунормальности силовской (/-подгруппы Gq следует, что G =  G qH  и GqH] < 
< G для любой собственной подгруппы Hi из Н. Поэтому из леммы 8 вытекает g'- 
разрешимость группы G, а так как q — наименьший делитель порядка группы G, то 
группа G разрешима.

Итак, разрешимость группы G установлена.
Рассмотрим множество простых чисел 7г =  {г € n(G) | Gr — нециклическая си­

ловская подгруппа группы G}. Тогда G =  GnGT:i, где в G v содержатся все циклические 
силовские подгруппы группы G. Холлова подгруппа Gw сверхразрешима по следствию 6 
[6], а холлова подгруппа G v сверхразрешима по лемме 4. По теореме VI.6.6 [7j lq(G) < 1 
для всех q G п'. По лемме 5 ln/(G) <  1, поэтому в группе G существует нормальный ряд 
1 <  А  <  В  < G такой, что подгруппа А  и факторгруппа G/ В  являются я-группами, а 
факторгруппа В / А  — л '-группа. Так как группы А  и G / В  сверхразрешимы, то lp(A) <  1 
и lp(G /B ) < 1 для всех р  в  я. Отсюда следует, что lp(G) < 2. Теорема доказана.

В симметрической группе перестановок 5 4 силовская 2-подгруппа полунормальна, 
а силовская 3-подгруппа циклическая. Поэтому оценка р - длины в теореме относительно 
полунормальной силовской подгруппы является точной.

A b s t r a c t .  If every noncyclic Sylow subgroup of a finite group G is semi-normal, then G is 
solvable and lp(G) < 2 for any p G ir(G).
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