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К теории критических частично насыщенных формаций

И.Н.Сафонова

В работе используются определения и обозначения, принятые в [1- 4]. Рассматри
ваются только конечные группы.

Приведем для удобства читателя некоторые определения работы [4]. Символом 
Сшс1 обозначается наибольшая нормальная в G подгруппа, у которой каждый компо
зиционный фактор является ^-группой (если таких подгрупп в G нет, то полагают 
G^d = 1)- Функция вида /  : и> U {и/} — > {формации} называется со-локальным спут
ником. Через LF w(f)  обозначается класс всех таких групп G, что G /G Ш<1 £  / ( и / )  и 
G/FP(G) £ f(p) для любого р £ и> П тг(б'). Если формация #  такова, что $  = LFw(f  ), то 
говорят, что £  — ^-насыщенная формация, a f  — её и>-локальный спутник.

В дальнейшем через 7Г будем обозначать некоторое непустое множество простых 
чисел.

В вопросах классификации насыщенных формаций важную роль играют так на
зываемые минимальные насыщенные не 5>формации [5] (или иначе ^/-критические 
формации [6]), т.е. такие насыщенные формации $  $7 ft, все собственные насыщенные 
подформации которых содержатся в классе групп Sj.

Проблема изучения такого рода формаций впервые была поставлена Л.А.Шемет- 
ковым в его докладе на VI симпозиуме по теории групп [5]. Решению этой задачи по
священ цикл работ А.Н.Скибы 1980 1993 г.г. Основной результат в этом направлении 
достигнут в работе [7], где описаны минимальные насыщенные не i^-формации для слу
чая, когда Sj — произвольная формация классического типа (формация $  называется 
формацией классического типа, если она имеет такой локальный экран, все неабелевы 
значения которого — насыщенные формации).

Вопросу классификации минимальных ы-насыщенных не ^-формаций посвящены 
работы [8] -  [14]. В [12] автором данной работы была доказана следующая теорема, 
охватывающая все отмеченные выше результаты.

Теорема 1. Пусть 3) — некоторая формация классического типа и h — ее макси
мальный внутренний локальный экран. Тогда и только тогда $  является минималь
ной и>-насыщенной не Sj-формацией, когда $ = /“formG, где G — такая монолитиче- 
ская группа с цоколем Р — G , что либо г  — к(Р) f)to = 0,  либо т ф 0  и выполняется 
одно из следующих условий:

(1) G — Р — группа простого порядка;
(2) Р  — неабелева группа и Р  =  Gĥ  для любого р £ т;
(3) G — \Р]Н, где Р  — СДР)  — р-группа, а Н — такая монолитическая группа 

с цоколем Q ~  Hhij>\  что р $  7t(Q) и либо Ф(Н) — 1 и Нн^  С Q для любого q е  тt(Q), 
либо Н — минимальная не б(р)-группа одного из следующих типов:

а) циклическая примарная группа;
б) группа кватернионов порядка 8;
в) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q.
Работа [14] автора посвящена приложению данного результата при описании ми

нимальных (^-насыщенных не ^-формаций, в случае когда 3) — одна из следующих 
формаций: формация всех 7г-разрешимых, либо всех 7г-нильпотентных, либо всех 7г- 
сверхразрешимых групп.
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В данной работе теорема 1 будет использована при нахождении описания мини
мальных ^-насыщенных не 7г-замкнутых, а также не ^-специальных формаций.

В качестве вспомогательного результата нам понадобится следующая 
Л ем м а 1 [2, с.75]. Пусть f \  — локальный экран формации 5, h — внутренний 

локальный экран формации 9j. Тогда формация $9) имеет такой локальный экран f , 
что

еслир£ж($)  
h(p), если р е ж'($).f(p) =

§ 1. М инимальные ^-насыщ енны е не 7г-замкнутые формации

Напомним, что группа называется тг-замкнутой, если она имеет нормальную хол- 
лову 7г-подгруппу. Формация всех 7г-замкнутых групп, очевидно, совпадает с произве
дением 0^0^/.

Теорема 1.1. Тогда и только тогда $  — минимальная iv-насыщенная не ж- 
замкнутая формация, когда 5  =  Я£огтG, где G — такая монолитическая группа с 
цоколем Р, что ж(Р) П ж' ф 0 ,  Р — ж-замкнутый корадикал группы G и либо т — 
= ж(Р) П оо =  0 , либо т -ф 0  и выполняется одно из следующих условий:

1) Р  — неабелева группа, причем если г  П ж1 ф 0 , mo Р совпадает с 0*-/- 
корадикалом группы G;

2) G — \Р]Н, где Р  = С Д Р ) ~  р-группа , а Н — такая монолитическая группа 
с цоколем Q =  Я®*', что Ф(Я) =  1, р ir(Q).

Доказательство. Пусть 9) — формация всех 7г-замкнутых групп, h — ее макси
мальный внутренний локальный экран. Тогда поскольку 5з = 0^0^/, то ввиду леммы 1 
h(p) — 9) для всякого простого числа р е ж и h(p) = 0^/ для всякого простого числа 
р е ж1.

Необходимость. Обозначим через $  минимальную а;-локальную не л-замкнутую 
формацию. Ввиду теоремы 1 $  — Я formC?, где G — такая монолитическая группа с 
цоколем Р = Gr\  что либо т =  ж(Р) Г; to =  0 , либо т /  0  и выполняется одно из 
следующих условий:

(1) Р  —- неабелева группа и Р — Gh{p) для любого р е т;
(2) G =  [Р]Н, где Р  =  C g ( P ) — р-группа, а Я  — такая монолитическая группа с 

цоколем Q = H hijp\  что р $ ж{(̂ ) и либо Ф(Я) =  1 и H h(- С Q для любого q е 7r(Q), 
либо Я  — минимальная не /г(р)-группа одного из следующих типов:

а) циклическая примарная группа;
б) группа кватернионов порядка 8;
в) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q.
Поскольку 9j =  0 ^ 0 ^ , то ж(Р) П ж' ф 0 . Таким образом, если т =  0 , то группа G 

удовлетворяет условию теоремы. Пусть т / 0 и  для группы G выполняется условие (1). 
Допустим, что гПж' ф 0  и р £ тГ\ж'. Тогда поскольку Р  = Gh<J>\  то G /P  £ h(p) — 0 ж>. 
Таким образом, группа G удовлетворяет условию 1) теоремы.

Пусть теперь для группы G выполняется условие (2). Тогда р £ ж'. Значит, h(p) — 
=  0 ^ . Ввиду того, что h(p) = 0 ^  —■ насыщенная формация и H/Q £ h(p) =  0 W/, 
заключаем, что Ф(Я) = 1. Таким образом, Q =  Я®"' и группа G удовлетворяет условию 
2) теоремы .

Достаточность. Пусть $  =  Я form Я, где G — группа из условия теоремы. Ис
пользуя теорему 1 покажем, что формация 5 является минимальной и;-насыщенной не 
я-замкнутой формацией.
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При г =  0 , очевидно, группа G удовлетворяет требованиям теоремы 1.
Пусть т / 0 и  для группы G выполнено условие 1). Тогда поскольку h(p) — И для 

всех р £ т и h(p) = <37ri для всех р £ т', то при т П т г ' / 0  имеем G /P  £ 0 ^  =  /г(р), где 
р £ т', т.е. Р  — Gh^  для всякого р £ т П т'. Кроме того, поскольку по условию группа 
G/Р  7г-замкнута и т(Р) П т' ф 0 , то Р — G Значит, Р  =  Gh(p) при всех р £ т Пт. 
Следовательно, группа G удовлетворяет требованиям условия (1) теоремы 1, Поэтому 
$  =  PformG’ является минимальной и>насыщенной не л-замкнутой формацией.

Пусть теперь группа G из условия 2). Покажем, что Q = Н н(Р  и Hh<q) с  Q для 
любого q £ т(Q). Действительно, по условию Q =  Я®*'. Но так как р £ т' и h(p) = 
имеем Q = Hh<J>\  Кроме того, так как 0 ЭТ/ С h(q) для любого q £ t (Q),  to  H h(̂ ) с  Q. 
Таким образом, группа G удовлетворяет условию (2) теоремы 1. Значит, $ = Я form G'
— минимальная ^-насыщенная не л-замкнутая формация. Теорема доказана.

В частности, при со = {р} из доказанной теоремы получаем
Следствие 1.1. Тогда и только тогда $  — минимальная p-насыщенная не т- 

замкнутая формация, когда $  =  PformG, где G — такая монолитическая группа с 
цоколем Р , что т(Р) Пт' ф 0 , Р  — т-замкнутый корадикал группы G, при этом если 
р £ т(Р), то выполняется одно из следующих условий:

1) Р  — неабелева группа, при р £ Р  совпадающая с 05п>-корадикалом группы G;
2) G =  \Р]Н, где Р — Cg(P) — р-группа , а Н  — такая монолитическая группа

с цоколем Q — Я®*', что Ф(Я) =  1, р ф t (Q).
В случае, когда и> — Р — множество всех простых чисел из теоремы 1.1 вытекает
Следствие 1.2 (А.Н.Скиба [2, с.181]). Тогда и только тогда $  — минимальная 

насыщенная не т-замкнутая формация, когда $ — IformG, где G — такая монолити
ческая группа с цоколем Р, что т {Р)Пт ' ф 0 , группа G/Р  т-замкнута и выполняется 
одно из следующих условий:

1) Р  =  С?®*' — неабелева группа;
2) G =  \Р)Н, где Р  =  Со(Р) — р-группа , а Я  —- такая монолитическая грутга

с цоколем Q =  Я®"', что Ф(Я) =  1. (|Р |, |Q|) = 1.
Следствие 1.3. Тогда и только тогда $  — минимальная и>-насыщенная не р- 

замкнутая формация, когда $  =  Z^formG, где G — такая монолитическая группа с 
цоколем Р, что Р совпадает с p-замкнутым корадикалом группы G и выполняется 
одно из следующих условий:

1) Р  — неабелева шд-группа, причем если т(Р) Г) и> ф {р}, mo Р совпадает с 
0 р/-корадикалом группы G;

2) G =  [Р]Я, где Р  =  CG{ P ) -  q-группа, q £ и: (q ф р), Я  =  [Q]A, где Q =  CH(Q)
— минимальная нормальная р-подгруппа групппы Н, N  £ 0 р/ ;

3) Р — о /-группа.

§2. М инимальные w-насыщ енные не л-специальные формации

Группа называется 7г-специальной, если она обладает нильпотентной нормальной 
холловой 7г-подгруппой. Класс всех ^-специальных групп, очевидно, совпадает с клас
сом 9П-07Г/.

Теорема 2.1. Тогда и только тогда $  — минимальная со-насыщенная не т- 
специальная формация, когда $  =  IformG, где G — такая не т-специальная моноли
тическая группа с цоколем Р, что группа G/Р  т-специальна и либо т =  т(Р)Пи> =  0,  
либо т ф 0  и выполняется одно из следующих условий:

1) Р  — неабелева группа, причем если г  — {р} Ст, mo Р = G'01?®*', в противном 
случае Р  =  G®*';
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2) G — [Р]Н, где Р — Cg(P) — р-группа , а Н — такая монолитическая группа 
с абелевым цоколем Q, что р tt(Q) и Q — Я®*'.

Доказательство. Пусть $) — формация всех ^-специальных групп, h — ее макси
мальный внутренний локальный экран. Поскольку ft =  ОД©^, то ввиду леммы 1 имеем 
h(p) =  9%,©^ для всех р £ л и h(p) = для всех р £ Р.

Необходимость. Пусть #  — минимальная и;-насыщенная не ^-специальная фор
мация. Ввиду теоремы 1 $  =  Z"formG, где G — такая монолитическая группа с цоколем 
Р — G , что либо т =  7г (Р) П со =  0 , либо т  /  0  и выполняется одно из следующих 
условий:

(1) Р  — неабелева группа и Р  =  Gĥ  для любого р £ т ;
(2) G = [Р)Н , где Р  = Сс (Р) — р-группа, а И — такая монолитическая группа с 

цоколем Q — что р $ ix(Q) и либо Ф(Я) =  1 и Н н̂  С Q для любого q £ 7r(Q), 
либо Н  — минимальная не h(p)~группа одного из следующих типов:

а) циклическая примарная группа;
б) группа кватернионов порядка 8;
в) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q.
Понятно, что если т — 0,  то группа G удовлетворяет условиям теоремы. Пусть 

т ф 0  и для группы G выполняется условие (1). Тогда если т =  {р} и р £ гг, то G/ Р  £ 
£ h(p) =  yip&n'. Если же р € Р,  то G /P  £ h(p) = <8п>. Пусть теперь |т| ^  2. Допустим, 
что РПт /  0 и  q Е РПт. Тогда так как Р  =  Gh^  и h(q) — получаем, что Р = G®*'. 
Если же Р  П т =  0,  то найдется, по меньшей мере, два различных простых числа риг/  
из 7г П т. Тогда

G /P  € /г(р) П % )  = П 91,0^ =  («П, П «П,)©,, =  0 ^ .

Таким образом, группа G удовлетворяет условию 1) теоремы.
Пусть теперь для группы G выполняется условие (2). Предположим, что р £ Р . 

Тогда поскольку Q — НМр\  то H/Q  £ h(p) — 0^/, т.е. группа G удовлетворяет условию 
2) теоремы. Пусть р £ ж. Допустим, что Q — неабелева группа или абелева Д-группа. 
Тогда поскольку Я  £ F) = 91*-© ,̂ то Я  £ 0 ^ .  Так как при этом Р  — абелев цоколь, 
то G ^-специальная группа. Противоречие. Следовательно, Q — абелева (/-группа, 
q £ 7г. Но тогда

Я /Q  £ h(p) Г) % )  =  П 9 ^ 0 ^  = (Т1р П %)<5^ = 0 ,(.

Таким образом, группа G удовлетворяет условию 2) теоремы.
Достаточность. Пусть $  = PforrnG, где G — группа из условия теоремы. Оче

видно, что при т = 0  формация $  удовлетворяет теореме 1.
Пусть т Ф 0  и для группы G выполнено условие 1). Покажем, что Р  — Gh^  

для любого р £ т. Пусть т — {р} С 7г. Тогда так как Я(р) =  9 ^ 0 ^ , то Я = <2*̂ 9. 
Если же т =  {р} С Д, то /г(р) =  и снова Я =  Gh^ \  Пусть теперь |т| > 1 и s,q £ 
£ т. Тогда поскольку по условию G /P  £ 0 ^ ,  G не является 7г-специальной группой 
и 0V С /i(s) П /1(9), то Р — GhijJ) для любого р £ т. Значит, группа G удовлетворяет 
условию (1) теоремы 1. Поэтому формация $  является минимальной о;-насыщенной не 
“-специальной формацией.

Пусть теперь группа G удовлетворяет условию 2). Покажем, что Q — Нн<р) и 
Hh(q) с  Q для любого q £ 7г(Q). Действительно, согласно условию теоремы Q = Я®*'. 
Если р £ 7г, то h(p) =  и Q = Если же р £ Я, то h(p) = 9гД 07Г/. Но тогда
поскольку 0 ^  С Я(р), Q — неабелева группа и tc(Q) П 7г ф 0,  то Q ^  h(p). Значит, Q — 
-  НРр\  Кроме того, ввиду того что 0 ^  С h(q) для любого q £ 7r(Q), имеем Hh(-q) С Q.
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Следовательно, группа G удовлетворяет условию (2) теоремы 1. Поэтому J  =  /"formG
— минимальная ^-насыщенная не 7г-специальная формация. Теорема доказана.

В частности, если и  = {р} из приведенной теоремы получаем 
Следствие 2.1. Тогда и только тогда $  — минимальная p-насыщенная не п- 

специалъная формация, когда $  — IHoxmG, где G — такая не тт-специальная моноли- 
тическая группа с цоколем Р, что группа G/Р  тг-специальна, причем если р £ 7г(Р), 
то выполняется одно из следующих условий:

1) Р  — неабелева группа, при этом если р £ п, то Р = G если же р £ к ', 
то Р — G®*';

2) G =  [Р]Н, где Р  = C g (P) — р-группа , а Н — такая монолитическая группа 
с абелевым цоколем Q, что р 7r(Q) и Q = Н е*'.

В случае, когда о> =  Р — множество всех простых чисел из теоремы 5.1 вытекает 
Следствие 2.2 (А.Н.Скиба [2, с. 182]). Тогда и только тогда $  — минималь

ная насыщенная не п-специальная формация, когда $ — /formG, где G — такая не 
■к-специальная монолитическая группа с цоколем Р, что группа G/Р  к-специальна и 
выполняется одно из следующих условий:

1) Р = — неабелева группа;
2) G =  \Р]Н, где Р  = Cg{P) — р-группа , а Н — такая монолитическая группа 

с абелевым цоколем Q, что (|Р |, |Q|) =  1, Q — Н®*'.
Следствие 2.3. Тогда и только тогда $ — минимальная из-насыщенная не р- 

специальная формация, когда 5  =  /“formG, где G — такая не p-специальная моноли
тическая группа с цоколем Р, что группа G/Р  р-специалъна и выполняется одно из 
следующих условий:

1) Р — неабелева ivd-группа, причем если тг(Р) Пш /  {р}, то Р  — G^p';
2) G — \Р]Н, где Р  =  C g (P) — q-группа, q ей; (q фр),  Н = {Q]N, где Q = Ch{Q)

— минимальная нормальная р-подгруппа групппы Н, N  £ 0 р/;
3) Р — и 1 -группа.

Abstract. The author obtained a description of minimal partially saturated non-in
formations, where i  ̂ is one of the following formations: the formation of all finite groups 
with nilpotent commutator subgroup; the formation of all finite metanilpotent groups.
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