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О тотально насыщенных формациях конечной длины

В.Г. С а ф о н о в

В работе рассматриваются только конечные группы. Мы придерживаемся терми
нологии, принятой в монографиях [1-3].

Основные понятия, а также фундаментальные результаты теории тотально насы
щенных формаций изложены в монографиях [2,3]. Там же был поставлен ряд открытых 
вопросов, касающихся тотально насыщенных формаций.

Изучению свойств решетки тотально насыщенных формаций посвящены работы 
[4-8]. Так, С.Ф.Каморниковым [4] были описаны тотально насыщенные формации, все 
тотально насыщенные подформации которых наследственны. В работе Н.Н.Воробьева 
[5] установлена индуктивность решетки всех тотально насыщенных формаций. Автора
ми работы [6] изучались тотально насыщенные формации 3, У которых решетка тоталь
но насыщенных подформаций, заключенных между 3  и & является решеткой с до
полнениями. Неоднопорожденные тотально насыщенные формации, у которых все соб
ственные тотально насыщенные подформации однопорождены, были описаны в работе 
автора [7]. Как оказалось, такие формации — это в точности формации всех конечных 
разрешимых я-групп, где |7г| =  2. Ряд новых свойств решетки тотально насыщенных 
формаций установлен автором в работе [8]. В частности, здесь доказаны модулярность 
и алгебраичность решетки всех тотально насыщенных формаций, описаны тотально на
сыщенные формации, у которых решетка тотально насыщенных подформаций является 
решеткой с дополнениями и др.

В данной заметке, основываясь на результатах работ [7,8], мы докажем, что для 
тотально насыщенной формации 5 условие конечности длины решетки её тотально на
сыщенных подформаций Ь Д З )  равносильно условию конечности самой решетки Loo (5), 
а также разрешимости и однопорожденности формации 3-

Напомним некоторые из используемых определений и обозначений [2,3].
Всякую формацию конечных групп называют 0-кратно насыщенной. При п  ^  1 

формацию 3  называют n-кратно насыщенной, если она имеет такой локальный экран, 
все непустые значения которого — (п — 1)-кратно насыщенные формации. Формацию, 
n-кратно насыщенную для любого целого неотрицательного п, называют тотально на
сыщенной.

Для любой совокупности групп X  через l^fovmX обозначают тотально насыщен
ную формацию, порожденную классом групп X,  т.е. пересечение всех тотально насы
щенных формаций, содержащих класс групп X.  При этом, если X = {G}, то формацию 
ZoofbrmG называют однопорожденной тотально насыщенной формацией.

Относительно операций АД и Д| совокупность всех тотально насыщенных фор
маций 10о является полной решеткой формаций (для любых формаций 9J1 и 7) из 1^ 
полагают Ш V =  ZTOform(2ft U#)) -  В частности, если 3  — формация из Z то че
рез 1<оо{3) обозначают решетку всех тотально насыщенных формаций, содержащихся в 
формации 3- Формации из /Д называют -формациями. Экран, все значения которого 
Zoo-формации, называют Zoo-значным. Если 3 ~  Zoo-формация, то через 3<х обозначают 
её минимальный Zoo-значный локальный экран.
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Для всякой совокупности групп X  полагают

Хоо(р) =  looform(G/Fp{G) i G £ X),

если р £ 7г(Х) и Хоо(р) =  0 ,  если р тг(ЭС). Для произвольной последовательности 
простых чисел рьрг» • • • ,Р п  и всякой совокупности групп X  класс групп ХР1Р2'"Рп опре
деляют следующим образом:

1) X?1 =  ( А /FP1(A)\A £ X);
2) эрж-р* =  (A/FPn{A)\A £ х р1Р2- Рп- 1).
Последовательность простых чисел pi, р2, . . . ,  рп называют подходящей для X, если 

Pi £ ж(Х) и для любого i £ {2, . . . ,  п} число pi £ ir(XPiP'2—pi~1).
Пусть pi,P2, ■ ■ ■ ,Рп ~  некоторая подходящая для 3  последовательность простых 

чисел. Тогда тотально локальный экран З 00Р1Р2 • • • Рп определяют следующим образом:
1) 3 o o P l =  (3 o o (p i) )o o i

2 )  3 o o P l  ■ • ■ Рп ~  ( 3 o o P l  • • • Рп— \  (Р п ) )о о '

Тотально насыщенную формацию 3  называют У^-критической (или, иначе, ми
нимальной тотально насыщенной не ^-формацией), если 3  % fj, но все собственные 
тотально насыщенные подформации из 5  содержатся в классе групп

Следуя А.Н.Скибе [3], будем говорить, что тотально насыщенная формация 3  име
ет /оо-длину п, если существует такая совокупность формаций Зо> Зъ  • • • > Зп, что Зп =  3, 
Зо =  (1), и 3i—1 ) — максимальная тотально насыщенная подформация формации Зг, i =  
=  1, . . . , п .  В противном случае будем говорить, что формация 3  имеет бесконечную
/оо-ДЛИНу.

Корректность этого определения основана на установленной в работе автора [8] 
модулярности решетки /«, всех тотально насыщенных формаций.

Л емма 1 [7]. Пусть р и q — различные простые числа. Тогда UneNl^V-^)" ~  
где я = {р, q}.

Л емма 2 [7]. Пусть тг — некоторое конечное множество простых чисел. Тогда 
для любого целого неотрицательного п  любая тотально насыщенная подформация из 
УХ™ однопорождена.

Л емма 3 [8]. Пусть 3  — непустая формация. Тогда формация ©3 тотально 
насыщенна.

Доказательство. Действительно, как известно (см. пример 1.3.3 [3, с. 28]) произ
ведение 9ТП(6 3 ) является гг-кратно насыщенной формацией (п ^  1). Но 9ТП(©3) =  ©3- 
Поэтому формация © 3 является n-кратно насыщенной при любом п. Следовательно, 
©3 — тотально насыщенная формация. Лемма доказана.

Лемма 4 [8]. Пусть G — монолитическая группа, R  — Soc(G) — неабелева груп
па. Тогда 3  =  /ooformG имеет единственную максимальную /<х>-подформамацию Ш — 
=  © тг(я )/о о й > гт((7 /R).

Доказательство. Поскольку формация ©^(д) тотально насыщена, то в силу след
ствия 7.15 [2, с. 75] имеем Ш £ 1^. Покажем, что Ш С 3- Предположим, что 9Я % 3  
и пусть М  — группа минимального порядка из Ш \  3- Тогда М  — монолитична. Обо
значим N  — Soc(М).  Если теперь N  — неабелева группа, либо абелева ^(Лфгруппа, то 
поскольку

М  £ УХ =  & ^ R)l00form(G/R),

мы получим, что
М  £  l o c f o n n ^ /R )  С  3 -

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



152 В. Г. Сафонов

Последнее противоречит выбору группы М. Поэтому N  — абелева р-группа, где р £ 
€ 7г(Я). Так как N  % Ф(М), то N  — Ор(М) =  FP(M ) и М  = [N )K  для некоторой 
максимальной в М  подгруппы К.  Поскольку р £ л(Н'), то FP(G) — 1 и значение на р 
минимального Zoo-значного локального экрана §Ъо формации $  такое, что

Ы р )  =  U o rm {G /F p(G)) =  U o n n G  =

По теореме 1.3.12 [3, с. 32J имеем 0tp5oc.(p) 4  Следовательно, Но М  £
Значит, М  £ Противоречие. Таким обра|зом, Ш С g".

Покажем теперь, что Ш — единственная максимальная /^-подформация форма
ции

Пусть — произвольная собственная Zoo-иодформация формации Предполо
жим, что Sj % Ш и А  — группа минимального порядка из И \  Ш. Тогда А  —■ моно- 
литическая группа. Пусть Р  — Soc(A), Поскольку Ш — насыщенная формация, то 
Р  <2 Ф(А). Допустим, что Р  — неабелева группа. Тогда поскольку А £ $  и в силу лем
мы 3 У С  ©formG, то А  £ formG. Согласно1 лемме 18.2 [2, с. 167] формация formG имеет 
единственную максимальную подформацию form(G/R). Если formA =  formG, то G £ Sj 
и #  С iy  Противоречие. Поэтому formal С formG. Значит, А £ form(G /R)  С Ш. Но то
гда А £ Ш. Получили противоречие. Значит, Р  — абелева р-группа. Так как при этом 
Р % Ф(А), то Р — Ор(А) — FP(A) и А — [Р]Н для некоторой максимальной подгруппы 
Н  из А. Поскольку ©дщЭД! =  ШТ, то р ^ жШ). Поэтому R  С FP(G) и

(G/R)/F„(G/R) =  (Gf'ft)/Fr~  G /Fr(G).

Так как А £ то Я  ~  A /F P(A ) £ $ос(р) 4  looiovm(G/Fp(G)). Далее, поскольку G /R  £ 
£ Ш, то G/FP(G) ~  (G /R )/F P(G/R) £ m j ( p ) .  Но тогда

А /О р{А) ~  Я  6 &о(р) с  Wtooip).

Значит, согласно лемме 8.2 [2, с. 78] группа А  принадлежит формации 971. Полученное 
противоречие завершает доказательство леммы. Лемма доказана.

Л ем м а 5 [8]. Пусть $  — 1^-формация. Тогда и только тогда $  — минимальная 
тотально насыщенная неразрешимая формация, когда $  = ZooformG, где G — такая 
монолитическая группа с неабелевым монолит,ом Р, что группа G/ Р  разрешима.

Доказательство. Необходимость. Пусть $  — воо-критическая формация. Выбе
рем в £  \  в  группу минимального порядка G. Тогда G — монолитическая группа с 
монолитом R  =  G® и 5  =  ZooformG. Понятно, что R — неабелева группа. Таким обра
зом, группа G удовлетворяет требованиям леммы.

Достаточность. Пусть формация $  удовлетворяет условиям леммы. Тогда, вви
ду леммы 4, формация $  имеет единственную максимальную Zoo-подформацию =  
= &n(R)loaform(G/R). Поскольку G /R  £ ©, то Ш С ©. Так как при этом 5  % ©, то £  — 
©оо-критическая формация. Лемма доказана.

Л ем м а 6 [8]. Пусть $  — неразрешимая 1^-формация. Тогда в $  найдется по 
меньшей мере одна & оо-критическая подформация.

Доказательство. Пусть $  — формация из условия леммы. Обозначим через G 
группу миниального порядка из £ \  ©. Тогда G — монолитическая группа с неабелевым 
монолитом R  =  G®. В силу леммы 5 £  =  ZooformG является искомой минимальной 
тотально насыщенной неразрешимой формацией. Лемма доказана.

Л ем м а 7. Пусть $  — & оо-критическая формация. Тогда длина решетки Loo (39 
бесконечна.
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Доказательство. Ввиду леммы 5 $  =   ̂ос form G, где G — такая монолитическая 
группа с неабелевым монолитом Р, что группа G/ Р  разрешима. Пусть тг =  тг(Р). Со
гласно лемме 4 имеем С Поскольку формация ©*■ тотально нысыщена, то ©*- 
является элементом решетки Loo (5). Покажем что длина решетки Loc(©7r), а значит и 
длина решетки бесконечна.

Пусть р и q — различные простые числа из 7г и £ п — (Д1ДЯд)п для любого нату
рального п. Поскольку и 9^  —- тотально насыщенные формации, то согласно лем
ме б формация £ п тотально насыщена. Ввиду леммы 5.1.7 [3] решетка Loo(£„) конечна 
и поэтому имеет конечную длину. Однако £* С £ j+ i для любого натурального г. Сле
довательно, длина решетки L00(£ i+J) строго больше длины её подрешетки Loo (£,). Та
ким образом, ©тг содержит бесконечную цепь тотально насыщенных подформаций вида 
(91p01g)n, длины которых неограниченно возрастают. Ввиду модулярности решетки то
тально насыщенных формаций заключаем, что длина решетки Ьос(&~) не может быть 
конечной. Так как Ь00(&п) — подрешетка решетки L00(Д), то длина решетки Loo(5) 
бесконечна. Лемма доказана.

Л емма 8. Пусть $ — такая разрешимая Go-формация, что |7г(30| < ос. Тогда 
справедливо одно из следующих утверждений:

1) $  — однопорожденная Zoo-формация;
2) $  содержит по крайней мере одну подформацию вида ©*., где (7г| =  2.
Доказательство. Пусть ]7г(Д)| =  п. Воспользуемся индукцией по п. При п — 1

формация $  — 91р и значит, $ — однопорожденная ^ - ф о р м а ц и я .  Если п  =  2, то в 
силу теоремы работы [7] формация ц либо однопорождена, либо совпадает с 6 Т. Пред
положим теперь, что утверждение леммы верно для любой разрешимой Zoo-формации 
$  с |тг(У)| — п — 1. Покажем, что тогда лемма справедлива и для всякой разрешимой 
/оо-формации $  с 17г(5)| =  п.

Пусть J  ~  разрешимая Zoo-формация с |7г(#)| =  п. Допустим, что 5  не является 
однопорожденной и 6 Т ^  J  для любого тх С 7г($), где |7г| =  2. Пусть со С 7г(#) и 
|со| =  п  — 1. Тогда если =  $  П  ©ш не является однопорожденной Zoo-формацией, 
то по индукции ©я- С Шш с  5  для некоторого подмножества 7г из тг(Д), где |7г| =  2. 
Поэтому для любого со С 7г($), |со| =  п  — 1, Zoo-подформация Т1Ш однопорождена, т.е.

=  Zocform5w для некоторой разрешимой группы Вш. Тогда с  m l fy ,  где t{u) = 
=  1(ВШ).

Покажем также, что в данных условиях при любом р £ 7г(Д) формация доо(р) не 
является однопорожденной. Действительно, если найдется такое р £ тДД), что доДр) яв
ляется однопорожденной формацией, т.е. доо(р) =  Z^form.4 для некоторой разрешимой 
группы А, то $оДр) С где k = 1(A).

Пусть теперь G — произвольная группа из Тогда если |7r(G)| ^  п  — 1, то G £ 
£ Шш С 9 4 ^  для некоторого и  С 7г(Д). Пусть t — наибольшее среди чисел t(и). Тогда 
любая группа G G S' с |7t(G )| ^  п  — 1 содержится в формации

Пусть |7r(G)| =  п. Поскольку р £ 7r(G) и G Е S, то по по теореме 8.3 [2, с. 78] имеем 
G/FP(G) £ ЗоДр). Значит, G £ ®р'% Д Д р ) .

Так как $  — разрешимая тотально насыщенная формация, то $  — наследственная 
формация. Поэтому $  С Д^Л/ДсДр). Следовательно,

с <= « , / л р |  улРгир) = !в„ р  г)<пРг*(р) =
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где т  = t + к +  1. Значит, для любой группы G £ д  имеет место G <Е 91™^.
Таким образом,

В силу леммы 1 5  ~  однопорожденная тотально насыщенная формация. Получаем 
противоречие. Таким образом, для любого р Е к(д) формация S'0O(p) неоднопорождена
И |тг(Зоо(р))| =  П.

Применяя теперь аналогичные рассуждения для формации доо(р), получим, что 
3°сР(я) ~~ неоднопорожденная тотально насыщенная формация и Ы(Зжр(д))\ =  п  для 
любого q £ тг(Зг).

Таким образом, мы можем построить бесконечную подходящую для формации 
$  последовательность простых чисел вида р, q,p, q, . . . ,  где p. q £ п(д), р Ф q. Но то
гда С $  для любого натурального числа s. Значит, ^  Ввиду
леммы 2 U s 6 n (^ p ^ )s =  гДе 77 =  {Р’Я}- Поэтому &п С Противоречие. Таким
образом, <5п С  $ .  Лемма доказана.

Теорема. Пусть д  — тотально насыщенная формация. Тогда следующие утвер
ждения равносильны:

1) решетка Ь00 ($) имеет конечную длину;
2) решетка Lоо($) конечна;
3) 3  — разрешимая однопорожденная 1^-формация.
Доказательство. Пусть имеет место 1). Покажем прежде, что |7г(#)| < оо. Дей

ствительно, предположим, что 7г($) =  {pi,P2 , . . .  ,рп, . . .  } — бесконечное множество. В 
силу леммы 4.2 [1] имеем Рассмотрим следующую цепь /^-формаций

д о  =  (1)  С  d i  =  С  $ 2 =  <П{риР2} С  . . .  С  дп  =  K {pu...iPn} С  . . .

Понятно, что данная цепь является бесконечной цепью /oo-подформаций формации 
Поскольку, в силу леммы 21.2 [2, с. 203], &  — максимальная Д,-подформация в & +1> 
то учитывая модулярность решетки 1^, получаем противоречие с условием 1). Значит,
|7Г(Д)| < ОО.

Покажем теперь, что формация разрешима. Пусть д  52 ©■ Тогда по лемме 6 в д  
найдется по меньшей мере одна ©^-критическая подформация £. В силу леммы 7 длина 
решетки Тоо(£) бесконечна. Но Ь Д Д )  — подрешетка решетки L0O(3r), снова получаем 
противоречие с условием 1).

Таким образом, д  Q &■ Ввиду' леммы 8 формация р либо однопорождена, либо 
содержит в качестве подформации формацию ©_ для некоторого множества простых 
чисел я, 17гj ^  2. Поскольку длина решетки Ь00( 6 Х) бесконечна (см. лемму 7), то д  — 
однопорожденная ^-ф орм ация, т.е. д  =  lodovmG для некоторой разрешимой группы 
G. Следовательно, для формации $  выполняется условие 3).

Пусть теперь имеет место условие 3). Тогда согласно лемме 5.1.7 [3] решетка Ьоо(д) 
конечна. Таким образом, условие 3) влечёт справедливость утверждения 2). Кроме того, 
очевидно, выполнение условия 2) влечёт за собой условие 1). Теорема доказана.

Abstract. The author obtained a characterization of a soluble one-generated -formation 
of finite groups.
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