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О классах несубнормальных подгрупп конечной группы

Т. В. Б о р о д и ч

Будем рассматривать только конечные группы. Используемые обозначения и 
термины соответствуют [1 ].

В работе [2] Г1. И. Трофимов исследовал свойства конечной группы в зависимо
сти от порядков всех классов сопряженных подгрупп (т. е. в зависимости от индексов 
нормализаторов подгрупп конечной группы). В этой работе показано, что если поряд
ки всех классов сопряженных подгрупп являются степенями простых чисел, то группа 
разрешима.

В работах П. И. Трофимова и К. Геринга [3-5] исследовались свойства конечной 
группы в зависимости от наибольшего общего делителя d(G) порядков всех классов 
ненормальных сопряженных подгрупп (т. е. в зависимости от наибольшего общего де
лителя индексов нормализаторов ненормальных подгрупп конечной группы). В [4] по
казано, что если d(G) > 1, то d(G) — простое число и группа G сверхразрешима. К. 
Геринг [5] доказал, что d(G) =  р - простое число тогда и только тогда, когда справедли
вы следующие утверждения: а) существует нормальная подгруппа N  такая, что G /N  
циклическая, \G/N\ делит р -  1 и N  — Р  х D, где Р  — силовская р-подгруппа в группе 
G и D — дедекиндова подгруппа; Ъ) каждая нормальная подгруппа из Р  нормальна в 
группе G; с) G / P  — дедекиндова группа; d) G /D  — не дедекиндова группа.

В данной работе исследуются свойства группы G в зависимости от наибольшего 
общего делителя d*(G) порядков всех классов несубнормальных сопряженных подгрупп 
группы G. При этом получено развитие результатов П. И. Трофимова и К. Геринга.

Доказывается следующая теорема.
Теорема. Если d*(G) ^  1, то группа G — метанильпотентна.
Напомним, что метанильпотентной называют группу, содержащую нильпотент- 

ную нормальную подгруппу, факторгруппа по которой нильпотентна. Запись [А] В  озна
чает полупрямое произведение нормальной подгруппы А и подгруппы В] Н  < G — Н  
нормальная подгруппа группы G; Н < <G — Н  субнормальная подгруппа группы G ; 
Hchar G — Н характеристическая подгруппа группы G ; '71 — класс всех нильпотент- 
ных групп. Формация $  называется насыщенной формацией, если J  содержит всякую 
подгруппу группы G, у которой G / N  £ J  для N  < Ф(б’).

Класс всех ненормальных подгрупп группы G обозначим через:
3C(G) =  {Н  | Н < G, Н  ненормальна в G}.

Класс всех несубнормальных подгрупп группы G обозначим через:
X*(G) = {М  | М  < G, М  несубнормальна вС } .

Наибольший общий делитель a(G) порядков всех классов ненормальных сопря
женных подгрупп группы G обозначим через:

d(G) -  НОД{|£? : Ng ( H ) | I Н  е X(G)}.

Наибольший общий делитель d*(G) порядков всех классов несубнормальных со
пряженных подгрупп ненильпотентной группы G обозначим через:

d*(G) = НОД{|(? : N g{M)\ \ М  6  £*(£)}.
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Если G — нильпотентная группа, то X*(G) =  0  и d*(G) считаем, равным нулю 
(d*(G) = 0).

Пример 1. В симметрической группе ,5'з =  {Z:i}Z2 существует единственная нор
мальная подгруппа Z3. В группе 5'з все подгруппы порядка 2 несубнормальны. Поэтому
d*(S3) = d(S3) = 3.

Пример 2 . В группе S4 =  [E4]S3 существуют две самонормализуемые подгруппы 
D8 и  53. Они обе максимальные в группе S4 . Поэтому ^*(6 4 ) делит ПОД ( 1 5 4  : 5з| =  
4 , 1-S4 : D81 =  3) — 1, т. е. d*(S4) = d(S4) =  1 .

Пример 3. В группе Д4 =  [£4 }Z3 множество всех подгрупп исчерпывается сле
дующими подгруппами:

1 , z 2\  z l  z l  e 4, z 3\  z l  z l  Z34, a 4.

Поэтому X*{A4) =  {Z3 , Zf, Zf, Z |, }. Отсюда получаем, что

d*(A4 ) -  НОД{|Л4 : Z*\ = 4 | г =  М }  -  4 =  22.

Так как 36(А4) -  {Z],  Z f , Zf, Z3\  Zf, Z33, Z3J}; то d(A4) -  2 .
Таким образом, d*(A4) = 22 ф d(A4) — 2.
Пример 4. Группа G =  А 4 х 5 3  метанильпотентна, но d*(G) =  1. 
Действительно, так как Л4 =  [Z?4 ]Z3  , 5’з =  [Z3  ]Z2, то подгруппа Фиттинга 

F(G ) =  Е 4 х Z32̂ , а фактор-группа по ней изоморфна группе Z-^ х Z2. Следовательно 
группа G' метанильпотентна. Несубнормальными в G подгруппами будут, в частности, 
подгруппы Z ^  и Z2. Их нормализаторы N g ( Z ^ )  — Z3 х S 3 и /Vg(Z2) =  Л4 х  Z2 имеют 
индексы |G : A /^ Z ^ )!  =  4 и |G : NG(Z2)\ = 3. Поэтому d*(G) =  d(G) =  1.

Лемма 1. Д ля любой группы G выполняется условие X*(G) С X(G).  
Доказательство. Пусть 5(G) — множество всех подгрупп. Тогда S(G )\X(G ) — 

множество нормальных подгрупп, a S(G)\X*(G)  — множество субнормальных под
групп. Так как нормальная подгруппа всегда является субнормальной, то S{G)\X(G)  С 
S(G)\X*(G).  Следовательно X*(G) С X(G).

Лемма 2. Д л я  любой группы G выполняется условие d(G) делит d*(G). 
Доказательство. По лемме 1 X*(G) С 36(G). Из определения числа d*(G) полу

чаем, что d(G) делит d*(G).
Лемма 3. Д л я  любой группы G выполняется условие

НОД{)С : Ng{Gp)\ | р £ 7r(G)} =  1.

Доказательство. Для любого р G тт(G) справедливо утверждение, что р не делит |G : 
N g ( Gp)\. Тогда получаем, что р не делит НОД-dG : Na(Gp)\ | р G 7r(G)}. Следовательно 
условие леммы выполняются.

Лемма 4. Если силовская р-подгруппа Gp субнормальна в группе G, то она 
будет нормальна в данной группе G .

Доказательство. Так как GP<]<]G, то Gp < 1 гД < Н 2 <3 •.. < 1 Нп — G. По лемме 2.12 |1| 
так как Gp < Н\, то она характеристическая подгруппа в Н х. Следовательно Gp <1 # 2. 
Опять применяя лемму 2.12 [1] Gp char # 2 и так далее. Получим, что Gp char Нп и 
Gp <] G.

Лемма 5. Если 7г =  7Г(d*(G)) ф 0 , то существует it-хол^гова нормальная ниль
потентная подгруппа в группе G.
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Доказательство. Пусть 7Г(d*(G)) ф 0  и р £ п (d*(G)). Если Gv несубнормальна в 
группе G, то Gp £ X*(G) и р не делит \G : Nq{Gp) |. Поэтому р не делит d*(G), проти
воречие. Следовательно Gp < <G, по лемме 4 Gp < G. Беря произведение нормальных 
силовских р-подгрупп для всех р £ п (d*(G)), получаем, что G^ £ 91 и Gn < 1 G.

Л ем м а 6. Тогда и только тогда р £ тг(d*(G)), когда из условия Gp < U < G 
следует, что U < < G.

Доказательство. Пусть р £ тт(d*(G)) и Gp < U < G. Тогда Gp < U < N g (U)  < G 
и р не делит |G : Nq{U) |. Допустим, что Nq(U) несубнормальна в группе G. Тогда d*(G) 
делит |G : Nc(U)\, поэтому р делит |G : Ng(U) |, противоречие. Значит, Nq{U) О <G и
U < <G.

Обратно, пусть из условия Gp < U < G следует, что U < < 1 G. Покажем, что 
р £ 7Г(d*(G)). Допустим противное р $  ir(d*(G)). Это означает, что существует несуб
нормальная подгруппа V  в группе G такая, что р не делит |G : Nc(V)\.  Отсюда следует, 
что некоторая силовская р - подгруппа Gp содержится в N g { V) .  Н о  в  этом случае по на
шему условию подгруппа N g { V )  субнормальна в G. Так как V < N g { V )  < 1 <G, то V <<G, 
противоречие. Поэтому допущение р £  n(d*(G)) неверно и р € n(d*(G)).

Л ем м а 7. Пусть группа G ненильпотентна и N  < G. Тогда d*(G) делит 
d*(G/N).

Доказательство. Если G / N  нильпотентна, то d*(G) делит d*(G/N) — 0. Пусть 
G /N  ненильпотентна. Если M / N  £ X*(G/N ), то есть подгруппа M / N  несубнормальна 
в группе G /N,  то подгруппа М  несубнормальна в группе G и М  е  X*(G).

Если N  < М  N  <  G, то справедливо утверждение N q ( M ) / N  < N g /n { M / N ) .  
Докажем его. Если х  £ Nq(M),  то М х = М.  Поэтому (M / N ) x/rN — x~ 1 N ( M / N ) x N  — 
N x ~ lM x N / N  = N M X/ N  = M x/ N  =  M / N , то есть x / N  € N G/n {M /N )  и NG( M ) / N  < 
Ng/n (M/N).

Теперь пусть N g / n { M / N )  — X / N .  Тогда M / N  <3 X / N ,  M  < X  и X  < N g { M ) .  
Поэтому N G/ n ( M / N )  < N g { M ) / N .

Имеем NG/n (M /N )  = NC{M)/N.
Теперь получаем, что d*(G) делит

|Г  • N ( M )I -  |G| - |G| lNl - l° /Nl  =
1 ■ n |iVG(M )| \Ng(M)\ |iV| \Ng (M ) /N \

= |G/ N  : Na (M)/N\  =  |G/ N  : Ng/n ( M / N )|.

Следовательно d*(G) делит d*(G/N).
Л ем м а 8. Пусть 5  — насыщенная формация. Предположим, что G £ S', но 

G /N  £ $  для любой N  <  G и N  ф Е, тогда G — примитивная группа.
Доказательство. Допустим, что в группе существует единственная минимальная 

нормальная подгруппа N.  Пусть М  — максимальная подгруппа группы G, не содержа
щая N.  Положим, что ядро A/G ф 1 . Так как N  — минимальная нормальная подгруппа 
и N  ^  М , то NC\MG ф 1 • Но теперь в группе две минимальные нормальные подгруппы, 
противоречие. Поэтому Me — 1, значит группа G примитивна с примитиватором М.

Л ем м а 9. В группе G, d*(G) есть либо 0, либо 1, либо степень некоторого 
простого числа г.

Доказательство. Если группа G — нильпотентна, то 3E*(G') — 0  и d*(G) =  0.
Если группа G — ненильпотентна, то она содержит, по крайней мере, одну ненор

мальную максимальную подгруппу. Допустим, что Н — ненормальная максимальная 
подгруппа в группе G. Следовательно, Я  — несубнормальная подгруппа в группе G.
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Предположим, что d*(G) =  rls, где г — простое число, s > 1, (г, s) = 1, I > 0. 
Тогда силовская r -подгруппа R  субнормальна в G. По лемме 4 подгруппа R < G. Сле
довательно, RH  — собственная подгруппа в группе G, так как |G : R H | =  s. Получаем 
цепь строгих включений Н < RH < G. Имеем противоречие с тем, что И  максимальна 
в G. Поэтому s =  1 и d*(G) =  г1.

Пример 3 показывает, что d*(G) может быть степенью некоторого простого числа 
р. Следовательно, в лемме 9 нельзя получить, что d*(G) есть простого числа р.

Доказательство теоремы. Пусть 7Г =  n(d'(G)) ф 0 . По лемме 5 существует 
7Г-холлова подгруппа G> и Gn < G, Gn £ 01, Gn Ф 1.

Пусть N  = Gn. По лемме 7 либо G /N  нильпотентна, либо 7Г(d*(G)) С ir(d*(G/N)). 
Во втором случае по индукции G / N  принадлежат 9Y2. Поэтому группа G /N  разрешима 
в каждом случае. Из этих условий следует, что группа G разрешима.

Так как — насыщенная формация, то группа G примитивна по лемме 8 и G — 
[F(G)]M, где F(G)  =  Ерп ■ <\G. Для любой подгруппы М\ С М по лемме 6 выполняется 
условие F(G)Mi  <1 О С , следовательно М  П F{G)M\ — M\(F(G)  П М) — М\  и получаем, 
что М\ <3 <]М . Тем самым показано, что М  € 01, следовательно G € 012. Таким образом 
группа G — метанильпотентна. Теорема доказана.

Abstract. The paper considers the construction of finite groups according to the 
greatest common measure of orders of all classes of non-subnormal conjugate subgroups.
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