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1. Введение

Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Мы используем тер­
минологию принятую в работах [1, 2, 4]. При исследовании внутреннего строения раз­
личных типов формаций и их классификации важную роль играют так называемые 
однопорожденные формации, т.е. такие формации, которые порождены одной группой. 
Разработанные в этом направлении методы и конструкции теории насыщенных фор­
маций [1, 2], после их адаптации [3, 4], стали с успехом использоваться различными 
авторами при исследовании частично насыщенных [5—10] и частично композиционных 
[11-14] формаций. Развивая наблюдения работ [2, 7], в настоящей заметке изучаются 
свойства ненильпотентных однопорожденных ^-композиционных формаций.

Основными результатами работы являются
Теорема 1. В каждой ненильпотентной однопорожденной £ -композиционной 

формации содержится лишь конечное множество £-композиционных подформаций с 
нилыютентным дефектом 1.

Теорема 2. Пусть J — ненильпотентная однопорожденная £ -композиционная 
формация и ПШ -  решетка с дополнениями. Тогда каждый элемент 9JI решетки

ПОТ представим в виде ШТ =  V£((3'n0't) V£ .£jj | г Е I ) ,  где {f)j | г € /} — набор всех 
минимальных ^-композиционных ненильпотентных формаций, содержащихся в Ш.

2. Определения и обозначения

Пусть £  — произвольный непустой класс простых групп. Тогда любую функцию 
вида /  : £  U {£'} —> {формации групп}, принимающую одинаковые значения на изо­
морфных группах называют £-композиционным спутником. Для произвольного класса 
простых групп X символ ЕЧ  обозначает класс всех таких групп, у которых все ком­
позиционные факторы принадлежат X. Символом )С(Х) обозначают совокупность всех 
таких простых групп Л, что А  ~  Н/'К  для некоторого композиционного фактора Я / К  
группы G € X. Символом C A(G) обозначается пересечение всех централизаторов та­
ких главных факторов Я / К  группы G, что А  € К ( Н / К )  (C A(G) =  G, если группа G 
таковых главных факторов не имеет). Символом Gez, обозначают произведение всех 
нормальных ЕХ-подгрупп группы G. т.е. всех нормальных подгрупп, у которых ком­
позиционные факторы из £. Через Н £ обозначают класс всех гомоморфных образов 
групп из X.

Для произвольного £ -композиционного спутника /  полагают
CFz ( f )  = {G | G / G Es, € / ( £ ')  и G / C A(G) е f ( A)  для всех А  е K{G) П £}.

Если формация $  такова, что $  — CFq(J) для некоторого £-композиционного 
спутника / ,  то говорят, что она £-композиционна, а /  -— £-композиционный спутник 
этой формации.

Символом c£form X обозначается пересечение всех тех £ -композиционных форма­
ций, которые содержат класс групп X. Пересечение всех £-композиционных формаций,
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содержащих данную группу G, снова является £ -композиционной формацией. Такую 
формацию называют однопорожденной £-композиционной формацией и обозначают 
reform G.

Пусть {fi  | г € /}  набор всех £-композиционных спутников формации То­
гда спутник p |ie/ fi называется минимальным ^-композиционным спутником 
Для произвольной совокупности £-композиционных формаций | г € /}  полага­
ют | i € I) — c£form (UieA &)• Пусть { / * ] « € / }  — некоторая система £ -ком­
позиционных спутников. Тогда через V(/j | г € I) обозначают такой спутник / ,  
что f ( A )  — form (Uie/ /*(-^)) Для всех Л £ £ и { £ ' } .  В частности, ( / х V / 2 ) {Л) = 
form (fi{A)  IJ / 2 (A)),  если по крайней мере одна из формаций fi{A) Ф 0 . Если же 
fi (А) =  0  для всех г £ I , то полагают f (A )  =  0 .

Пусть f) — произвольный класс групп. Тогда J  называется S)cs-критической [15] 
или иначе минимальной £-композиционной не ^-формацией [16], если $  f), но 

С f) для каждой собственной £ -композиционной подформации из 3. В част­
ности, если £-композиционная формация $  ненильпотентна, но нильпотентна каждая 
ее собственная £-композиционная подформация, то $  называют минимальной ^ к о м ­
позиционной ненильпотентной формацией. Максимальной £-композиционной подфор- 
мацией £-композиционной формации 5  называется всякая такая ее собственная £- 
композиционная подформация Ш, что для любой £-композиционной подформации из 
3  с условием ЯЯ С S) С $  выполняется Е {9Л, #}• Напомним, что решетка называется 
модулярной, если для любых элементов х, у, z  решетки из х < z = >  x\ / (yAz) =  (xVy)Az.  
Пусть L — решетка с нулем 0 и 1, и пусть а € L. Элемент Ъ называется дополнением 
элемента о в L, если а ЛЬ = 0. о, V Ь =  1. Решетка L с нулем 0 и единицей 1 называ­
ется: решеткой с дополнениями, если каждый ее элемент имеет дополнение; решеткой 
с относительными дополнениями, если каждый ее интервал [а, 6] является решеткой с 
дополнениями. Атом решетки — это ее наименьший ненулевой элемент, т.е. если 0 < а, 
то в L не существует х  такого, что 0 < х < а.

Пусть У — непустая £-композиционная ненильпотентная формация. Тогда сим­
волом П 01 обозначается такая подрешетка решетки с которая состоит из всех £- 
композиционных формаций, заключенных между $  ПОТ и 5". Нильпотентный с£-дефект 
(или 01сл:-дефект) формации 5 — это длина решетки П 01. Напомним, что длина 
конечной цепи С  равна 1(71 — 1. Говорят, что частично упорядоченное множество Р  име­
ет длину п  и пишут 1(Р) =  п, где п — натуральное число, если в Р  существует цепь 
длины п и все цепи в Р  имеют длину < п.

3. Используемые результаты

Частным случаем теоремы 1 из работы [11] является
Лемма 1. Пусть /  — минимальный Z -композиционный спутник формации 3  

и Н  — канонический 2,-композиционный спутник формации # .  Тогда в том и только 
в том случае $  является 9)cz -критической формацией, когда $  — c£formG, где G — 
такая монолитическая группа с монолитом R, что либо K,{R) П £  =  0  и / ( £ /) — 
(Я (£ '))сс -критическая формация, либо K.{R) П £  ф 0 , Cq(R ) С R  $= $(G) и f (A)  ~~ 
(Н (Л))с£-критическая формация, где А 6 /C(i?).

Приведем в качестве леммы замечание, сделанное на странице 796 работы [4].
Лемма 2 [4, с.796]. Если У — однопорожденная с^-формация (п > 0), то 

в 3  имеется лишь конечное множество разрешимых п-кратно £ -композиционных 
подформаций, а также лишь конечное множество наследственных п-кратно £- 
композиционных подформаций.
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Нам понадобится следующий частный случай леммы 5 работы [4].
Л ем м а  3. Если $  — c£formX и /  — минимальный £ -композиционный спутник 

формации $, то справедливы следующие утверждения:
1) / (£ ')  =  form {G/Gez  1 G G X);
2) f ( A )  =  form (G / C a (G) | G G X) для всех A  G /С(30 П £ ;
3) / (Л)  =  0  для всех A e £  \  /С (У);
4) если 5  =  CFz(h),  то f ( Z p) =  form(G | G G /i(Zp) Г)#. 0 P(G') =  1) для 

всех Zp G /С(£)П£+; / (Л)  -  form (G I G G /г(Л) П J  и Soc (G) G £ (/!)) Aw всех 
Л G Ц д )  П iT  и / (£ ')  -  form (G | G G /*(£') П 5  и = 1);

5) К,{Х) = Ц $ ) .
Л ем м а  4 [2]. Пусть А  — монолитическая группа с неабелевым монолитом, Ш

— некоторая т-замкнутая полуформация и A  G /^огтЯЯ. Тогда A  G Ш1.
Л ем м а  5 [17], Пусть G — группа Шмидта. Тогда справедливы следующие 

утверждения:
1) G — разрешимая бипримарная группа;
2) Gm является силовской q-подгруппой в G, q — простое число;
3) G / G — циклическая р-группа, р — простое число;
4) СОТ/Ф (С‘Л) .. главный фактор группы G, причем если |С'?П/Ф(С'ЭТ)| =  qb, то

qb = 1 (mod, р) и b есть показатель числа q по модулю р;
5) Если Р  —< а > — силовская р-подгруппа из G, то ар G Z[G);
6) Если Gox абелева, то Ф(СЩ) — 1,
Л ем м а  6 [13]. В том и только том случае £ -композиционная ненилъпотент- 

ная формация $  имеет нилъпотентную максимальную  £ -композиционную подформа- 
цию, когда $  — Ш  V£ f), где Ш — £ -композиционная нилъпотентная формация, $) — 
минимальная £~композиционная ненилъпотентная формация, при этом:

1) всякая Z -композиционная нилъпотентная подформация из $  входит в 
т V£ (У) П 91);

2) всякая £ -композиционная ненилъпотентная подформация из $  имеет вид 
Я Vй ( & П 9 1 ) .

Л ем м а  7 [12]. Пусть $  и 9) — и-композиционные формации и одна из форма­
ций $  или 9) разрешима. Тогда если $  £  9), то в $  имеется по крайней мере одна 
минимальная и-композиционная не 5)-подформация.

Л ем м а  8 [14]. Пусть Q =  {̂ Эг [ * G 1} — некоторый набор минимальных £- 
композиционных ненильпотентных формаций. Ш — Z -композиционная нилъпотент­
ная формация. Тогда, если 9) — некоторая минимальная Z -композиционная ненилъпо­
тентная подформация из Ш Vй (V£f)j | г G I), то f) Е Q.

Л ем м а  9 [4]. Д ля  любого непустого множества простых групп £  и любого 
целого неотрицательного п решетка с£ алгебраична и модулярна.

Л ем м а  10 [18, с.27]. Подрешетка модулярной решетки модулярна.
Л ем м а  11 [18, с.31]. Любая модулярная решетка М  с дополнениями является 

решет,кой с относительными дополнениями.
Л ем м а  12 [19]. Любая модулярная решетка L с дополнениями, имеющая конеч­

ное число атомов, являет,ся решеткой конечной длины.
Л ем м а  13 [18, с.32]. В решетке L конечной длины с относительными дополне­

ниями каждый элемент а является объединением содержащихся в нем атом.ов.

4. Основной результат

Из теоремы 1 [20], с учетом леммы 1, вытекает следующая
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Лемма 14. Формация $  в том и только в том случае является минимальной 
£ -композиционной ненильпотентной формацией, когда 3  =  c£formG, где G — такая 
монолитическая группа с нефраттиниевым монолитам Р  — G что либо /С(Р)П£ =
0, либо К(Р)  П £ Ф 0 и выполняется одно из следующих условий:

1) G — [P]Q — группа Шмидта с Ф(С) =  1, где Р  =  Cq{P) — абелева р-группа, 
р G 7г ( £ + ) и \ Q \ = q  — простое число;

2) Р  — неабелева группа.
Д о к а за т ель с т во  теоремы, 1. Пусть 5  =  c£form G для некоторой группы G. 

Тогда из леммы 2 получаем, что в 3  содержится лишь конечное множество разрешимых 
(в частности, нильпотентных) £-композиционных подформаций.

Ввиду леммы 14 каждая минимальная £ -ком позиционная ненильпотентная под­
формация Sj из £  имеет вид fi =  reform Я , где Я  — такая монолитическая группа с 
нефраттиниевым монолитом Р — Н т, что либо 1С{Р) П £  =  0 , либо /С(Р) П £  ф 0  и 
выполняется одно из следующих условий:

1) Н = [P]Q — группа Шмидта с Ф(Я) =  1, где Р — С н ( Р ) — абелева р-группа, 
р G тг(£+) и \Q\ =  q — простое число;

2) Р  — неабелева группа.
Пусть /  — минимальный £-композиционный спутник формации 3- Из леммы 3

имеем
Г form( G/ CA(G)), если 5  =  А е  В Д )  П £; 

f ( S )  =  ч form(G/Geh),  если S  =  £';
\  0 , если 5  =  Л е £ \ Щ ) .

Пусть /С(Р) П £  =  0 . Тогда HEz — 1. Следовательно, Я  ~  Н / Н Е& £ / (£ ')  =  
form(G/G'b’£) — form(H ((?/(?££)). Если Р  — неабелев монолит группы Я , то по лемме 4 
Я  изоморфна некоторому гомоморфному образу группы G / G e z • Ввиду того, что G — 
конечная группа, получаем, что G/ G ez конечна. Значит, G / G ez  имеет конечное число 
гомоморфных образов. Следовательно, в $  имеется лишь конечное множество мини­
мальных £-композиционных ненильпотентных подформаций вида c£form Я , где Я  -- 
такая монолитическая группа с монолитом Р = Я'71, что Р — неабелева Р£'-групиа.

Пусть Р  — абелева группа. Так как Н / Р  = Я /Я эт G ОТ, то Я  — разрешимая груп­
па. Значит, в #  имеется лишь конечное множество минимальных £-композиционных 
ненильпотентных подформаций вида А г т Я ,  где Я  -- такая монолитическая груп­
па с монолитом Р = Н т, что Р — абелева Р£'-группа. Следовательно, в $  имеется 
лишь конечное множество минимальных £-композиционных ненильпотентных подфор­
маций вида c£form Я , где Я  — такая монолитическая группа с монолитом Р = Н т, что 
/С(Р)П£ =  0 .

Пусть теперь /С(Р) П £ ^ 0 и  относительно Я  выполняется условие 1). Тогда по 
лемме 5 Я разрешима. Значит, в £  имеется лишь конечное множество минимальных 
£-композиционных ненильпотентных подформаций вида c£forrri Я , где Я  — такая мо­
нолитическая группа с монолитом Р  — Я <л, что /С(Р)П£ Ф 0  и выполняется условие 1).

Пусть относительно группы Я  выполняется условие 2). Тогда С А(Н) — 1. Сле­
довательно, Я  ~  Н / С А(Н)  <= f (A )  =  form (G/GA{G)) =  form (H (G /CA(G))). Так как P
— неабелев монолит группы Я , то по лемме 4 Я  € Н(С/(7Л((?)), т.е. Я  изоморфна неко­
торому гомоморфному образу группы G / C A(G). Ввиду того, что G — конечная группа, 
получаем, что G / C A(G) конечна. Значит, G / C A(G) имеет конечное число гомоморф­
ных образов. Значит, в 3  имеется лишь конечное множество минимальных £ -компози­
ционных ненильпотентных подформаций вида c^forrn Я , где Я  — такая монолитическая 
группа с монолитом Р  =  Я ^ , что Р  — неабелева Е£-группа.
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Таким образом, в $  имеется лишь конечное множество минимальных £- 
композиционных ненильпотентных подформаций.

Пусть теперь Si — произвольная ненилъпотентная £-композиционная подфор­
мация в #, содержащая нильпотентную максимальную £ -композиционную подформа- 
цию. По лемме 6 — ОЛ V~ f)i , где ОЛ — некоторая £-композиционная нильпотентная 
формация, S)i — минимальная £-композиционная ненильпотентная формация. Зна­
чит из доказанного выше следует, что в 5  содержится лишь конечное множество £- 
композиционных подформаций с нильпотентным дефектом 1. Теорема доказана.

В случае, когда £  =  3 из теоремы 1, получаем
Следствие 1.1. В каждой ненильпотентной однопорожденной композицион­

ной формации содержится лишь конечное множество композиционных подформаций 
с нильпотентным дефектом 1.

Лемма 15. Пусть $  — произвольная ненильпотентная Z -композиционная фор­
мация. Тогда и только тогда ОЛ — атом решетки П 91, когда ОЛ — (3" П ОТ) V£ .fj, 
где У) — некоторая минимальная Z -композиционная ненильпотентная подформация 
формации

Доказательство. Необходимость. Пусть ОЛ — атом решетки ЗУ^ПОТ. Тогда дли­
на решетки Ш / ^  П ОТ равна 1. Значит, формация ОЛ обладает нильпотентной макси­
мальной £-композигщонной подформацией. Применяя лемму 6, имеем ОЛ =  (3TI0T) \JZS). 
где Sj — некоторая минимальная £-композиционная ненильпотентная подформация из 
д-

Достаточность. Предположим противное. Пусть найдется такая £-композиционная 
формация ОТ, что S' П ОТ С ОТ С ОЛ =  ($ П ‘Л) V£ Г]. Ввиду того, что ОТ не содержится 
в ОТ, по лемме 7 получаем, что формация ОТ имеет минимальную £ -композиционную 
ненильпотентную подформацию $)г. Тогда С ЭДТ = (3 П 01) V е Следовательно, по 
лемме 8 #1  =  f). Значит, 2Л — П ОТ) Vй f) =  П ОТ) V£ S)\ С ОТ. Противоречие. Таким 
образом, ОЛ — атом решетки 3 / £i? П ОТ. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 2. Ввиду леммы 9, решетка всех £ -композиционных 
формаций модулярна, значит, по лемме 10 решетка $ / а§  П ОТ также модулярна, как 
подрешетка модулярной решетки. По условию решетка ЗУ££  П ОТ является решеткой с 
дополнениями, значит, по лемме 11 ЗУ£#П0Т ~  модулярная решетка с относительными 
дополнениями. Используя теорему 1 и лемму 15, получаем, что решетка ЗУ£^П0Т имеет 
конечное число атомов. Значит, по лемме 12 решетка ЗУ^ЗПОТ имеет конечную длину. Из 
леммы 13 получаем, что каждый элемент ОЛ решетки З У П О Т  является объединением 
содержащихся в нем атомов. По лемме 15 любой атом 9Л*, г 6 I  решетки $ / £3  П ОТ 
имеет вид ОЛ, =  (S' П ОТ) V£ Sji, где i}, — некоторая минимальная £ -композиционная 
ненильпотентная подформация формации 3. Из вышесказанного имеем ОЛ* С ОЛ, а 
значит, всякая С ОЛ, i G I. Следовательно, ОЛ =  У£0Л,- — V£((5' П ОТ) V£ fj* | i е  
/), где | г е /}  — набор всех минимальных £ -композиционных ненильпотентных 
формаций, содержащихся в ШТ. Теорема доказана.

В случае, когда £  =  3, из теоремы 2 получаем
Следствие 2.1. Пусть 3 ..ненильпотентная однопорожденная композиционная

формация и $/с$ П ОТ — решетка с дополнениями. Тогда каждый элемент ОЛ решетки 
ЗУ с & П ОТ представим в виде ОЛ = Ус(($ П ОТ) Vc Sji | г € /) ,  где { ^ г- | г £ /}  -  набор всех 
минимальных композиционных ненильпотентных формаций, содержащихся в ОЛ.

A b s trac t. The paper studies the properties of one-generated £-composition formations of 
finite groups.
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