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Новое доказательство теоремы о конечно порождённых абелевых группах

О . М .  А д а р ч е н к о ,  JI. А . Ш е м е т к о в

В этой заметке мы даем краткую схему нового доказательства следующей хорошо из
вестной теоремы.

Теорема. Каждая конечно порождённая абелева группа является прямым произведе
нием циклических подгрупп.

При доказательстве следующих лемм используются лишь элементарные свойства цик
лических групп.

Лемма 1 (лемма 3 из [1]). Пусть G -  конечная нециклическая абелева группа, все соб
ственные подгруппы которой циклические. Тогда G = А х  В , где j А |=| В [= р  -  простое число.

Лемма 2. Пусть бесконечная абелева группа G является произведением двух цикличе
ских подгрупп, пересечение которых отлично от 1. Тогда G является прямым произведением 
конечной циклической группы и бесконечной циклической группы.

Доказательство. Пусть t -  наименьшее натуральное число со следующим свойством: 
G =< а ><Ь>, 1 = а"’Ь"‘ , т ф 0 , п ф 0 ,  \т\ + \п\ = t.

Не ограничивая общности, будем считать, что 0 < т < |и|.
По алгоритму деления, п = mq + г, где 0 < г < т. Тогда G =< аЪч,Ъ > и 1 = (аЪч)тЪг , т

+ г < t. Следовательно, г -  0, ввиду выбора /. Таким образом, G =< ah4 > х < b > .□
Лемма 3. Пусть G -  конечно порождённая абелева группа, {xj,X2, — её порож

дающее множество с наименьшим числом элементов бесконечного порядка. Пусть хп -  эле
мент наибольшего порядка группы G. Тогда подгруппа <х„> дополняема в G, т. е. 
G =< хп > В и <хп>Г\В = 1.

Доказательство. Будем считать, что о(х{) < о(х2) < ... < о(хг). Пусть г > 0 -  число всех 
элементов конечного порядка в {xj,X2, ...,хп}. Ввиду леммы 2, имеем <х,>П<ос;> = 1, если i ^ j  и 
i > с, /  > г. Учитывая лемму 1 и лемму 2, замечаем, что в G имеется неединичная цикличе
ская подгруппа О такая, что ()П<хп>=\. По индукции, G / Q ---< хп > Q / Q x  B / Q .  Отсюда вы
текает, что G =< хп > В и <хп>Г\В = 1. □

Доказательство теоремы. Пусть G =< хх,х 2,...,хп >, где хх,х 2,...,хп -  такие же, как в 
лемме 3. Тогда G =< хп > В и <x„>r)B = 1. По индукции, В разлагается в прямое произве
дение циклических подгрупп. А значит, для G теорема верна. □

Abstract. A simple way of proving the fundamental theorem for finitely generated abelian groups 
is given in the paper.
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