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Конечные группы , у которых все элементы простого порядка содержатся
в подгруппе Фраттини

В. Н. Т ю тян о в

Следуя Л.А. Шеметкову, элемент х ф 1 конечной группы G назовем Q- 
центральным, если в G найдется такая нормальная подгруппа К , что х К  — неединич­
ный элемент из Z (G /K ).  В работе [1] доказано, что конечная группа G р-нильпотентна, 
если р > 2 и в группе G все ее элементы порядка р являются Q - це нтр ал ьн ы м и. В дан­
ной работе получены и другие результаты о группах с обобщенно центральными эле­
ментами. На Гомельском семинаре Л.А. Шеметков поставил вопрос об усилении этих 
результатов путем наложения условия обобщенной центральности лишь на элементы, 
не содержащиеся в подгруппе Фраттини исследуемой группы. В частности, Л.А. Ше- 
метковым был поставлен следующий вопрос. Пусть G — конечная группа, у которой 
все элементы простого порядка содержатся в подгруппе Фраттини. Верно ли, что G 
является разрешимой группой?

В настоящей работе показано, что ответ на данный вопрос отрицательный и 
приведены примеры неразрешимых групп, у которых все элементы простого порядка 
содержатся в подгруппе Фраттини.

Рассматриваются только конечные группы. Если п — некоторое натуральное чис­
ло, то 7г(п) обозначает множество всех простых делителей числа п. Для конечной груп­
пы G определим k {G) =  7r(|G|), где |С| — порядок группы G. Если р £ tt(G'), то Sylp(G) 
— множество всех силовских р-подгрупп группы G. Ф(б') — подгруппа Фраттини груп­
пы G , М (G) — мультипликатор Шура группы G. Остальные обозначения и определения 
можно найти, например, в [2-5]. Обозначим 7Z =  {P S L 2(p), гдер -  любое простое число, 
большее 3 и для всех г £ к (Р  S  Ь2(р ))\{2} число г2 не делит \P SL 2(p)\}. Отметим, что 
1Z Ф 0 так как, например, P S L 2(5), P S L 2(7) £ 1Z.

Пусть G — конечная группа. Расширением группы G при помощи группы V  
называется короткая точная последовательность групп

Е  : 1 — ■» V  —U G G — ♦ 1.

Если V — абелева группа, то G действует на V  посредством сопряжений, поскольку 
V  вложена в G как нормальная подгруппа. В то же время действие V  на себе триви­
ально, таким образом, возникает индуцированное действие фактор-группы G /V  на V . 
Следовательно, расширение Е  естественным образом определяет действие группы G 
на V, делающее V  G-модулем. Расширение называется неприводимым, если группа G 
действует неприводимо на V.

Приведем следующие вспомогательные утверждения.
(1) (2.8.8 [2]). Пусть G =  S L 2(p), где р — нечетное простое число. Тогда 

все силовские подгруппы нечетного порядка в группе G являются циклическими, а 
силовская 2-подгруппа является обобщенной кватернионной.

(2) (V .25.7 [3]). Пусть G £ 7Z Тогда мультипликатор Шура M (G) =  Z2.
(3) Пусть G — конечная группа, г £ n(G) и силовская r -подгруппа в G цикли­

ческая порядка г. Тогда существует нерасщепимое неприводимое расширение
Е  : 1 — > W  G G — ► 1,
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где W  — абелева г-группа.
Доказательство. Пусть R £ Sylr (G) и R = Zr2 . Тогда расширение

Е\ : 1 — > Zr R R  —-» 1,
будет нерасщепимым. Поэтому H 2(R ,Z r) ф 0. Обозначим V  = Zr. По лемме Шапиро 
([4], §3.6) Я 2(Я, У) =  H 2(G ,V °),  где V е — индуцированный модуль. Следовательно, 
H 2(G, V е ) 0 и расширение

Е2 : 1 — * V е  - У  G — ■> G — ■> 1, 
является нерасщепимым. Пусть

1 — > М' — > V е  — •> М" —■+ 1, 
есть точная последовательность G-модулей. Тогда

H \ G , M ') — ► H 2(G ,V G) — > Я 2(У,М "), 
является точной последовательностью. Поэтому, если H 2(G,M ') = 0 и H 2(G,M ") = 0, 
то H 2(G, V G) — 0. Значит, если H 2(G ,V G) ^  0, то существует композиционный фактор 
Mi в V е  такой, что H 2(G, М -.) -/ 0. Утверждение доказано.

(4) Пусть G £ 71 и г  £ 7r(G)\{2}. Если существует неприводимое нерасщепимое 
расширение групп

Е  : 1 — » У - U  G G — > 1,

где V  — аб&аева r -группа, то
1. V  =  Ф(&).
2. Все элементы простого порядка г группы G содержатся в Vy
Доказательство. Докажем первый пункт утверждения. Пусть М  — произволь­

ная максимальная подгруппа в G. Предположим, что У М .  Тогда в силу максималь­
ности М  в G имеет место факторизация G =  V М . Если У П М  — 1, то расширение Е  
являетст расщепимым, что невозможно. Поэтому Vo =  У Г) М  ф 1. Из факторизации 
G — V M  и абелевости У следует, что G также нормализует подгруппу Vo. Поскольку 
расширение Е  неприводимо, то Vq — V  С М. Противоречие с тем, что У <£. М.  Таким 
образом, всякая максимальная подгруппа в G содержит У. Поэтому У С ф(б'). Так как 
G — простая неабелева группа, то У = Ф(б').

Докажем второй пункт утверждения. Согласно (1) и определению множества 71, 
силовские r -подгруппы в группе G являются циклическими порядка г. Пусть g £ G 
и |^| =  г. Предположим, что у У. Тогда УХ < g >£ Sylr(G). По теореме 15.8.6 
[5] расширение Е  расщепило, что невозможно. Следовательно, g £ У. Утверждение 
доказано.

Построим пример неразрешимой группы, у которой: все элементы простого по­
рядка содержатся в подгруппе Фраттини.

Пусть G =  P S L 2{r) £ 71 и t = j7r(G)\{2}|. Обозначим через П =  { u i ,u 2,
— множество, состоящее из элементов множества 7r(G)\{2}. По (1) и (2) существует 
неприводимое нерасщепимое центральное расширение

Е\ : 1 —+ у  ---+ G\ —Д  G — ■» 1,

где Gi =  S L 2{r), a У  =  M(G)  = Z2. При этом очевидно, что У =  <E>(Gi), а так как си- 
ловская 2-подгруппа в S L 2(r) обобщенная кватернионная, то единственная инволюция 
группы G\ содержится в У
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Согласно (3), существуют неприводимые нерасщепимые расширения

ЕЫ1 : 1 —  К , ^  G — - 1,
Г '  .  1 ________ I /  ^ 2  f - 1  Рь-2  _____________ . 1

EJt : I —  К* GU G —э 1,/ . J t  * у U>t ^  LOt

где VWi — примерные абелевы о»,-группы для всех щ  € О. Согласно (4), =  Ф(СШ£) и
все элементы простых порядков иу содержатся в Vj..

Рассмотрим прямое произведение G\ х Gbn х • • • х GUt — G с элементами 
...,xZt), где Х\ 6 G 1 , G (7^ для всех 6 П. Пусть К  —- подгруппа в G, 

определенная следующим образом:
К  =  | pi(fl) =  рЫ1(а^)  =  ... = p Wt( ^ ) } .

Из определения группы К  следует, что V  =  Vi х УШ1 х ... х К,, о К, G -- К / V  =  P S L 2{r), 
а расширение

^ 1 Т' С  vCi х ... хЕ  : 1 — * Ц  х VL х ... х VX -->  К (7 —  1.

такое, что И =  Ф(А") и для всех t € 7г(А') элементы простого порядка t из К  содер­
жатся в Р . Таким образом, К  является неразрешимой группой, у которой все элементы 
простого порядка содержатся в подгруппе Фраттини.

A b s trac t. The paper presents finite groups all elements of prime order of which are contained 
in the Frattini subgroup.
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