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Конечные группы, силовские подгруппы которых либо циклические, либо
порядка р 2

В. С. М о н а х о в , А. А.  Т р о ф и м у к

Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Согласно теореме 
Цассенхауза ([1], теорема IV.2.11), группа с циклическими силовскими подгруппами 
содержит циклическую холлову подгруппу, фактор-группа по которой также цикличе­
ская.

Натуральное число п называется свободным от кубов, если р3 не делит п для 
всех простых р. В работе [2] на основе системы компьютерной алгебры GAP разрабо­
тан алгоритм для определения числа неизоморфных групп фиксированного порядка, 
свободного от кубов. При составлении алгоритма использовались свойства фраттини- 
евых расширений групп, автоморфизмов и того факта, что простая неабелева группы 
порядка, свободного от квадратов, изоморфна P SL (2 ,p ), р > 3 — простое число такое, 
что числа р — 1 и р +  1 свободны от кубов. Информации о строении разрешимых групп 
порядка, свободного от кубов, статья [2] не содержит.

В настоящей работе исследуется строение группы, в которых силовские подгруп­
пы либо циклические, либо имеют порядок р2. Доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть G — группа, у которой для каждого р е  tt(G) силовская р-под- 
группа либо циклическая, либо имеет порядок р2. Тогда справедливы следующие утвер­
ждения.

1 . Если группа G разрешима, то:
(a) производная длина группы G не превышает 3;
(b) G — дисперсивная группа;
(c) {2,3}'-холлова подгруппа нормальна и дисперсивна по Оре;
(d) 2' -холлова подгруппа метабелева;
(e) если группа G не дисперсивна по Оре, то существует нормальная подгруппа 

N  такая, что фактор-группа G /N  изоморфна знакопеременной группе А 4 степени
2. Если G — неразрешимая группа, то G =  А х  В, где А — разрешимая подгруп­

па, В  =  P SL(2 ,r) ,  г — простое число и г  =  ±3 (mod 8). Кроме того, если порядок G 
свободен от кубов, то числа г — 1 и г +  1 свободны от кубов.

Примеры. 1. Пусть Еьг — элементарная абелева группа порядка 52. Её груп­
пой автоморфизмов является полная линейная группа GL{2, 5), в которой имеется под­
группа, изоморфная симметрической группе S3 степени 3. Полупрямое произведение 
G = [E52]S3 является группой порядка, свободного от кубов. Производная длина группы 
G равна 3. Следовательно, оценка производной длины, полученная в теореме, является 
точной.

2 . Пример знакопеременной группы А 4 указывает на то, что разрешимая группа, 
порядок которой свободен от кубов, не обязана быть дисперсивной по Оре.

3. Пусть G — простая группа P S L (2,53). Ее порядок равен

(1/2)53(53 — 1)(53 +  1) =  223313 • 53.

Силовская 3-подгруппа в группе P S L (2, 53) — циклическая, силовская 2-подгруппа — 
элементарная абелева порядка 4, а силовские 13-подгруппа и 53-подгруппа имеет про­
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стые порядки. Группа P S L (2, 53) удовлетворяет условию теоремы, но число 53 +  1 =  З32 
не свободно от кубов. Поэтому в общем случае теоремы числа г — 1 и г +  1 для группы 
PSL(2 ,r)  не обязаны быть свободными от кубов.

Напомним, что метабелевой называют группу, производная длина которой не 
превышает 2. Циклическая группа порядка п обозначается через Сп. Запись G — [А\В 
означает полупрямое произведение с нормальной подгруппой А. Через G' обозначается 
коммутант группы G, a — i-й коммутант. Наименьшее натуральное число
п , для которого выполняется равенство G^  = 1 , называют производной длиной группы 
G и обозначают через d(G).

Говорят, что группа G дисперсивна, если она обладает нормальным рядом, фак­
торы которого изоморфны силовским подгруппам. Дисперсивной по Оре называется 
группа G порядка

РТР? ■■■Рпп> V\ > Р 2 > ■■■ >Рп, 
у которой для каждого г Е { 1 ,2 ,. .. ,  п} имеется нормальная подгруппа порядка 
рТ Р ?  ■ ■ ■ рТ ■ Дисперсивная по Оре группа G p-замкнута для наибольшего р Е тг(G) 
и д-нильпотентна для наименьшего q Е tv(G).

В доказательствах будут использоваться фрагменты факты из теории формаций. 
Пусть 5  — некоторая формация групп и G — группа. Тогда G5 — ^-корадикал группы 
G, т. е. пересечение всех тех нормальных подгрупп N  из G, для которых G /N  Е # 
Произведение #fj = {G Е <3 \ G^ Е #} формаций #  и состоит из всех групп G. для 
которых ^-корадикал принадлежит формации #. Как обычно, #2 =  ##. Формация # 
называется насыщенной, если из условия (7/Ф((?) Е 3  следует, что G Е #. Формации 
всех нильпотетных и абелевых групп обозначают через 91 и 21 соответственно. При­
митивной называют группу, которая содержит максимальную подгруппу с единичным 
ядром. В примитивной группе максимальная подгруппа с единичным ядром называется 
примитиватором.

Л ем м а  1 . Пусть #  — формация. Тогда 91# — насыщенная формация.
Доказательство. Согласно [3], с. 3G, произведение 01# является локальной фор­

мацией. Поскольку насыщенная формация и локальная формация — эквивалентные 
понятия [4], то 91# — насыщенная формация.

Л ем м а  2 . Пусть #  — насыщенная формация и G — группа. Предположим,что 
G  ̂ но G /N  Е $  для всех N  < G, N  ф 1. Тогда G — примитивная группа.

Доказательство вытекает из фигурирующих в формулировке определений.
Л ем м а  3. ( [5], теоремы 4.40-4.42) Пусть G — разрешимая неединичная прими­

тивная группа с примитиватором М. Тогда выполняются следующие утверждения:
(1 )Ф(С)  =  1;
(2) F(G ) =  C g { F ( G )) =  Op(G) и F(G) есть элементарная абелева подгруппа 

порядка рп для некоторого простого р и натурального п;
(3) G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу, которая сов­

падает с F(G);
(4) G = [F(G)]M и Ор(М) =  1;
(5) фактор-группа G /F(G ) изоморфна подгруппе группы GL(n,p).
Л ем м а  4. 1. Если Н  — р'-подгруппа нечетного порядка группы GL(2,p), то Н 

абелева.
2. Если Н  — разрешимая р'-подгруппа группы GL(2,p) и для каждого q Е ж(Н 

силовская q-подгруппа в Н  циклическая, или порядка q2, то П метабелева.
3. В группе GL(2.p) нет простых неабелевых подгрупп.
Доказательство. Утв. 1 — это теорема 5.2 [6].
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Докажем утв. 2. Пусть Я  — //-подгруппа группы GL(2,p) и для каждого q 6  тг(Н) 
силовская f/-подгрупп а в Н  циклическая, или порядка q2. Из утв. 1 следует, что 21- 
холлова подгруппа Ну в Н  абелева. Теперь Н — II,Н у  и по теореме 4.9 [5] подгруппа 
II метабелева.

Докажем утв. 3. Предположим, что простая неабелева подгруппа К  содержится 
в GL(2,p). Так как SL(2 ,p ) <3 GL(2.p), GL(2,p)/SL(2,p)  ~  Cp_i, то К  С SL(2,p). Но

в группе SL(2,p) имеется только одна инволюция —Е  — ^ ^ . Так как порядок

подгруппы К  четен, то —Е  Е К  и < —Е  > <К. Противоречие. Лемма доказана.
Лемма 5. ( [5], теорема 2.16) 1. Если Н — группа простого порядка р, то группа 

всех автоморфизмов AutН  циклическая порядка р — 1 .
2. Если Н  — циклическая группа, то группа Aut II  абелева.
Лемма 6. Пусть G — нильпотентная группа, у которой для каждого р € 

7г(G) силовская р-подгруппа либо циклическая, либо имеет порядок р2. Тогда группа G 
абелева.

Доказательство. Утверждение вытекает из того факта, что каждая подгруппа 
порядка р2 абелева.

Лемма 7. Если G — разрешимая примитивная группа и F(G) = Е4, то G ~  А 4 
или S4.

Доказательство. Пусть М  — примитиватор группы G. Тогда по лемме 3 группа 
G — [F]M , где F = F(G) и М  < GL(2,2) ~  S3. Поэтому либо М  ~  Zs, либо М  ~  S3. 
Представление группы G перестановками на множестве левых смежных классов группы 
G по подгруппе М  будет точным степени 4, поэтому группа G изоморфна подгруппе 
порядка 12 или 24 из симметрической группы S4. Ясно, что G ~  А 4 или S4. Лемма 
доказана.

Лемма 8. ( [7], лемма 2) Разрешимая группа с циклической подгруппой Фигп- 
тинга сверхразрешима.

Доказательство. Пусть G — разрешимая группа с циклической подгруппой Фит- 
тинга F. Так как Со (F) С F, то по лемме 5 группа G /F  будет абелевой. Теперь по 
лемме 4.46 [5] группа G сверхразрешима.

Л емма 9. Если G — простая неабелева группа, у которой для каждого р G 
7r(G) силовская р-подгруппа либо циклическая, либо имеет порядок р2, то G изоморфна 
PSL(2 ,r), г > 3. г — прост,ое число и г  = ±3 (mod 8).

Доказательство. Хорошо известно, что в простой неабелевой группе G силов­
ская 2-подгруппа &'2 имеет порядок > 4 и не является циклической. Поэтому 6-'2 — 
элементарная абелева группа порядка 4. Согласно теореме [8], стр. 485, группа G изо­
морфна группе P S L (2, r m), rm — нечетное число, гт > 3 и гт =  ±3 (mod 8). Поскольку 
в группе P S L (2, гт) силовская r -подгруппа элементарная абелева, а остальные силов­
ские подгруппы нечетных порядков циклические, то т  < 2 .

Предположим, что т  =  2. Порядок группы G равен (1/2)r2(r2 — 1 )(r2 +  1) =  
( l/2 ) r2(r — l)( r  +  l) ( r2 +  1). Так как г — 1 — четное число, то г — 1 =  2к для некоторого 
натурального к. Теперь г +  1 =  2А: +  2, г2 +  1 =  4к2 Ч- 4Ат -f- 2,

|G| =  ( l /2 )r22k(2k +  2)(4 к2 + 4к + 2) = Аг2к(к +  1)(2 к2 + 2к+1)

и 8 делит порядок группы G. Противоречие с тем, что силовская 2-подгруппа G% — 
элементарная абелева группа порядка 4. Таким образом, т — 1. Лемма доказана.

Напомним, что через R(G) обозначается разрешимый радикал группы G, т. е. 
наибольшая нормальная разрешимая подгруппа группы G.
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Лемма 10. Если G — неединичная группа, у которой для каждого р £ 7Г(G) 
силовская р-подгруппа либо циклическая, либо имеет порядок р2, то группа G либо 
простая, либо R{G) Ф 1.

Доказательство. Если группа G разрешима и неединична, то R(G) ф 1. Пусть 
G — неразрешимая группа и N  — её минимальная нормальная подгруппа. Предпо­
ложим, что R{G) = 1. Подгруппа N  является прямым произведением изоморфных 
простых неабелевых групп. Так как в группе G силовская 2-подгруппа элементарная 
абелева порядка 4, то iV — простая подгруппа. По лемме 9 iV ~  PSL(2,r) ,  где г > 3. 
г — простое число, и г =  ±3 (mod 8), a G / N  — группа нечетного порядка. Пусть 
С  =  Cg(N). Тогда C N /N  =  С /С  П N  < G / N  и С  П N  — Z ( N ) = 1. Поэтому подгруппа 
С  имеет нечетный порядок. Теперь С  С R(G)  =  1 и группа G изоморфна некоторой 
группе автоморфизмов группы PSL(2,r) .  Хорошо известно, что AutiV =  PGL(2,r)  и 
\G : N\ = 2. Если G ф N,  то силовская 2-подгруппа в группе G имеет порядок 8 и яв­
ляется нециклической. Противоречие. Поэтому G = N  = P S L ( 2, г) — простая группа.

Доказательство теоремы. 1(a). Вначале индукцией по порядку группы G до­
кажем, что G Е 9Т212. По индукции все нетривиальные фактор-группы группы G при­
надлежат 9I212, а так как по лемме 1 произведение ОШ2 является насыщенной форма­
цией, то по лемме 2 можно считать, что G — примитивная группа. Теперь Ф((?) =  1 
и в группе G существует единственная минимальная нормальная подгруппа, которая 
совпадает с F(G). Причем G =  [F(G)\M и F(G) есть элементарная абелева подгруп­
па порядка рп. Подгруппа F = F(G ) совпадает со своим централизатором в группе 
G, и фактор-группа G/F(G)  изоморфна подгруппе группы автоморфизмов группы F 
По условию теоремы силовские р-подгрупиы группы G либо циклические, либо имеют 
порядок р2. Поэтому \F\ делит квадрат некоторого простого числа.

Если порядок F  — простое число р, то по лемме 5 группа A utF  циклическая 
порядка р — 1 и G G 9121.

Если |F | =  j>2, то A utF  =  GL(2,p) и применимо утв. 2 леммы 4. Поэтому под­
группа М  метабелева и G € *Л212.

Итак, в любом случае G 6 9Ш2. Так как все нильпотентные группы, у которых 
для каждого простого р силовские р-подгруппы либо циклические, либо порядка р2, по 
лемме 6 абелевы, то из включения G € 9Ш12 следует, что G G 213. Поэтому d(G) < 3.

1 (b). Если подгруппа Фиттинга F(G) циклическая, то G сверхразрешима по лем­
ме 8, а значит, и диспереивна по Оре. Если F(G) не циклическая, то некоторая её силов­
ская р-подгруппа Р  не циклическая. Но тогда Р  — элементарная абелева порядка р2 и Р 
является силовской р-подгруппой в группе G. По индукции G /Р — с^-дисперсивпа для 
некоторого упорядочения <р\ множества 7Г(G /P)  =  { q i , . . . ,  qn}, qi(piq2<fii ■ ■ ■ <PiQn- Сама 
группа G будет <р-дисперсивной, где 7г((?) =  {р, . . . ,  qn}, p<pqi<pq2<p ■ ■ ■ <pqn-

1(c). Применим индукцию по порядку группы G. Пусть 7г =  7r(G )\{2, 3} и On(G
— наибольшая нормальная 7г-подгруппа группы G. Если On(G) ф 1, то по индук­
ции подгруппа Gn/O n(G) нормальна в G/0„(G), поэтому G„ нормальна в G. Пусть 
Ott(G) =  1. Поскольку класс всех 7г-замкнутых групп является насыщенной формаци­
ей, [3], с.34, то по лемме 2 группа G примитивна. Теперь по лемме 3 в группе G суще­
ствует единственная минимальная нормальная подгруппа, которая совпадает с F(G). 
причем G — [F(G)]H, подгруппа Фиттинга F(G) есть элементарная абелева подгруп­
па порядка рп, п < 2, II  — максимальная подгруппа. Поскольку On(G) — 1, то F(G 
является 2-подгруппой или 3-подгруппой.
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Предположим, что F(G) — 2-группа. Если |F(G )| =  2, то |G| =  2, а поэтому 
G1г =  1 . Если \F(G)\ =  4, то по лемме 7 группа С изоморфна А 4 или .S4, поэтому
G1г =  1.

Пусть F(G) — 3-группа. Если |F(G )| =  3, то Н  изоморфна подгруппе цикличе­
ской группы порядка 2, а поэтому Gn = 1. Если |F(G )| =  9, то Н  изоморфна подгруппе 
группы GL{2,3). Так как порядок группы GL(2,3) равен 48, то опять Gn = 1. Таким 
образом, доказано, что {2, 3}/-холлова подгруппа Сж нормальна в G.

С помощью индукции проверим, что подгруппа Gn дисперсивна по Оре. Если 
Gn — собственная подгруппа группы G, то Gn дисперсивна по Оре по индукции. Пусть 
Gn =  G. По доказанному в пункте 1 (6) утверждению группа G дисперсивна. Так как 
класс всех дисперсивных по Оре групп является насыщенной формацией, то по лемме 
2 группа G примитивна, а по лемме 3 группа G =  [Р\Н, где Р  — силовская р-подгруппа 
группы G, а Н  — максимальная подгруппа. Так как по условию теоремы силовские р- 
подгруппы группы G либо циклические, либо имеют порядок р2, то \Р\ делит квадрат 
простого числа р.

Если порядок Р  — простое число р, то Н  изоморфна подгруппе циклической 
группы порядка р — 1. Поэтому р — наибольший простой делитель порядка группы G 
и G дисперсивна по Оре.

Если |Р | —  р2, то Н  изоморфна подгруппе полной линейной группы GL(2,p).  
Порядок группы GL(2,  р)  равен р{р — 1 )2(р +  1). Если р  — наибольший простой дели­
тель порядка группы G.  то G  дисперсивна по Оре по индукции. Предположим,что р не 
является наибольшим. Тогда q =  р  +  1 —  наибольший простой делитель порядка груп­
пы G.  Это возможно, когда р — 2, q — 3, что противоречит предположению. Значит, 
7г-холлова подгруппа Gn нормальна в G и дисперсивна по Оре.

1(d). По индукции можно считать, что группа G имеет нечетный порядок, а из 
утверждения (с) следует, что G дисперсивна по Оре. Нам надо доказать, что G G 0121. 
Используя индукцию и леммы 1, 2 и 3, заключаем, что группа G =  [Р]М, Р  — силовкая 
р-подгруппа. совпадающая с подгруппой Фиттинга группы G и своим централизатором. 
Теперь подгруппа М  изоморфна р'-подгруппе из A utP  6 {Cp- i ,  GL(2,p)}. Применяя 
леммы 4 и 5, получаем, что подгруппа М  абелева. Теперь G € 0121. Так как все нильпо- 
тентные группы, силовские р-подгруппы которых либо циклические, либо порядка р2, 
абелевы, то из включения G £ 0121 следует, что G G 212. Поэтому d(G) < 2.

1(e). Предположим, что группа G не содержит фактор-групп, изоморфных А4. 
В этой ситуации с помощью индукции по порядку G докажем дисиерсивность по Оре 
группы G.

Предположим, что G не является {2, 3}-группой. По доказанному в пункте (с) 
7г-холлова подгруппа Gп нормальна в G и дисперсивна по Оре для тг = 7г(С )\{2, 3}. 
Пусть R — силовская r -подгруппа в G для наибольшего простого г 6 7r(G). Тогда г > 3, 
R < Gn и R  нормальна в G. Если предположить, что фактор-группа G /R  содержит 
нормальную подгруппу N /R  такую, что (G /R ) / ( N /R ) =  А4, то подгруппа N  будет 
нормальной в группе G и фактор-группа G /N  = (G /R ) / ( N /R ) = А4. Имеем противо­
речие с условием. Поэтому для фактор-группы G /R  условия теоремы выполняются и 
G/ R  дисперсивна по Оре по индукции. Из того, что г — наибольший простой делитель 
порядка группы G следует, что группа G дисперсивна по Оре.

Пусть теперь G — {2,3}-группа. Так как класс всех дисперсивных по Оре групп 
является насыщенной формацией, то по лемме 2 группа G примитивна, а по лемме 3 
G = [F(G)\H, где F(G) — минимальная нормальная подгруппа группы G, Н  — макси­
мальная подгруппа. Из дисперсивности группы G следует считать, что F(G) — силов-
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ская 2-подгруппа группы G. Теперь |F(G )| =  4 и Я — подгруппа группы GL(2, 2) ~  S3. 
Поскольку F(G) — силовская 2-подгруппа группы G, то |Я | =  3 и G ~  Л4.

2. В силу леммы 9 утв. 2 надо доказать в случае, когда G — неразрешимая 
непростая группа. По лемме 10 в этой ситуации R  =  R(G ) Ф 1, R (G /R ) =  1 и фактор­
группа G//2 — простая неабелева группа. По лемме 9 фактор-группа G/.R =  P S L (2 ,r  
для простого г, поэтому Л имеет нечетный порядок. Пусть Q — силовская д-подгруппа 
группы R , где g — наибольшее простое число из ir(R). По утв. 1(d) R — дисперсивная 
по Оре группа, следовательно, Q нормальна в G. Рассмотрим фактор-группу G/Q. По 
предположению индукции G/Q  =  A /Q  х B/Q , B /Q  =  PSL(2,r), г > 3, г — простое 
число, и г  =  ±3 (mod 8).

Если В — собственная подгруппа группы G, то по индукции В  =  А х х S i, В г = 
PSL(2 ,r)  и Q — Ах. Таким образом, G =  А  х В х, где =  PSL(2,r).  Значит, следует 
считать, что В — G и R  =  Q.

Если Cg {Q) — Q , то фактор-группа G/Q  изоморфна подгруппе из группы AutQ. 
Так как силовские g-подгруппы группы G либо циклические, либо порядка г/2, то Q 
является либо циклической группой, либо элементарной абелевой группой порядка q2. 
Если |<3| =  q2 и Q — элементарная абелева группа, то G /Q  изоморфна (/-подгруппе из 
GL(2, q). По лемме 4 фактор-группа G /Q  не может быть простой неабелевой группой. 
Если подгруппа Q циклическая, то AutQ абелева и опять G/Q  — непростая группа, 
противоречие.

Таким образом, Q — собственная подгруппа в Cg{Q) — С. Так как С  нормальна 
в G и G/Q  — простая группа, то С — G и подгруппа Q содержится в центре группы G. 
Если Q — силовская д-подгруппа группы G, то по теореме Шура-Цассенхауза существу­
ет подгруппа В  такая, что G =  Q x  В  и В = P S L (2, г) и г =  ±3 (mod 8). Значит следует 
считать, что Q не является силовской подгруппой группы G, т. е. q делит \G/Q\. Пусть 
G' — коммутант группы G. Так как G /Q  — простая группа, то G'Q/Q — (G/Q)' =  G/Q. 
т. е. G'Q =  G. Если Q не содержится в G', то из равенства G'Q — G ввиду теоремы 
VI.4.6 [1] следует, что силовская g-подгруппа Gq нециклическая. Поэтому \Q\ = q и 
G =  Q х G'. Причем G' = P S L (2 ,r)  и г  =  ±3 (mod 8). Пусть Q С G'. Тогда Q =  Z(G) 
и Q < G' = G. По предложению 4.233 [9| |Q| =  2. Противоречие. Первое утверждение 
из пункта 2 доказано.

Пусть порядок группы G свободен от кубов. Тогда, согласно теореме 2 [2], числа 
г +  1 и г -  1 — числа свободны от квадратов. Теорема доказана полностью.

Замечание. В работе [10] для каждого натурального п найдена верхняя гра­
ница производной длины фактор-группы G/<J>(G) для разрешимой группы G, порядок 
которой не делится на (п 4- 1)-е степени простых чисел. В частности, при п — 2 из утв.
1 следствия 1.5 [10] вытекает, что d(G/*£(G)) < 5.

В работе [11] найдены инварианты разрешимой группы, максимальные подгруп­
пы которой имеют индексы свободные от кубов. В частности, для такой группы уста­
новлено, что d(G /<£(G)) < 5.

По сравнению с этими результатами, оценка производной длины, полученная в 
теореме настоящей статьи, более точная и её улучшить нельзя.

Работа выполнена при поддержке Белорусского республиканского фонда фунда­
ментальных исследований (договор Ф 06МС-017).

A bstract. The paper considers finite groups Sylow subgroups of which are either cyclic or 
of p2-order.
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